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PREFAZIONE 


Lo studio dell’elettricità comporta tre gruppi di problemi: il primo ri- 
guarda i concetti fondamentali e î principi generali che sono alla base dei 
fenomeni elettrici e magnetici, il secondo le proprietà elettriche e magneti- 
che delle sostanze, il terzo l’elettricità nelle sue applicazioni pratiche. 

Nel presente Corso sarà trattato con tutta l'ampiezza necessaria soprat- 
tutto il primo gruppo di problemi. Applicando il metodo induttivo, stabili- 
remo i concetti ed i principi basilari attraverso la generalizzazione di dati 
sperimentali che di per sé non presentano che una sfera di validità limitata. 
Per generalizzazioni successive si arriverà fino alle equazioni di Maxwell, 
su cui è impostata la seconda parte di questo volume. 

È evidente che in un corso di fisica generale non possono essere trattate 
con uguale ampiezza le proprietà elettriche e magnetiche delle sostanze. 
Inoltre uno studio approfondito di queste proprietà deve fondarsi sulla 
meccanica quantistica e di conseguenza deve essere oggetto di corsi speciali. 
Ciò nondimeno abbiamo cercato di affrontare anche questi problemi, com- 
patibilmente col fatto che si tratta di un corso di fisica generale destinato 
agli studenti dei primi anni. Abbiamo perciò largamente utilizzato la termo- 
dinamica senza di cui non si può dare un'esposizione chiara e completa né 
dei problemi particolari, né dei concetti generali dell’elettrodinamica 
macroscopica. 

Abbiamo invece prestato assai meno attenzione di quanto ne meritino 
alle applicazioni dell’elettricità, esaminandone alcune soltanto in linea di 
principio. 

Come unità di misura abbiamo adottato quelle del sistema gaussiano. 
Già nella prefazione al primo volume abbiamo esposto le ragioni che ci 
hanno spinto a scegliere un sistema diverso da quello internazionale (SI); 
nel $ 85 di questo volume spiegheremo più dettagliatamente le ragioni di 
questa scelta. Tuttavia non si può non tenere conto del fatto che nella scuola 
media superiore come anche nelle facoltà di ingegneria l’insegnamento della 
fisica si basa sul sistema SI. Questo stesso sistema è largamente utilizzato 
in libri e pubblicazioni periodiche, in particolare quando si tratta di appli- 
cazioni tecniche. Abbiamo perciò ritenuto utile soffermarci ad esporre dif- 
fusamente nel $ 85 i principi del sistema SI in elettrodinamica e i suoi rap- 
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porti con il sistema gaussiano. Vi è anche formulata una regola generale che 
permette, con l’aiuto di una tabella di conversione (1), di passare con facilità 
dal sistema gaussiano a quello internazionale SI e viceversa. Inoltre in Ap- 
pendice diamo la lista delle principali formule di elettrodinamica scritte nel 
sistema SI. Sempre in Appendice il lettore ritroverà sotto lo stesso numero 
le formule espresse, nel nostro Corso, col sistema gaussiano. Nel caso che 
in Appendice manchi una formula, sarà facile ottenerla utilizzando la tabel- 
la 1. Infine, nella tabella 2, vengono riportate le formule di conversione del- 
le unità SI in quelle del sistema gaussiano. 

Come i primi due volumi, anche questo terzo volume si basa sui corsi 
che abbiamo tenuto dal 1957 agli studenti del secondo anno dell’Istituto di 
Fisica applicata di Mosca. Quindi quanto detto nelle prefazioni agli altri vo- 
lumi riguardo l’oggetto e il metodo d’insegnamento della fisica, resta valido 
anche per questo. 

Molti dei problemi trattati in questo volume sono stati inclusi nei pro- 
grammi delle prove di esame scritte e orali. Gli enunciati di questi problemi 
sono per lo più stati elaborati dagli assistenti della cattedra di Fisica genera- 
le dell’Istituto. 

Gli esperimenti dimostrativi tenuti durante il corso sono stati utili non 
soltanto agli studenti ma a noi stessi. Vogliamo qui esprimere agli assistenti 
che li hanno ideati e realizzati la nostra più profonda gratitudine. 

Sono lieto di poter esternare la mia più sentita riconoscenza al professo- 
re I.S. Gorban? e ai collaboratori della cattedra di Fisica sperimentale del- 
l’Università di Kiev, nonché al professore S.S. Ger$tein per l’analisi appro- 
fondita con cui ha vagliato il manoscritto. I loro amichevoli consigli hanno 
contribuito in misura notevole al miglioramento del Corso. 


DN. Sivuchin 
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INTRODUZIONE 


$ 1. Azione a distanza ed interazione dei campi 


1. Gli esperimenti mostrano che tra corpi magnetizzati o elettricamente 
carichi, nonché tra corpi percorsi da correnti elettriche si esercitano forze 
dette elettrodinamiche o elettromagnetiche. Notiamo, pur senza perderci in 
dettagli, che sulla natura di queste forze sono sorte due teorie scientifiche 
contrapposte. Il punto di vista più vecchio si basava sul concetto di azione 
a distanza, senza l’intervento di alcun agente materiale intermedio; l’altro, 
più moderno, attualmente accettato da tutti, si fonda sull’ipotesi che le inte- 
razioni si trasmettano tramite un mezzo materiale detto campo 
elettromagnetico. 

2. L’idea di un’azione a distanza nel caso di fenomeni elettrici e magneti- 
ci ha prevalso fino agli ultimi decenni del XIX secolo. Alla base di questa 
teoria stava il concetto della gravitazione universale. I grandi successi della 
meccanica celeste fondata sulla legge della gravitazione universale di New- 
ton (1643-1727) da una parte, e il fallimento di tutte le interpretazioni della 
gravitazione dall’altra indussero molti studiosi ad ammettere che né la gravi- 
tazione, né le forze elettriche e magnetiche necessitassero di spiegazione al- 
cuna, essendo proprietà naturali inerenti alla materia. Secondo questi stu- 
diosi la teoria dell’elettricità doveva porsi come scopo solo quello di stabilire 
le leggi elementari delle forze elettriche e magnetiche e di spiegare conve- 
nientemente tramite queste leggi i fenomeni elettrici e magnetici. Leggi ele- 
mentari erano chiamate le leggi che permettevano di calcolare le forze d’in- 
. terazione a distanza esercitantisi tra le cariche elettriche puntuali, i poli ma- 
gnetici puntuali e gli elementi di corrente, cioè tra, segmenti infinitamente 
corti di fili infinitamente sottili percorsi dalla corrente elettrica. Queste leg- 
gi per contenuto e forma ricordavano e talvolta riproducevano la legge della 
gravitazione universale di Newton. Tali sono, per esempio, le leggi di Cou- 
lomb (1736-1806) sull’interazione delle cariche elettriche e dei poli 
magnetici. 

Gli strumenti matematici della teoria dell’azione a distanza sono stati 
elevati ad un nuovo livello grazie ai lavori di Laplace (1749-1827), d’Ampère 
(1775-1836), di Poisson (1781-1840), di Gauss (1777-1855), di Ostrogradskij 
(1801-1862), di Green (1793-1841), di Franz Neumann (1798-1895), di Carl 
Neumann (1832-1925), di Wilhelm Weber (1804-1891), di Kirchhoff 
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(1824-1887) e di molti altri matematici e fisici. Questa teoria si distingueva 
per la sua semplicità formale e per la chiarezza delle basi matematiche, per 
rigore e concretezza. Non introduceva ipotesi equivoche sulla natura fisica 
delle forze elettriche e magnetiche, si fondava soltanto sui fatti empirici ri- 
gorosamente verificati e sulla loro generalizzazione. Le conseguenze quanti- 
tative della teoria erano solidamente giustificate e controllate (ben inteso 
nei limiti in cui le leggi elementari sono confermate dagli esperimenti). Non 
è sorprendente che la maggioranza dei fisici sia rimasta fedele alla teoria 
dell’azione a distanza fino all’ultimo quarto del XIX secolo. Tuttavia un ac- 
cordo quantitativo tra teoria ed esperimenti nel campo dei fenomeni studia- 
ti non basta a giustificare la correttezza del concetto di azione a distanza. 

3. Tra i fisici del XIX secolo che non accettarono la teoria dell’azione 
a distanza, si deve citare in primo luogo il grande fisico Faraday (1791-1867), 
fondatore della teoria fisica del campo elettromagnetico. Faraday non era 
schiavo delle concezioni formali dei matematici: il suo spirito libero non po- 
teva sottomettersi a concezioni prestabilite a priori né accettare l’idea che 
un corpo possa esercitare la sua azione in luoghi in cui non è e da cui, per 
di più, è separato dal vuoto assoluto. Secondo Faraday un corpo poteva agi- 
re su un altro corpo solo per contatto diretto o tramite un mezzo materiale 
intermedio. 

Nel caso di interazioni elettromagnetiche il ruolo di intermediario era 
attribuito all’etere universale, ipotetico mezzo che riempiva lo spazio tra il 
corpo e le minime particelle di cui il corpo è composto. Faraday affermava 
che in presenza di un corpo elettrizzato o magnetizzato, nell’etere adiacente 
si verificano alterazioni simili a deformazioni elastiche che a loro volta ori- 
ginano tensioni e pressioni. Attraverso tali tensioni e pressioni Faraday cer- 
cava di spiegare le interazioni elettromagnetiche dei corpi. Quindi dallo stu- 
dio delle cariche e delle correnti, che nella teoria dell’azione a distanza era- 
no presentate come centri di forza, Faraday passa a studiare lo spazio am- 
biente. Lo spazio, su cui agiscono le forze in esame, si chiama campo elet- 
tromagnetico. È stato Heinrich Hertz (1857-1894) a riconoscere esplicita- 
mente la validità delle teorie di Faraday. In un discorso pronunciato a Hei- 
delberg nel 1889, Hertz affermava: « Dicevano a Faraday che per elettrizza- 
re un corpo bisognava introdurvi qualcosa, ma lui vedeva bene che i cam- 
biamenti che ne risultavano si manifestavano solo fuori del corpo e non al 
suo interno. Si insegnava a Faraday che le forze semplicemente superavano 
lo spazio, ma lui vedeva bene che la sostanza che riempiva lo spazio da su- 
perare influiva fortemente sulle forze stesse. Faraday conosceva pubblica- 
zioni che sostenevano la presenza dell’elettricità, ma che poi discutevano 
sulla sua forza. Comunque Faraday aveva notato che l’azione di queste for- 
ze era tangibile, ma nello stesso tempo non riusciva a rivelare la presenza 
dell’elettricità. È stato allora che un’idea rivoluzionaria si è fatta strada nel- 
la sua mente. Le forze elettriche e magnetiche sono diventate per lui un fatto 
reale, tangibile, mentre elettricità e magnetismo risultavano concetti sulla 
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cui esistenza si poteva discutere. Queste linee di forze, considerate indipen- 
denti, Faraday le immaginava presso lo spazio come lo stato di quest’ultimo 
e che simboleggiavano tensioni, vortici, correnti ed altri fenomeni che non 
riusciva ancora a definire, ma erano là, agivano le une sulle altre, spostando 
i corpi in tutti i sensi, propagandosi nello spazio e comunicando l’eccitazio- 
ne da un punto all’altro ». 

4. Applicando le teorie suesposte a casi concreti, Faraday si contentava 
in generale di dare una descrizione qualitativa dei fenomeni in esame. Dato 
che non usava mai formule matematiche esatte, i ragionamenti e le dimo- 
strazioni di Faraday erano difficilmente accettati e a volte erano addirittura 
rifiutati dai suoi contemporanei. Ma fra i sostenitori delle sue idee vi era 
Maxwell (1831-1879), geniale studioso che conosceva a fondo la matematica 
del suo tempo. Ed è stato infatti Maxwell a convertire le principali idee di 
Faraday in equazioni matematiche, a generalizzare i dati sperimentali esi- 
stenti, ad aggiungerne altri. Procedendo in questo modo, intorno al 1860, 
Maxwell è riuscito a stabilire un sistema di equazioni che riassumevano 
esattamente tutte le leggi quantitative del campo elettromagnetico. Si po- 
trebbe affermare che le equazioni stabilite da Maxwell hanno rappresentato 
la più importante scoperta della fisica del secolo scorso. 

5. Dapprima le teorie di Maxwell non furono accettate. La causa princi- 
pale di tale rifiuto risiedeva nel fatto che fin quasi alla fine del XIX secolo 
l’elettrodinamica si era occupata soltanto di campi elettrici e magnetici sta- 
zionari o quasi stazionari. E poiché in questo caso le equazioni di Maxwell 
si riducevano alle equazioni dell’azione a distanza, e le due teorie di fatto 
coincidevano, gli esperimenti su campi elettromagnetici stazionari non per- 
mettevano di scoprire quale di queste duùe concezioni sulla natura delle forze 
d’interazione fosse corretta o, più esattamente, quale fosse sbagliata a prio- 
ri. Bisognava studiare i campi alternati. Maxwell ha dimostrato con le sue 
equazioni l’esistenza di onde elettromagnetiche e ne ha calcolato la velocità 
di propagazione; ne è risultato che nel vuoto la velocità di propagazione 
delle onde coincide con la velocità della luce (300 000 km/s), è cioè molto 
grande. Un notevolissimo numero di fenomeni viene percepito come se la 
velocità di propagazione delle perturbazioni elettromagnetiche fosse infini- 
ta, cioè come se la teoria dell’azione a distanza fosse vera. Le onde elettro- 
magnetiche sono state prodotte e studiate per la prima volta da Hertz negli 
anni 1887-1888. Le loro proprietà sono risultate perfettamente rispondenti 
alle previsioni teoriche di Maxwell. La teoria dell’azione a distanza non riu- 
sciva assolutamente a spiegare l’esistenza delle onde elettromagnetiche. Su- 
bito dopo la pubblicazione dei risultati di Hertz, la questione della natura 
delle interazioni elettromagnetiche è stata risolta a favore della teoria del 
campo elettromagnetico. Un ruolo importantissimo fra gli sviluppi della 
teoria di Maxwell spetta all’invenzione della radio da parte di A.S. Popov 
(1859-1905) che ha trasformato radicalmente la scienza, la tecnica e la vita 
stessa dell’uomo. 
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6. I fisici del XIX secolo erano convinti che i fenomeni elettrici e magne- 
tici potessero essere studiati fino in fondo solo a condizione di ricondurli 
a cause meccaniche, come tensioni elastiche, pressioni o altri cambiamenti 
meccanici del mezzo ambiente. Nella teoria di Faraday-Maxwell tale ruolo 
è stato attribuito all’etere universale; furono compiuti vari tentativi di co- 
struire una teoria meccanica dei fenomeni elettrici e magnetici. Maxwell 
stesso favoriva questi lavori e nelle sue prime ricerche sulla teoria dell’elet- 
tricità aveva utilizzato largamente modelli meccanici del campo elettrodina- 
mico. Però per rappresentare le diverse proprietà del campo elettromagneti- 
co bisognava ricorrere a modelli differenti, spesso in contraddizione tra lo- 
ro. Per Maxwell i modelli meccanici hanno avuto lo stesso ruolo dell’impal- 
catura nell’edilizia che una volta costruito l’edificio viene smantellata. Così 
nell’ultima variante della teoria di Maxwell, esposta nel suo Trattato di elet- 
tricità e di magnetismo pubblicato nel 1873, i modelli meccanici non figura- 
no più. Tutti gli sforzi fatti per costruire una teoria meccanica che non fosse 
in contraddizione con i fenomeni elettrici e magnetici erano risultati vani 
e dopo di lui i fisici si sono persuasi dell’impossibilità di elaborare una rap- 
presentazione meccanica dell’Universo. La teoria atomica e molecolare ha 
dimostrato che le forze elastiche compaiono a seguito dell’interazione elet- 
trica tra le particelle elettricamente cariche che costituiscono i corpi. Dato 
che l’elasticità è stata riportata all’elettricità, divenne chiaro che non aveva 
senso trasformare le forze elettriche in elastiche. Le forze elettriche sono ri- 
sultate più « semplici » e più « comprensibili » di quelle elastiche. La fisica 
moderna non collega il concetto di campo magnetico a nessuna immagine 
« concreta » come deformazioni elastiche, tensioni, pressioni ecc.; afferma 
solo che il campo esiste realmente e in questo senso è al pari della sostanza, 
una delle forme che assume la materia. Il campo possiede un’energia, un 
impulso ed altre proprietà fisiche. Tramite i campi si effettuano le interazio- 
ni elettromagnetiche dei corpi. Un corpo A che porti una carica elettrica 
genera un campo elettrico nello spazio circostante. Questo campo si rivela 
nell’azione su un altro corpo carico 8 che vi sia introdotto. Ma il campo 
eccitato dalle cariche portate dal corpo A esiste realmente in ogni punto del- 
lo spazio, anche se non vi si pone un altro corpo B. In questo consiste la 
differenza tra la teoria del campo e la teoria dell’azione diretta a distanza. 
Notiamo che anche quest’ultima utilizza il concetto di campo, che tuttavia 
viene considerato non come una realtà fisica, ma come un concetto mate- 
matico ausiliario introdotto soltanto per comodità di descrizione. Nella teo- 
ria dell’azione a distanza non ha senso parlare dell’esistenza di un campo 
in un punto qualunque dello spazio finché non vi sia introdotto un corpo 
, di prova carico su cui agisca la forza elettromagnetica. 

7. La teoria iniziale di Maxwell non faceva differenze di principio tra i 
mezzi materiali e il vuoto (l’etere). Quest'ultimo veniva considerato come 
uno dei mezzi, diverso dagli altri soltanto quantitativamente, soprattutto 
per i valori di permeabilità dielettrica e magnetica e di conduttività elettrica. 


Un quadro più completo e preciso ci è dato dalla teoria elettronica, fondata 
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dal grande fisico olandese H.A. Lorentz (1853-1928). Questa teoria è stata 
concepita ed elaborata dettagliatamente ancor prima della scoperta dell’e- 
lettrone e della struttura dell'atomo. L’elettrone è stato scoperto nel 1897 da 
J.J. Thomson (1856-1940), il primo modello di atomo è stato presentato nel 
1911 da Rutherford (1871-1937), ed infine la teoria di Bohr (1885-1962) è sta- 
ta resa nota nel 1913. In linguaggio moderno si può riassumere l’idea che 
sta alla base della teoria elettronica nel modo seguente. Ogni sostanza è 
composta di nuclei atomici, che portano cariche positive, e di elettroni, che 
portano cariche negative. Per il momento a noi non interessa precisare la 
struttura dell’atomo e del suo nucleo. È importante invece osservare che il 
vuoto è un mezzo universale in cui viene creato il campo elettromagnetico. 
Per la teoria dell’elettricità, ogni sostanza deve essere considerata un vuoto 
alterato dalla presenza di nuclei atomici e di elettroni. Le cariche portate da 
queste particelle eccitano campi elettromagnetici che si sovrappongono al 
campo esterno in cui è stata posta la sostanza. E questa sovrapposizione de- 
termina il campo elettromagnetico nella sostanza. Ne deriva che lo studio 
del campo elettromagnetico creato in una sostanza si riduce allo studio del 
campo elettromagnetico nel vuoto e in tal modo procederemo d’ora in poi, 
cominciando a studiare i campi elettrici e magnetici nel vuoto per arrivare 
poi ad esaminare le distorsioni che questi campi subiscono per effetto delle 
cariche dei nuclei e degli elettroni che costituiscono la sostanza. Proceden- 
do su questa via la teoria elettronica ha assicurato una più profonda com- 
prensione delle equazioni di Maxwell applicate allo studio delle sostanze ed 
ha rappresentato la base razionale che ha permesso di comprendere meglio 
le proprietà elettriche e magnetiche delle sostanze da un punto di vista ato- 
mico. Lo stesso Lorentz ed i suoi discepoli, ben inteso, utilizzavano concetti 
classici, il che creava difficoltà di principio, eliminate soltanto dopo che la 
teoria elettronica fu riformulata su base quantistica. 

8. Le equazioni di Maxwell sono una generalizzazione dei dati sperimen- 
tali. La dimostrazione di queste equazioni risulta dal confronto delle con- 
clusioni, che se ne traggono, con i dati sperimentali. Queste equazioni, che 
sono alla base di tutta l’elettrodinamica, possono essere considerate come 
gli assiomi fondamentali dell’elettrodinamica, e giocano lo stesso ruolo del- 
le leggi di Newton nella meccanica classica. Si potrebbe quindi esporre l’e- 
lettrodinamica da un punto di vista puramente deduttivo postulando le 
equazioni di Maxwell. Tale linea espositiva non è conveniente tuttavia, per 
un primo studio dell’elettrodinamica di Maxwell, per cui si è preferito il me- 
todo induttivo, che permette di capirne meglio il contenuto. Cominceremo 
col descrivere esperimenti semplici che si possono spiegare correttamente 
sia utilizzando la teoria del campo che quella dell’azione diretta a distanza. 
Generalizzando progressivamente le leggi di questi fenomeni arriveremo a 
risultati che, non inquadrandosi più nella teoria dell’azione a distanza, po- 
tranno essere interpretati soltanto per mezzo della teoria del campo. Si giun- 
gerà così alle equazioni di Maxwell di cui si terrà conto nell’esposizione 
successiva. 
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$ 2. Carica elettrica e intensità del campo elettrico 


1. Nella teoria dell’elettricità i concetti più importanti sono quelli di ca- 
rica elettrica e intensità del campo elettrico. Si arriva a farsi un’idea qualita- 
tiva di questi concetti esaminando gli esperimenti più semplici sull’elettrici- 
tà descritti nei corsi di fisica elementare. Qui ci limiteremo soltanto a consi- 
derare l’aspetto quantitativo del problema. Una definizione quantitativa 
esatta di carica elettrica e di intensità del campo elettrico si riduce, come 
per tutte le altre grandezze fisiche, alla descrizione del procedimento che 
permette di misurarle. 

2. Supponiamo, per iniziare, che il campo elettrico sia costante nel tem- 
po. Tale campo si chiama elettrostatico e può essere eccitato da cariche elet- 
triche immobili. Si chiama corpo o carica di prova un corpo che porta una 
carica elettrica talmente piccola che la sua presenza non provoca una ridi- 
stribuzione delle cariche (per effetto dell’induzione) nei corpi circostanti. 
Prendiamo due cariche di prova e poniamole successivamente in un medesi- 
mo punto dello spazio in modo che ambedue le cariche si trovino a riposo 
rispetto ad uno stesso sistema di riferimento. Dato che il campo non varia 
nel corso del tempo, queste cariche saranno sottoposte all’azione dello stes- 
so campo. Siano Fi; e F> le forze che agiscano su queste cariche immobili. 
La generalizzazione dei dati sperimentali conduce ai seguenti risultati. Le 
forze Fi e F. hanno direzioni uguali o diametralmente opposte e il rapporto 
tra le loro grandezze non dipende dalla posizione del punto in cui sono posti 
i corpi di prova. Il rapporto F1/F rappresenta quindi soltanto una caratteri- 
stica dei corpi di prova e non del campo in cui questi si trovano. Ciò permet- 
te di caratterizzare lo stato di elettrizzazione di un corpo di prova mediante 
un numero determinato q che porta il nome di carica elettrica. Per defini- 
zione il rapporto tra le cariche q1 e q2 dei corpi di prova è uguale al rapporto 
tra le forze Fi e F2 cui essi sono sottoposti qualora siano collocati successi- 
vamente in un medesimo punto del campo: 


= (2.1) 


Si suppone che le forze F; e £2 (come del resto le cariche q1 e q2) portino 
lo stesso segno, qualora le direzioni di queste forze coincidano, siano invece 
di segni opposti quando le direzioni siano opposte. 

Il fatto che questa definizione sia introdotta per cariche di prova non 
ne diminuisce la generalità. Infatti, qualunque sia la grandezza di un corpo, 
esso può sempre essere collocato in un campo elettrico creato da cariche tal- 
mente distanti che, rispetto al campo in esame, il corpo possa essere consi- 
derato un corpo di prova. 

Si può considerare’ uguale all’unità la carica di un corpo qualunque. La 
misurazione del rapporto delle forze F1/F costituirà allora un procedimen- 
to di misura « assoluta » del valore di una carica. 
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3. La carica elettrica portata da un corpo non dipende dalla scelta del 
sistema (inerziale) di riferimento in cui viene misurata. La carica è invarian- 
te rispetto al passaggio da un sistema di riferimento inerziale ad un altro. 
Ciò deriva direttamente dal principio della relatività e dal metodo adottato 
per confrontare le cariche elettriche, attraverso la misura delle forze che si 
esercitano sulle cariche immobili. La carica è uguale in qualsiasi sistema di 
riferimento d’inerzia per la stessa ragione per cui è uguale in essi la massa 
a riposo dello stesso corpo. È chiaro che ogni misurazione fornisce non il 
valore assoluto della carica, ma soltanto il rapporto tra le cariche portate 
dai corpi considerati. Sono invarianti non le cariche stesse, ma i loro rap- 
porti. Tuttavia se si conviene di considerare la carica di un corpo uguale in 
tutti i sistemi di riferimento, questa convenzione sarà valida anche per tutte 
le altre cariche elettriche. Proprio tale significato si attribuisce all’afferma- 
zione sull’invarianza della carica elettrica rispetto alla scelta del sistema di 
riferimento. 

4. Estendiamo la relazione (2.1) a tutti i campi variabili. Essa vale ugual- 
mente nel caso di un campo costante o variabile rispetto al tempo. È suffi- 
ciente che il campo sia uguale nell’istante in cui si misurano le forze F} e 
F> applicate alle cariche gi e q2 e che le cariche stesse rimangano immobili. 
È chiaro che quest’affermazione è anche una generalizzazione dei dati 
sperimentali. 

La forza che agisce su una carica elettrica di prova unitaria ed immobile 
si chiama intensità del campo elettrico e viene indicata con la lettera E. Se 
nella relazione (2.1) si pone q1 = 1, si ottiene F; = £. Sopprimendo poi l’in- 
dice 2 e riscrivendo la relazione sotto forma vettoriale, si ottiene la forza 
F che nel campo elettrico considerato agisce su una carica puntuale immo- 
bile g: 


F = qE. (2.2) 


L'intensità £ del campo elettrico è un vettore, poiché la carica elettrica 
q è uno scalare e la forza F è un vettore (cfr. v. I, $ 7). . 

5. È importante precisare che la carica è immobile per poter definire l’in- 
tensità del campo elettrico. Il fatto è che le forze applicate ad una carica 
elettrica dipendono non soltanto dal campo elettrico, ma anche dal campo 
magnetico. Tuttavia il campo magnetico, come gli esperimenti dimostrano, 
agisce soltanto sulle cariche in movimento, e non su quelle immobili. Quin- 
di, imponendo che le cariche elettriche siano immobili, si esclude l’influen- 
za del campo magnetico. 

Una carica, immobile rispetto ad un sistema di riferimento, non lo è più 
rispetto ad un altro sistema di riferimento che sia in moto rispetto al primo. 
La forza totale F applicata alla carica è la stessa nei due sistemi di riferimen- 
to (nell’approssimazione non relativistica). Ma nel primo sistema di riferi- 
mento rispetto a cui la carica è a riposo, questa è una forza d’origine esclusi- 
vamente elettrica, mentre nel secondo sistema, rispetto a cui la carica è in 
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movimento, questa forza totale si compone di una forza d’origine elettrica 
e di una forza d’origine magnetica. Se si misura in questo secondo sistema 
di riferimento l’intensità del campo elettrico per mezzo di una carica di pro- 
va immobile, si otterrà un valore differente da quello ottenuto nel primo si- 
stema. Ciò significa che /a suddivisione del campo in elettrico e magnetico 
dipende dalla scelta del sistema di riferimento. I campi elettrico e magnetico 
sono quindi indissolubilmente connessi l’uno all’altro e perciò è impossibile 
suddividere l’insieme dei fenomeni in fenomeni puramente elettrici e feno- 
meni puramente magnetici. Quando si passa da un sistema di riferimento 
ad un altro, i campi elettrici e magnetici si trasformano in modo ben deter- 
minato. Poiché le leggi di queste trasformazioni sono formulate nella teoria 
della relatività, una teoria completa dei fenomeni elettromagnetici deve es- 
sere relativistica. 

6. La proprietà fondamentale dell’elettricità è di esistere sotto due for- 
me — elettricità positiva e elettricità negativa. Nel mondo circostante le 
quantità di queste due forme d’elettricità si equilibrano esattamente, il che 
non deve sorprendere poiché le cariche di segno uguale si respingono men- 
tre le cariche di segno contrario si attraggono. Un’altra proprietà fondamen- 
tale dell’elettricità è la legge della conservazione della carica elettrica che è 
una generalizzazione dei dati sperimentali. La legge afferma che /a carica 
totale di un sistema non può variare se la sua frontiera non viene attraversa- 
ta da particelle cariche. Questo non significa che si conservino separata- 
mente le cariche positive e negative. Se, ad esempio, un sistema contiene 
particelle di grande energia, possono anche nascere dei fotoni di alta ener- 
gia. I fotoni possono anche penetrare nel sistema dall’esterno attraverso la 
frontiera. Nel caso di interazione con gli atomi di una sostanza, i fotoni pos- 
sono produrre una « coppia » composta di un elettrone che porta una carica 
negativa e di un positone che porta una carica positiva. Rispetto a tale pro- 
cesso l’energia del fotone è detta alta, se supera la somma delle energie a 
riposo dell’elettrone e del positone. Esaminiamo il processo inverso in cui 
una coppia elettrone-positone si annulla emettendo fotoni. Per effetto di 
processi simili varia la quantità di elettricità positiva e negativa, contenuta 
nel sistema, senza che vari la sua carica totale. In questo volume, del resto, 
esamineremo soltanto particelle di energia « bassa », incapaci di produrre 
tali processi e che, quindi conservano non soltanto la carica totale, ma an- 
che le cariche positive e negative prese separatamente. 


I. IL CAMPO ELETTRICO 


$ 3. Legge di Coulomb e principio di sovrapposizione 
dei campi elettrici 


1. L’elettrostatica è dedicata allo studio dei campi elettrici creati da cari- 
che immobili. Cominciamo dallo studio dei campi elettrostatici nel vuoto. 
I.a legge quantitativa fondamentale dell’elettrostatica fu scoperta da Cou- 
lomb nel 1785 e si formula nel modo seguente. 

Nel vuoto la forza d’interazione F di due cariche puntuali è orientata 
lungo la retta che passa per queste cariche ed è proporzionale alle cariche 
(Ji @ Q> e inversamente proporzionale al quadrato della loro distanza ri. È 
una forza d'attrazione se le cariche sono di segni contrari ed una forza di 
repulsione, se sono dello stesso segno 


F= C 1192 , (3.1) 
T12 





dove C è un coefficiente numerico. Dato che disponiamo di procedimenti 
indipendenti per la misura delle grandezze F g, 7, è possibile provare per 
imezzo di esperimenti diretti che la forza F è inversamente proporzionale al 
quadrato della distanza r1. ed è proporzionale al prodotto delle cariche gi 
C qa. 

Coulomb scoprì la sua legge misurando per mezzo di una bilancia di 
torsione, di cui è inventore, le forze d’attrazione e di repulsione che si eserci- 
tano tra palline elettricamente cariche. (Gli esperimenti di Coulomb sono 
ben conosciuti e la loro descrizione si trova in tutti i corsi di fisica elementa- 
re.) Questa stessa legge era stata stabilita all’incirca 11 anni prima di Cou- 
lomb da H. Cavendish (1731-1810) per mezzo di misure più precise ma indi- 
rette (cfr. $ 6, punto 4). Ma Cavendish non aveva pubblicato i suoi risultati 
ed essi restarono sconosciuti per più di 100 anni. È stato Maxwell, primo 
direttore del laboratorio di Cavendish, che scoprì negli archivi il manoscrit- 
to contenente questi risultati fondamentali di Cavendish e lo pubblicò nel 
1879. 

Il carattere puntuale delle cariche di cui si tratta nella legge di Coulomb 
significa che /e dimensioni lineari dei corpi portanti queste cariche sono tra- 
scurabili rispetto alla distanza tra loro. La legge suppone anche che le cari- 
che si trovino nel vuoto assoluto, sebbene la verifica sperimentale della leg- 
ge sia generalmente realizzata nel mezzo atmosferico. In linea di principio 
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si potrebbe realizzare il passaggio ad un vuoto assoluto diminuendo indefi- 
nitamente la pressione dell’aria. Tuttavia non c'è bisogno di farlo poiché 
l’influenza che l’aria esercita sul valore delle forze d’interazione è talmente 
piccola che nella maggior parte dei casi si può ignorarla. 

2. Si può attribuire alla costante C che compare nella legge di Coulomb 
(3.1) qualunque valore numerico e qualunque dimensione. In tal modo si 
potrebbe definire una quantità infinita di sistemi di unità di misura però 
non tutti sarebbero comodi. In fisica è particolarmente comodo usare per 
lo studio del campo elettromagnetico il sistema assoluto o gaussiano di uni- 
tà di misura ed è questo sistema che utilizziamo di preferenza. Esso è il siste- 
ma di unità CGS completato dalle unità di misura delle grandezze elettriche 
e magnetiche ed è una combinazione di due sistemi di unità: CGSE e CGSM 
(sistemi CGS di unità di misure assolute elettrostatiche e elettromagneti- 
che). Le unità « puramente » elettriche del sistema gaussiano (la carica, l’in- 
tensità del campo elettrico, il potenziale elettrico, l'intensità della corrente 
elettrica, la resistenza dei conduttori, ecc.) coincidono con le unità del siste- 
ma CGSE così come le unità « puramente » magnetiche (l’intensità e l’indu- 
zione del campo magnetico, il momento magnetico, i coefficienti di indut- 
tanza dei fili conduttori, ecc.) coincidono con le unità corrispondenti del si- 
stema CGSM. Descriveremo il sistema CGSM nel $ S1 e qui tratteremo il 
sistema CGSE. In questo sistema di unità (anche in quello gaussiano) il 
coefficiente di proporzionalità C della legge di Coulomb si considera adi- 
mensionale e uguale all’unità. La legge di Coulomb si scrive quindi nella 
forma 


d192 
F= 5°. (3.2) 
ÈMi12 





La dimensione della carica elettrica è data dalla formula 
la] = [FY?L] = IM!?L®?T-1), 
e quella dell’intentsità del campo elettrico dalla formula 
[E] _ [Fa ” 1} _ [M!?L” 1/21 1]. 


Si prende per unità di carica una carica puntuale che esercita nel vuoto 
su una carica puntvale identica una forza uguale a 1 dina se la distanza tra 
le due cariche è uguale a 1 cm. Si prende per unità di intensità del campo 
elettrico l’intensità nel vuoto di un campo che esercita una forza di 1 dina 
su una carica puntuale unitaria. Queste unità non hanno ricevuto denomi- 
nazioni speciali e sono chiamate semplicemente unità elettrostatiche CGSE 
della carica e dell’intensità di un campo elettrico. 

L'unità pratica di carica elettrica è il coulomb (C). Secondo la definizio- 
ne il coulomb è la decima parte dell’unità di carica CGSM, ossia approssi- 
mativamente 2,998-10? unità di carica CGSE. Nei calcoli approssimati si 
può porre 1 C = 3-10? unità di carica CGSE. Il coulomb è un’unità molto 
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grande di carica elettrica. La forza d’interazione di due cariche puntuali di 
I coulomb ciascuna, poste alla distanza di 1 km l’una dall’altra, sarebbe 
uguale a 


F=5-= —; = 9-10* dine = 9-10° N. 
0 


Nel sistema SI si attribuisce alla carica (e alla corrente elettrica) una di- 
imensione propria indipendente dalla dimensione di lunghezza, di massa e 
dii tempo. Questo sistema sarà descritto nel $ 85. 

3. Sotto forma vettoriale la legge di Coulomb si scrive 


Fa = FI n, (3.3) 


ik 
dove Fix è la forza che la carica gi; esercita sulla carica qx, € rix è il raggio 


vettore che congiunge la carica q; alla carica qx. L'intensità del campo creato 
da una carica puntuale g è data dall’espressione 


4, (3.4) 
_ 


E = 


dove r è il raggio vettore che va dalla carica q al punto considerato (« punto 
d’osservazione ») in cui si determina l’intensità E del campo. 

L'intensità del campo elettrico creato da parecchie cariche puntuali im- 
mobili g1, Q2, . . . è uguale alla somma vettoriale delle intensità dei campi 
che ciascuna di queste cariche creerebbe in assenza di tutte le altre, cioè 


E = I nà ri, (3.5) 


dove r; è il raggio vettore che va dalla carica gi; al punto d’osservazione. Que- 
sta proposizione, che è una generalizzazione dei dati sperimentali, si chiama 
principio di sovrapposizione dei campi elettrostatici. Non è escluso che il 
principio di sovrapposizione venga violato per distanze molto corte, pres- 
sappoco uguali o inferiori alle dimensioni del nucleo atomico (107!* cm). 

La formula (3.5) permette in linea di principio di calcolare l’intensità del 
campo elettrico creato da qualunque sistema di cariche immobili. Se le cari- 
che non sono puntuali, si deve suddividerle mentalmente in parti tanto che 
si possa considerare ciascuna di loro una carica puntuale. Se la distribuzio- 
ne delle cariche elettriche è continua, la somma (3.5) deve essere sostituita 
dall’integrale. 

4. Per visualizzare i campi elettrici si utilizzano sovente le /inee di forza. 
Una linea di forza è una linea matematica la cui tangente in ogni punto per 
il quale essa passa coincide con la direzione del vettore £ in questo stesso 
punto. Per convenzione il verso positivo di una linea di forza è lo stesso del 
vettore E. Con questa convenzione si può dire che le linee di forza elettriche 
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partono dalle cariche positive e finiscono alle cariche negative. Dimostrere- 
mo nel $ 5 che in una zona dello spazio in cui non vi sono cariche elettriche 
le linee di forza sono più fitte là dove l’intensità del campo £ è più grande, 
e sono più rarefatte là dove E è più piccola. Quindi la densità delle linee 
di forza dà un’idea dell’intensità del campo elettrico. La figura 1 rappresen- 
ta le linee di forze di due palline che portano delle cariche uniformemente 
ripartite, l’una di elettricità positiva e l’altra di elettricità negativa; nella fi- 
gura 2 sì vede la distribuzione delle linee di forza fra due cariche uguali di 
segni contrari e fra due cariche uguali del medesimo segno. 


TI 


Fig. l. 


Per osservare sperimentalmente le linee di forza si prende un recipiente 
di vetro a fondo piatto e si riempie di un liquido isolante qualunque, ad 
esempio, dell’olio di ricino, della glicerina, ecc. Si distribuiscono nel liquido 
possibilmente in modo uniforme piccole particelle di cristalli di gesso polve- 
rizzati, di amianto, di semola o di altre particelle di forma allungata e vi 


NE 


Fig. 2. 


si immergono degli elettrodi metallici. Quando si connettono quest’ultimi 
ad una sorgente d’elettricità, si eccita nel liquido un campo elettrico che 
elettrizza le particelle; queste si attirano reciprocamente per le loro estremi- 
tà, che portano cariche di segni contrari, e formano quindi delle catenine 
lungo le linee di forza. Il quadro delle linee di forza viene deformato dalle 
correnti del liquido provocate dalle forze che agiscono su di esso in un cam- 
po elettrico non omogeneo. I migliori risultati si ottengono per mezzo del 
metodo applicato da Pohl (nato nel 1884). Si incollano alla superficie di una 
lastra di vetro degli elettrodi di stagnola tra i quali si crea una tensione elet- 
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trica. Si spolvera poi leggermente la lastra di particelle di forma allungata, 
di piccoli cristalli di gesso, ad esempio. Queste particelle si dispongono lun- 
go le linee di forza come nella figura 3, dove è rappresentato il quadro delle 
linee di forza che sorgono fra due cerchietti di stagnola che portano cariche 
di segno contrario. 

Il metodo delle linee di forza può essere utilizzato per visualizzare qual- 
siasi campo vettoriale. Le linee che indicano la direzione di un vettore dato 
si chiamano linee di questo vettore o linee vettoriali. Si attribuiscono anche 
a queste linee altri denominazioni speciali che corrispondono al significato 
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fisico o a quello geometrico del campo vettoriale considerato. Così, in idro- 
dinamica si introducono le linee di corrente che indicano la direzione del 
vettore della velocità di flusso del fluido (cfr. v. I, $ 93). Per la presentazione 
grafica del campo magnetico si utilizzano le linee di forza magnetiche, ecc. 


Problemi 


1. Si sospendono a due fili di seta due palline identiche di massa m = 0,1 g ciascuna in 
modo che le loro superfici siano in contatto. Dopo aver comunicato loro delle cariche elettri- 
che identiche, le palline si allontanano l’una dall’altra fino a che i loro centri si trovano ad una 
distanza D = 6 cm (fig. 4). Si calcoli la carica gq di una pallina se la lunghezza del filo di so- 
spensione è / = 30 cm. 

Soluzione. All’equilibrio F = mg tga. Secondo la legge di Coulomb F = g?/D’, quindi 


= D\Vmgtga, 


ossia, se gli angoli sono piccoli 


| D 
= DV mga = D Li = 18,7 unità di carica CGSE = 6,2-10-? C. 
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Questo esempio dimostra che anche con un elettroscopio piuttosto grossolano si possono 
rivelare delle cariche molto piccole, dell’ordine di un miliardesimo di coulomb. 

2. Si calcoli l’intensità del campo elettrico che si crea sull’asse geometrico di un disco infini- 
tamente sottile uniformemente caricato. 

Soluzione. Sia o la densità superficiale di carica elettrica, cioè la quantità d’elettricità per 
unità di superficie del disco. Secondo l’enunciato la grandezza o ha lo stesso valore in ogni pun- 
to della superficie del disco. Per ragioni di simmetria, è chiaro che in ogni punto A dell’asse 
geometrico il campo E deve essere diretto lungo quest’asse (fig. 5). Ciò osservato, prendiamo 
sulla superficie del disco una area qualunque infinitamente piccola dS che porta una carica 





Fig. 4. Fig. 5. 


dq = o dS. L'intensità del campo creato da questa carica nel punto A sarà dE = 0 dS/r? e la 
sua proiezione sull’asse OA sarà dEx = 0 dS cos a/r? 0 dE; = 0 d9, dove dI = = dS cos a/r? 
è l'angolo solido sotto il quale si vede l’area dS dal punto A. Il campo totale E si ottiene inte- 
grando l’espressione d£; rispetto all’angolo solido d2 


E = 09, (3.6) 


dove L è l'angolo solido totale sotto il quale si vede il disco dal punto A. In particolare, quando 
il raggio del disco è infinitamente grande (piano caricato infinito) si ha 


E = 2ro. (3.7) 


3. Uno degli esperimenti che ha permesso a Coulomb di convincersi che la forza d’attrazio- 
ne che si esercita fra due cariche puntuali di segno contrario è inversamente proporzionale al 
quadrato della loro distanza di separazione era il seguente. In prossimità di una pallina carica 
si sospende ad un filo, orizzontalmente, una piccola lancetta di gommalacca. Ad una delle 
estremità è attaccato un piccolo cerchietto di carta dorata che porta una carica elettrica. Si mi- 
sura in seguito il periodo 7 delle piccole oscillazioni della lancetta rispetto alla sua distanza 
r dalla pallina. Supponendo che la legge di Coulomb sia giusta, calcolare la legge di dipenden- 
za del periodo 7 della lancetta dalla distanza r e dagli altri parametri del sistema. La lunghezza 
I della lancetta è molto piccola in confronto alla distanza r. 


Risposta. 7 = 2rr | De , dove qi € Q. sono rispettivamente le cariche della 
qiqQ2 


pallina e del cerchietto e / è il momento d’inerzia della lancetta. 
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è 4. Dipolo elettrico 


1. Il sistema più semplice di due cariche elettriche puntuali è il dipolo 
elettrico. Si chiama così l’insieme di due cariche elettriche puntuali uguali 
c di segni contrari (— qg e +q) che si trovano ad una certa distanza l’una 
dall’altra (fig. 6). Sia / il raggio vettore condotto dalla carica negativa verso 
quella positiva. Si chiama momento elettrico del dipolo o momento dipola- 
re il vettore p = gl. Se la lunghezza / è trascurabilmente piccola rispetto alla 
distanza tra il dipolo ed il punto d’osservazione, il dipolo si chiama puntua- 
le. Calcoliamo il campo elettrico del dipolo puntuale. Nelle formule che ot- 
terremo, poco importa di sapere a partire da quale punto del dipolo si misu- 
ra la distanza r fino al punto d’osservazione (nei limiti della precisione adot- 
tata per i calcoli). 


<g +9 A £ 
p=gl @®@-—_- SETITIITTOO QQ 
e ————> 3 Ma 
-g +9 i; 
Fig. 6. Fig. 7. 


Consideriamo dapprima il caso in cui il punto d’osservazione A si trova 
sulla retta che congiunge le due cariche (fig. 7). L'intensità del campo elettri- 
co in questo punto sarà 


1 1 _ .d 1 _ 
Eza(5- +) (i) ri) 





ossia 
2ql 2p 
E = =, 
RE) ri 
e in forma vettoriale 
2p 
E = 3 ° (4.1) 


Supponiamo ora che il punto A si trovi sulla perpendicolare all’asse del 
dipolo tracciata dal suo centro O (fig. 8). Si ottiene il vettore E come somma 
vettoriale dei campi £; e £-, creati dalle cariche puntuali — qg e + g. Come 
si vede nella figura il vettore E è antiparallelo a p e la sua lunghezza (per 
un dipolo puntuale) è uguale a 


_ a! _ p 
E = Ea = Er = Er , 
e in forma vettoriale 
E=-£L. (4.2) 
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Non è necessario che la perpendicolare AO passi per il centro del dipolo 
(puntuale); nell’approssimazione utilizzata la formula (4.2) resta valida an- 
che se il punto O si trova in un punto qualunque dell’asse del dipolo, può 
essere situato anche al di fuori del dipolo. Ciò che importa è che la distanza 
di questo punto dal centro del dipolo sia trascurabilmente piccola rispetto 
alla distanza fino al punto A. 





+Y -___>p 
È, 
L/ 
Ù -g 
Fig. 8. Fig. 9. Fig. 10. 


Il caso generale si riduce ai due casi particolari succitati. Abbassiamo 
a partire dalla carica +q la perpendicolare CD sulla retta d’osservazione 
BA (fig. 9). Anche se poniamo nel punto D due cariche puntuali +9 e — 9g, 
il campo non varierà. Tuttavia il sistema a quattro cariche così ottenuto può 
essere considerato un insieme di due dipoli di momenti dipolari pi e p?- (fig. 
9). In generale, nel calcolare l’intensità del campo, o le forze che agiscono 
su un dipolo, quest’ultimo può essere sostituito da un sistema composto da 
un numero qualunque di dipoli, purché la somma geometrica dei momenti 
sia uguale al momento del dipolo considerato. Applicando ora le formule 
(4.1) e (4.2) ai dipoli p, e p; si ottiene 


l 
E = 3 (2p, — p2). 
Eliminando p-. per mezzo della relazione pi + p2 = p, si ha 
l 
= (3p: — P), 
r 


e finalmente 





E=3PD_,_ P_ (4.3) 


2. Consideriamo ora le forze che agiscono su un dipolo in un campo 
elettrico. Se il campo è omogeneo, la forza risultante F è sempre uguale a 
zero, poiché le forze F; e > applicate ai poli positivo e negativo del dipolo 
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sono uguali ed opposte (fig. 10). Il momento di queste forze è 
M = [lF:) = q[lF] o anche 

M = [pE]. (4.4) 
Il momento M tende ad orientare il dipolo lungo la direzione del campo £. 
Il dipolo possiede due posizioni d’equilibrio, l’una parallela e l’altra antipa- 
rallela al campo elettrico. La prima di queste posizioni è stabile e la seconda 
è instabile. La formula (4.4) resta valida per un dipolo puntuale anche se 
il campo in cui si trova il dipolo non è omogeneo. 

Se il campo non è omogeneo, la forza F = Fi + > non deve, in genera- 
le, annullarsi. In questo caso / = g(É. — Ei), dove E e £2 sono le intensità 
del campo elettrico nei punti in cui si trovano le cariche — g e + q. Per un 
dipolo puntuale si può sostituire approssimativamente la differenza 
E, = E; con il differenziale 

dE dE dE 
dE= bat: ate 
In questa approssimazione 
dE dE dE 
= Di —— — — . 4. 


Per semplificare le scritture, introduciamo l’operatore di Hamilton 
(1805-1865) detto operatore « nabla » 


vai bi]; 4k9. (4.6) 


Prendendo, formalmente, il prodotto scalare di p per V si ottiene 
l'operatore 


= pn S + pd d 





Per mezzo di questo operatore la formula (4.5) si scrive così 
F= (pV)E. (4.7) 


Per mostrare il significato di questa formula paragoniamola con l’e- 
spressione (4.5). Se si fa coincidere, ad esempio, l’asse X con il vettore p 
(px = p, Py = P: = 0), si ha 

OE 
F=p —. 4.8 
PE (4.8) 

3. Un sistema di cariche puntuali elettricamente neutro, che occupa un 
volume ristretto, si comporta in prima approssimazione come un dipolo 
puntuale. Infatti, suddividiamo mentalmente le cariche del sistema in parti 
più piccole e in modo che ad ogni carica corrisponda una carica uguale di 
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segno contrario. Raggruppando a due a due le cariche si potrebbe conside- 
rare il nostro sistema come un sistema di dipoli p;. Se si calcola il campo 
ad una distanza grande rispetto alle dimensioni del sistema, questi dipoli 
possono essere considerati puntuali. Si può quindi trasportarli in uno stesso 
punto e sommarli vettorialmente per ottenere un dipolo puntuale di mo- 
mento p = \; pi. Si può procedere nello stesso modo per calcolare le forze 
che agiscono sul sistema di cariche in un campo elettrico esterno £. È neces- 
‘sario soltanto che le dimensioni del sistema siano sufficientemente piccole 
perché in tutto lo spazio che esso occupa il campo esterno Z£ e le sue derivate 
spaziali 0£/0x, 0E/9y, 0E/9z possano essere considerati identici con un gra- 
do di approssimazione sufficiente. 

Stabiliamo un’espressione generale del momento dipolare di un sistema 
di cariche elettricamente neutre. Supponiamo dapprima che il sistema sia 
suddiviso per mezzo del procedimento suindicato in coppie di cariche ugua- 
li di segni contrari. Si scriverà allora 


p= Yigil= Yigir- r) = Mairi+ giri), 


dove gii ri* e gi; ri sono le grandezze delle cariche positive e negative e i 
loro raggi vettori, rispettivamente. Si può ora riunire mentalmente le cariche 
e tornare al sistema iniziale. Si ottiene così 


P= Lig, (4.9) 


dove la sommatoria è estesa a tutte le cariche positive e negative del sistema 
iniziale. 

Per un sistema elettricamente neutro la somma (4.9) non dipende dalla 
scelta dell’origine delle coordinate. Infatti, se si passa ad un nuovo sistema 
di coordinate (indicate con apici) d’origine differente, si avrà r/= r; + 4, 
dove a è un vettore costante. Quindi in questo nuovo sistema di coordinate 
il momento dipolare del sistema sarà uguale a 


p' = digiri= Yigiri + a\)qi. 


L’ultimo termine si annulla poiché il sistema è elettricamente neutro e, 
quindi, p’ = }jgiri = p. 


Problemi 


1. Si calcoli la forza d’interazione / di una carica puntuale g e di un dipolo puntuale p 
se la distanza tra l’una e l’altro è uguale a r e il momento dipolare p è diretto lungo la retta 
che li congiunge. 

Risposta. F = 2 qp/r’. Il dipolo sarà attirato dalla carica se la sua estremità che porta la 
carica di segno opposto a quello di q è diretta verso la carica puntuale (9g), e sarà respinto nel 
caso contrario. 

2. Si calcoli la forza d’interazione / di due dipoli puntuali pi e p. i cui momenti dipolari 
sono diretti lungo la retta che li congiunge; e la distanza tra i dipoli sia uguale a x. 

Risposta. F = 6p,p./r*. Questi dipoli si attirano se le loro estremità portanti cariche di se- 
gni opposti si affacciano e si respingono in caso contrario. 
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3. Ottenere l’equazione delle linee di forza del campo elettrico creato da un dipolo puntuale 
in un sistema di coordinate polari. 

Soluzione. Scomponiamo il vettore p (fig. 11) nella componente py diretta lungo il raggio 
rela componente p, che è perpendicolare ad esso. Le componenti corrispondenti del campo 
elettrico nel punto A saranno 


Ex = 2py/r}, E, = —pu/rò. 
L’angolo 6 tra il raggio r e una linea di forza elettrica è dato dalla formula 
tg 8 = E\/E = p./(2py) = (1/2)tg d. 


La proiezione di un segmento infinitesimo di una linea di forza sulla retta che porta il vetto- 
re p, può essere rappresentata da una parte da dr tg 8 = (dr/2)tg è, dall’altra parte da rdd. 





Fig. 11. 


Quindi 
(dr/2)tg d = rdd. * 
Integrando quest’equazione si ottiene l'equazione cercata della linea di forza elettrica 
r = rosin'd. 


La costante ro rappresenta la lunghezza del raggio vettore r nel piano equatoriale, cioè per 
Ù = 7/2. 

4. È possibile che una carica elettrica puntuale ruoti con velocità costante intorno ad un 
dipolo puntuale fisso? 

Risposta. Si, è possibile qualunque sia la distanza tra il dipolo e la carica. Il piano dell’orbi- 
ta circolare della carica è perpendicolare all’asse del dipolo. L’angolo a tra la direzione del mo- 
mento dipolare ed il raggio vettore condotto dal dipolo alla carica mobile è determinato dall’e- 
spressione cos a = #V1/3 , dove il segno meno si riferisce ad una carica positiva ed il segno 
più ad una carica negativa. 


$ 5. Flusso di un vettore. Teorema elettrostatico di Gauss 


1. La nozione di flusso di un vettore è una delle più utili nel calcolo vet- 
toriale e si usa nella formulazione delle proprietà più importanti dei campi 
elettrici, magnetici e di tutti gli altri campi vettoriali. Inizialmente questa 
nozione è stata introdotta in idrodinamica. 
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Tracciamo nel campo delle velocità di un liquido una piccola area S, 
perpendicolare al vettore della velocità v del liquido (fig. 12). Il volume di 
liquido che passa durante il tempo dt attraverso l’area S è uguale a vS dt. 
Se la superficie S è inclinata (non è perpendicolare alla direzione del flusso), 
il volume corrispondente sarà uguale a vS cos adf, dove a è l’angolo tra il 
vettore v e la normale n alla superficie S. Il volume di liquido che scorre 
attraverso l’area S nell’unità di tempo si ottiene dividendo questa espressio- 
ne per dt. Esso è uguale a vS cos a cioè al prodotto scalare (v$) del vettore 
della velocità v per il vettore dell’area S = Sn. Dato che il vettore unitario 








U 
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Fig. 12 


n della normale all’area S può essere orientato in due sensi diametralmente 
opposti, si attribuisce per convenzione il segno positivo ad uno di loro ed 
è in questo senso che si deve condurre la normale n. La faccia dell’area S, 
dalla quale « esce » la normale n si chiama superficie esterna, e quella fac- 
cia nella quale la normale « entra » si chiama superficie interna. Se la super- 
ficie (area) S non è infinitamente piccola, per calcolare il volume di liquido 
che la attraversa la si deve suddividere in elementi di area dS infinitamente 
piccoli e calcolare l’integrale {@ d$) esteso alla superficie S. 

Si incontrano spesso in fisica e in matematica espressioni come (v dS) 
O \(o dS). Queste espressioni hanno un significato proprio indipendente 
dalla natura fisica concreta del vettore v. Esse si chiamano lusso del vettore 
v rispettivamente attraverso un elemento dS della superficie o attraverso la 
superficie finita S. Così l’integrale ® = \(E d$) si chiama flusso del vettore 
intensità E di un campo elettrico, benché questa nozione non corrisponda 
ad alcurta corrente reale. 

Supponiamo che il vettore E sia uguale alla somma geometrica 


E=)) E. 
Moltiplicando scalarmente per dS e integrando, si ottiene 
d= > è, (5.1) 
dove ®d;, P.,... sono i flussi dei vettori £,, E2, ... attraverso la stessa su- 


perficie. Quindi, dal fatto che i vettori si sommino geometricamente segue 
che i loro flussi attraverso una stessa superficie si sommano da/gebricamente. 

2. Dimostriamo ora il teorema fondamentale dell’elettrostatica — il teo- 
rema di Gauss che permette di determinare il flusso del vettore intensità di 
un campo elettrico attraverso una superficie chiusa qualunque S. Prendia- 
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mo come normale positiva alla superficie S la normale esterna, cioè la nor- 

male diretta verso l’esterno della regione racchiusa da S (fig. 13). Esaminia- 

mo dapprima il caso in cui il campo elettrico è creato da una sola carica 

puntuale g. Il campo che essa crea sulla superficie S è determinato dal- 
l’espressione 

E = qrirÈ. (5.2) 

Consideriamo ora il caso più semplice, in cui la superficie S è sferica e 

la carica g si trova al centro della sfera. Il flusso del vettore E attraverso un 


È 
& O) 
us 7, 
7 


Fig. 13. Fig. 14. 





elemento dS della superficie sferica è uguale a 
d® = (En)dS = qdS/rÈ, 


ed il flusso attraverso tutta la superficie è ® = gS/r?. Dato che la superficie 
della sfera S è uguale a 4rr°, si ha 


® = 4rq. (5.3) 


Dimostriamo ora che il risultato (5.3) non dipende dalla forma della su- 
perficie S che circonda la carica g. Sia dS un’area elementare qualunque e 
sia la sua normale diretta positivamente (fig. 14). Il flusso del vettore E at- 
traverso quest’area sarà uguale a 


d® = (En)dS = EdScos a = E dS,, 
dove dS, è la proiezione dell’area dS su un piano perpendicolare al raggio 
r. Per mezzo dell’espressione (5.2) si ottiene 
d® = qdS,/r°. 
Qui la grandezza dS,/r? è l’angolo solido d0 sotto il quale, dal punto dove 
si trova la carica g, si vede l’area dS,, e quindi l’area 4S. Conveniamo di con- 


siderare l’angolo solido 42 come positivo se l’area dS è rivolta verso q con 
la sua faccia interna e come negativo nel caso contrario. Si ha allora 


d® = qa. 
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Il flusso ® attraverso una superficie finita qualunque S (nel caso genera- 
le attraverso una superficie non chiusa) si ottiene integrando l’espressione 
suindicata rispetto a d0. Poiché la carica g non dipende dalla posizione del- 
l’area dS, si ha ® = q\da, ossia 


Db = qL, (5.4) 


dove © è l’angolo solido sotto il quale, dal punto dove si trova la carica g, 
si vede la superficie S. 

Se la superficie S è chiusa, si deve distinguere due casi differenti. 

Primo caso. La carica g si trova all’interno del volume delimitato dalla 
superficie S (fig. 15,0). In questo caso l’angolo solido £ abbraccia tutte le 
direzioni spaziali ed è uguale a 47. Perciò la formula (5.4) si riduce alla for- 
mula (5.3) anche se una retta uscente da g attraversa più volte la superficie 
S, tre volte, ad esempio (fig. 15,5). I valori assoluti degli angoli solidi limita- 
ti dalle Aree dSi, dS,, dS; sono uguali. Ma dato che l’area dS; è rivolta verso 





a) 


Fig. 15. 


qconla sua faccia interna e l’area dS; con la sua faccia esterna, la somma 
degli angoli solidi sotto i quali si vedono queste aree è uguale a zero. Rima- 
ne soltanto l’angolo solido d0 sotto il quale si vede l’area dS,. E così sarà 
sempre quando il numero d’intersezioni è dispari, cioè quando la superficie. 
S circonda la carica g. Un qualunque numero dispari d’intersezioni si ridu- 
ce, in maniera analoga, ad una sola intersezione. 

Secondo caso. La carica g si trova all’infuori dello spazio delimitato dal- 
la superficie S (fig. 16). In questo caso una retta uscente dalla carica q o 
non attraversa affatto la superficie chiusa S, o la attraversa un numero pari 
di volte. Perciò sia l’angolo solido totale £ che il flusso totale ® sono uguali 
a Zero. 

Il caso in cui la carica puntuale gq si trova esattamente sulla superficie 
S è privo di significato fisico poiché la nozione di carica puntuale è una 
idealizzazione che vale soltanto quando le dimensioni lineari del corpo cari- 
co sono piccole rispetto alla distanza fra il corpo e il punto in cui si misura 
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il campo. Se invece la carica si trova sulla superficie, i punti di questa super- 
ljcie che si trovano nelle vicinanze della carica non soddisfano alla condi- 
zione enunciata. 

Supponiamo ora che il campo £ sia la sovrapposizione dei campi £1, 
E., ... creati dalle cariche puntuali g1, 92, . . . Secondo il teorema appena 
dimostrato, il flusso del vettore £ è uguale alla somma dei flussi dei vettori 
E;, Ex, ... Sela carica qi; è circondata da una superficie chiusa S, il suo 
flusso attraverso questa superficie sarà uguale a 47gi. Se la carica gi si trova 
nello spazio esterno rispetto alla superficie S, il suo flusso è uguale a zero. 





Fig. 16. Fig. 17. 


Si arriva quindi alla relazione fondamentale 
d = $(E dS) = 4rq, (5.5) 


che esprime il teorema elettrostatico di Gauss. In questa formula q rappre- 
senta la somma algebrica di tutte le cariche circondate dalla superficie chiu- 
sa S. Le cariche che si trovano all’infuori dello spazio delimitato dalla su- 
perficie S non contribuiscono al valore del flusso. Nel dimostrare questa 
formula si è supposto che tutte le cariche fossero puntuali, ma è facile to- 
gliere questa restrizione, poiché ogni carica può essere scomposta mental- 
mente in parti sufficientemente piccole per poter essere assimilate a cariche 
puntuali. 

3. Prendiamo un contorno chiuso qualunque L e facciamo passare per 
ciascuno dei suoi punti una linea di forza elettrica (fig. 17). Tutte queste li- 
nee di forza formano una superficie tubolare detta tubo di forza. Conside- 
riamo una sezione trasversale S qualunque di un tubo di forza. Orientiamo 
la normale positiva a S nel senso delle linee di forza. Sia ® il flusso del vet- 
tore E attraverso la sezione S. Noi affermiamo che se non c’è alcuna carica 
elettrica all’interno del tubo, il flusso ® sarà lo stesso su tutta la lunghezza 
del tubo. Per dimostrarlo prendiamo un’altra sezione S’ dello stesso tubo 
e consideriamo la superficie chiusa costituita dalle sezioni S e S’ e dalla 
superficie laterale del tubo di forza. Applichiamo il teorema di Gauss. Il 
flusso attraverso la superficie laterale è uguale a zero, poiché il vettore E è 
in ogni punto della superficie perpendicolare al vettore normale n. Il flusso 
attraverso la base S è numericamente uguale a È, ma è di segno contrario 
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poiché la normale esterna alla superficie chiusa considerata è orientata in 
senso inverso rispetto a mn. Invece il flusso attraverso la base S’ è uguale a 
+’. Il flusso totale attraverso la superficie chiusa è uguale a d’ — ®. In 
virtù del teorema di Gauss lo stesso flusso deve essere uguale a zero poiché 
all’interno del tubo di forza non c’è alcuna carica elettrica. Quindi ®'’ = ®. 
Nel caso particolare in cui il tubo è infinitamente stretto e nel quale le sezio- 
ni Se $S'’ sono normali, si avrà 


ES = E'S'. 


Risulta dunque analogia completa con il flusso di un fluido incompri- 
mibile. Là dove il tubo si restringe, il campo £ è più intenso, e là dove il 
tubo si allarga, il campo E è più debole. Quindi, la densità delle linee di for- 
za caratterizza l’intensità del campo elettrico (cfr. $ 3, punto 4). 

4. Il teorema di Gauss è un corollario della legge di Coulomb, che ha 
una forma del tutto simile a quella della legge di gravitazione universale di 
Newton. Nelle due casi la forza d’interazione varia in ragione inversa del 
quadrato della distanza. Perciò il teorema di Gauss deve ugualmente essere 
valido anche per i campi gravitazionali. In questo caso il ruolo della carica 
è assunto dalla massa gravitazionale (moltiplicata per la costante gravitazio- 
nale). La sola differenza è che le cariche elettriche possono essere positive 
e negative, mentre la massa gravitazionale è sempre positiva. 


$ 6. Applicazioni del teorema di Gauss 


Il teorema di Gauss non è sufficiente per calcolare i campi elettrici creati 
da un sistema qualunque di cariche elettriche. Ciò segue dal fatto che il teo- 
rema di Gauss è una relazione scalare, e una sola equazione scalare non è 
sufficiente in generale per determinare tre incognite — le componenti Ex, 
E,, E, del vettore E. È necessario che vi sia una certa simmetria del proble- 
ma perché esso si riduca alla soluzione di una equazione scalare. In que- 
st’ultimo caso il teorema di Gauss può risultare utile per calcolare il vettore 
E (ma non sempre). Diamone qualche esempio. 

1. Campo elettrostatico di un piano infinito portante delle cariche uni- 
formemente distribuite. La densità superficiale di carica o sul piano essendo 
per ipotesi costante ed il sistema essendo simmetrico, il vettore E deve essere 
perpendicolare al piano. Se questo porta delle cariche positive, il vettore E 
è orientato dal piano verso l’esterno e se porta delle cariche negative, il vet- 
tore E punta verso il piano. Per ragioni di simmetria la lunghezza del vettore 
E può dipendere soltanto dalla distanza dal piano caricato, e non dalla posi- 
zione del punto d’osservazione (sia esso dall’uno o dall’altro lato rispetto al 
piano). Osservando ciò costruiamo un cilindro le cui basi siano simmetriche 
rispetto al piano caricato e le cui generatrici gli siano perpendicolari (fig. 
18). Indicando con S l’area di ciascuna delle basi del cilindro, il flusso del 


34 


vettore E attraverso una delle basi sarà uguale a ES e attraverso le due basi 
a 2ES. Il flusso attraverso la superficie laterale del cilindro è uguale a zero 
poiché i vettori E e n sono fra loro perpendicolari. Il flusso attraverso la 
superficie totale del cilindro è quindi uguale a ® = 255. Secondo il teorema 
di Gauss lo stesso flusso è dato da ® = 47rq = 4ro0S. Confrontando le due 


espressioni si ottiene 
E = 2r0. (6.1) 


Abbiamo già ottenuto questo risultato applicando direttamente la legge di 
Coulomb (cfr. problema 2 al $ 3). 





Fig. 18. 


L'intensità del campo elettrico creato da un piano carico infinito quindi 
non dipende dalla distanza da questo piano. Un piano carico può essere 
considerato infinito se la distanza da questo piano è trascurabilmente picco- 
la rispetto alle sue dimensioni. Solo in questo caso il valore di E è indipen- 
dente dalla distanza dal piano. A distanze più grandi la formula (6.1) non 
è più valida e l’intensità del campo diminuisce con la distanza. Nel caso in 
cui la distanza dal piano sia confrontabile con le sue dimensioni, la varia- 
zione spaziale del modulo e della direzione dell’intensità del campo presenta 
un andamento molto complicato. A distanze molto grandi rispetto alle di- 
mensioni del piano quest’ultimo si comporta come una carica puntuale ed 
il campo varia in modo inversamente proporzionale al quadrato della 
distanza. 

Notiamo ancora che dai due lati del piano i vettori £ sono uguali in mo- 
dulo ma di verso opposto. Perciò ad ogni passaggio attraverso un piano ca- 
rico l’intensità del campo elettrico ha un salto di 470. 

2. Campo creato da una piastra infinita uniformemente carica a facce 
parallele. Sia 2a lo spessore della piastra e o la densità spaziale di carica al- 
l'interno della piastra. Per ipotesi © sia costante. Poniamo l’origine delle 
coordinate O nel piano mediano della piastra e orientiamo l’asse X perpen- 
dicolarmente a questo piano (fig. 19). Ragionando come nel problema pre- 
cedente, otteniamo 

E-= fanta all’interno della piastra, 


4toa fuori della piastra. (6.2) 
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Diminuiamo indefinitamente lo spessore della piastra aumentando simulta- 
neamente la densità di carica @ in modo che il prodotto ga resti costante. 
Al limite si arriva ad un piano infinito uniformemente carico avente una 
densità superficiale di carica uguale a o = 0a e la formula (6.2) si riduce 
alla formula (6.1) ottenuta prima. 

3. Campo creato da una sfera portante delle cariche spaziali e superfi- 
ciali uniformi. Per ragioni di simmetria il vettore E deve essere parallelo o 
antiparallelo al raggio vettore r condotto dal centro della sfera al punto 
d’osservazione; il suo modulo E può dipendere soltanto dalla distanza r. 
Tracciamo quindi una sfera concentrica S di raggio r (fig. 20,0). Il flusso 
4rr°E del vettore E attraverso questa sfera è uguale a 4rq (teorema di 
Gauss), quindi l’intensità del campo fuori della sfera sarà uguale a 


E = q/rÈ, (6.3) 


indipendentemente dal fatto che la carica della sfera sia distribuita in volu- 
me oppure in superficie. Quindi una sfera portante una carica elettrica uni- 
forme crea nello spazio circostante un campo la cui intensità coincide con 
quella che si avrebbe se tutta la carica fosse concentrata nel centro della sfe- 
ra. Questo risultato resta valido ogni volta che in un corpo sferico la distri- 
buzione volumetrica della carica presenti una simmetria sferica. Cioè si ap- 
plica naturalmente al campo gravitazionale. 


n} 
270 Ta 





Fig. 20. Fig. 21. 


Quando il raggio della sfera è trascurabilmente piccolo rispetto alla di- 
stanza r, si ottiene il campo elettrostatico di una carica puntuale. Non si 
può però affermare che la legge di Coulomb sia un corollario della legge 
di Gauss poiché questa legge se ne deduce soltanto ammettendo, come ulte- 
riore ipotesi che il campo di una carica puntuale fissa sia radiale e presenti 
una simmetria sferica. 

Si calcola esattamente nello stesso modo il campo all’interno di una sfe- 
ra carica (fig. 20,b). Esso viene dato dall’espressione 


E=gq'/r°, (6.4) 
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dove g'’ è la carica limitata da una sfera di raggio r. Se la distribuzione volu- 
metrica della carica è uniforme, si ha g’ = q(r/a)}. In questo caso 


E = qr/aè = (4r/3)er. (6.5) 


Nel caso in cui la carica è uniformemente distribuita sulla superficie della 
sfera si ha g’ = Oe perciò anche £ = 0. Quindi il campo elettrico è uguale 
a Zero all’interno di una cavità sferica che porta sulla superficie una carica 
uniforme. Questo risultato resta valido anche nel caso in cui non c’è nessuna 
carica all’interno di una cavità sferica e la distribuzione delle cariche esterne 
presenta una simmetria sferica. 

4. Confermiamo quest’ultimo risultato per mezzo della legge di Cou- 
lomb. Supponiamo che la superficie di una sfera porti una distribuzione 
uniforme di carica. Conduciamo attraverso un punto 4 della cavità delimi- 
tata dall’involucro sferico un fascio di raggi che tagli sulla superficie della 
sfera degli elementi di superficie infinitamente piccoli s1 e s. (fig. 21). Le 
proiezioni s;{ e s: di questi elementi di superficie sul piano perpendicolare 
all’asse del fascio sono proporzionali ai quadrati delle distanze r; e rn. Que- 
st’affermazione si applica anche alle superfici s1 e 5. e alle cariche gi e q2 
che esse portano. Infatti se si conduce attraverso l’asse del fascio ed il centro 
O un piano (è il piano della figura) gli angoli a1 e . saranno uguali e 
Si = Si Sinai, S? = Sa sin 02. Da qui si deduce la nostra affermazione e si ot- 
tiene anche q1/rî = q./r3. Ne risulta che i campi coulombiani creati nel 
punto A dalle cariche gi e qg. sono uguali in modulo e sono opposti di senso. 
Questo risultato è valido per ogni coppia di cariche del tipo gi e q. in cui 
si può mentalmente suddividere tutta la superficie della sfera caricata. Per- 
ciò il campo elettrico totale deve annullarsi in tutti i punti della cavità 
sferica. 

Noi vediamo così che il teorema secondo cui il campo elettrico si annul- 
la all’interno di una cavità sferica la cui superficie porta una carica elettrica 
uniforme è una conseguenza diretta della legge di Coulomb, cioè della pro- 
porzionalità inversa dell’intensità del campo rispetto al quadrato della di- 
stanza. Se il campo variasse non in ragione inversa del quadrato della di- 
stanza ma secondo una differente legge, questo teorema sarebbe falso. Per- 
ciò, come aveva osservato Priestley (1733-1804), la verifica sperimentale di 
questo teorema può servire come una conferma della validità della legge di 
Coulomb. Una tale verifica indiretta della legge di Coulomb può essere rea- 
lizzata con una precisione assai più grande di quella della misurazione diret- 
ta delle forze d’interazione di cariche puntuali. Questo esperimento fu rea- 
lizzato per la prima volta nel 1774 da Cavendish e ripetuto con una precisio- 
ne più elevata da Maxwell nel 1879. I risultati sperimentali di Cavendish e 
Maxwell possono essere presentati nella forma seguente. Se si ammette che 
la forza d’interazione delle cariche puntuali corrisponda ad una legge del 
tipo F — 1/r", allora n può differire dal valore 2 per non più di 1/50, secon- 
do le misurazioni di Cavendish, e per non più di 1/20 000 secondo le misu- 
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razioni di Maxwell. L'esperimento è stato ripreso nel 1936 con metodi speri- 
mentali moderni da Plimpton e Lauton che hanno trovato che la differenza 
tra 2 e n non può essere superiore a 107 ?. È evidente che una legge del tipo 
F — 1/r" può anche non valere globalmente, per ogni r, e il problema consi- 
ste allora nel determinare a partire da quali valori della distanza r la legge 
di Coulomb cessi di essere valida, ntnché nell’ottenere la legge esatta che 
sostituisca a queste distanze la legge di Coulomb. Attualmente la legge di 
Coulomb è verificata per distanza dell’ordine di un centimetro o di varie de- 
cine di centimetri con una precisione relativa di 107? circa. 

Potrebbe sembrare che per arrivare ad una tale precisione nelle misure 
fosse indispensabile lisciare con una precisione non minore anche la super- 
ficie della sfera, cioè mantenere il raggio della sfera in esame in tutti i punti 
con la medesima precisione relativa (10°). Per una sfera di 10 cm di raggio 
ciò esigerebbe che essa fosse lavorata a 107 * cm circa, cioè circa alla dimen- 
sione di un atomo. Si potrebbe ugualmente pensare che la distribuzione su- 
perficiale delle cariche dovesse rimanere costante a meno di 107 ?; dovrebbe 
quindi essere sottratta ad ogni azione elettrica da parte dei corpi circostanti. 
È chiaro come nessuna di queste condizioni sia realizzabile. E non c’è biso- 
gno di preoccuparsene perché né la forma della cavità né quella della super- 
ficie esterna giocano alcun ruolo. Dimostreremo nei $$ 11 e 22 che all’inter- 
no di ogni cavità circondata da un involucro conduttore di forma arbitraria 
il campo è rigorosamente uguale a zero, a meno che la cavità non contenga 
cariche elettriche. Il risultato sarebbe diverso se la legge di Coulomb fosse 
errata. 

Esistono due gamme di distanze per le quali ci si può attendere a priori 
deviazioni rispetto alla legge di Coulomb. In primo luogo, la gamma delle 
distanze molto corte, inferiori a 107! cm, in cui non è detto che la teoria 
elettromagnetica resti valida. In secondo luogo la gamma delle grandi di-_ 
stanze superiori alle distanze geografiche per cui non disponiamo di confer- 
me sperimentali dirette della legge di Coulomb. Si può osservare però che 
se la legge di Coulomb avesse deviazioni alle grandi distanze, secondo l’elet- 
trodinamica quantistica la massa a riposo del quanto di luce (il fotone) non 
sarebbe uguale a zero, il che significherebbe che la velocità delle onde elet- 
tromagnetiche nel vuoto dovrebbe dipendere dalla lunghezza d’onda. Dato 
che non si osserva una tale dipendenza, si può concludere che la legge di 
Coulomb deve essere valida a meno di 107° circa per distanze per lo meno 
uguali a molti chilometri. 

5. Campo di una retta infinita e di un cilindro di lunghezza infinita. Il 
campo creato da una distribuzione uniforme di cariche elettriche lungo una 
retta infinita è radiale ed è orientato, a seconda del segno delle cariche elet- 
triche, o verso la retta o viceversa. L'intensità E del campo ad una distanza 
r dalla retta è determinata dalla formula 


E = 2x/r, (6.6) 
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dove x è la densità lineare delle cariche, cioè la carica per unità di lunghez- 
za. La medesima formula fornisce l’intensità del campo creato da un cilin- 
dro circolare di lunghezza infinita dotato di una distribuzione uniforme di 
cariche (all’interno o sulla sua superficie). Se il cilindro è cavo e le cariche 
sono uniformemente distribuite sulla sua superficie, il campo all’interno è 
uguale a zero. Se invece la distribuzione spaziale delle cariche nel cilindro 
pieno è uniforme, il campo che esso crea viene determinato dalla formula 


E = 2ror. (6.7) 


6. Consideriamo ora una superficie qualunque S che porta delle cariche 
elettriche (fig. 22). Indichiamo con l’indice / la regione dello spazio che si 
trova da una parte di questa superficie e con l’indice 2 la regione dello spa- 
zio che si trova dall’altra parte. La densità elettrica superficiale o sulla su- 
perficie S può essere qualunque. Costruiamo un cilindro infinitamente pic- 
colo le cui basi si trovino da parti opposte della superficie S e la cui altezza 





Fig. 22. 


sia infinitamente piccola rispetto alle dimensioni lineari delle sue fasi. Se 
AS è l’area di una base all’interno del cilindro la carica sarà uguale a 
q = dAS. La somma del flusso del vettore E attraverso le basi del cilindro 
sarà uguale a (En + En,)4S, il flusso attraverso la sua superficie laterale 
sara trascurabilmente piccolo. Uguagliando questa somma alla grandezza 
4r0A$S si ottiene 


En + En, = 470, (6.8) 


dove n; è la normale esterna alla superficie S che punta nella regione / dello 
spazio e 72, la normale esterna che punta nella regione 2 dello spazio. La for- 
mula (6.8) può essere trasformata se tracciamo una normale comune n alla 
superficie S. Se la orientiamo nella direzione che va dalla regione / alla re- 
gione 2 


En 7 Ein = 4ro. (6.9) 


Quindi, quando si attraversa una superficie carica, la componente normale 
del vettore E subisce un salto uguale a 47o. 

È utile considerare l’origine di questo salto da un altro punto di vista. 
In qualunque punto dello spazio il campo elettrico totale si compone dal 
campo interno E;jm, cioè dal campo creato dalle cariche della superficie AS, 
e dal campo esterno £.,: creato da tutte le altre cariche. Nell’attraversare la 
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superficie AS il campo esterno varia con continuità. Quanto alla superficie 
AS, essa si comporta come un piano carico infinito in tutti i punti che le 
sono infinitamente vicini. Il campo Zim creato da essa è ortogonale a AS 
ed è uguale a 270. Ma dato che il verso di questo campo è diametralmente 
opposto da una e dall’altra parte della superficie AS, la componente norma- 
le del campo totale si trova accresciuta da un lato della superficie e diminui- 
ta dall’altro, cioè 


E, = Es + 2ron,, E, = Eest + 2r0n:. (6.10) 


Quindi è soltanto il campo interno che ha un salto, mentre il campo esterno 
varia con continuità. Dato poi che il campo interno non ha componente 
tangenziale, la componente tangenziale del campo totale risulta anch’essa 
continua: 


Eu — Eu. (6.11) 


7. Si ottiene ancora dalla formula (6.10) il seguente risultato: 
Fis = 3 (E + Ea). (6.12) 


Utilizzando questa espressione si calcolano facilmente le forze elettriche che 
si esercitano su una superficie carica. Un elemento di superficie AS può evi- 
dentemente essere sottoposto soltanto all’azione delle cariche elettriche 
esterne. La forza elettrica per unità di area della superficie AS è 


f = 0Eest =3 (E, + E2). (6.13) 
Eliminando o per mezzo della formula (6.9), si ottiene 

= > (n — E(E: + Ea) (6.14) 
Nel caso particolare in cui il campo è normale alla superficie carica, si ha 


f= x (E} — En. (6.15) 


° 


La formula mostra che l’unità d’area di una superficie carica è sottoposta 
alle forze di tensione £7/(87) e E3/ (87) che agiscono verso l’esterno in senso 
opposto. 

8. Campo di due piani paralleli che portano delle cariche opposte distri- 
buite uniformemente. Se le densità delle cariche su ambedue i piani sono 
uguali, i campi da loro creati saranno uguali, ma di senso opposto. Nello 
spazio compreso tra i piani i versi di questi campi sono gli stessi, quindi ad- 
dizionandoli si ottiene il campo (fig. 23) 


E = 40. (6.16) 


Nello spazio esterno i campi sono diretti in senso contrario ed il campo ri- 
sultante è uguale a zero. Si può arrivare a questi stessi risultati per mezzo 
della relazione generale (6.9). 


+ - E £ £ 
—- — — 
«— — — 

+ - 

+ - 

+ - 

I; É, 
Fig. 23. Fig. 24. 


Problemi 


1. Si dispongono nel vuoto due piastre metalliche parallelamente l’una all’altra (fig. 24). 
Notiamo con q1 la carica totale per unità di superficie (cioè la somma delle cariche su ambedue 
i piani della piastra) della prima piastra, e g2 quella della seconda piastra. Si calcolino le densi- 
tà superficiali delle cariche elettriche sulle piastre, nonché l’intensità del campo elettrico nello 
spazio compreso tra le piastre e fuori di esso. 

Risposta. 01 = — 0. = 1/2(91 — 92); ci = 0% = 1/2(g1 + q2); E = 2r(q1 — q); E' = 
= 2n(q1 + Q2). 

2. Una sfera conduttrice di raggio R è composta da due semisfere. Si calcoli la forza di re- 
pulsione F che si esercita tra queste semisfere se la carica totale della sfera è Q. 

Soluzione. Secondo la formula (6.15) l’unità di superficie della sfera è sottoposta ad una 
forza di intensità uguale a f = OQ°n/(8rR°). Per integrazione si trova facilmente 


F= Q°/(8R°). 


3. Quale sarà la soluzione del problema precedente se si pone al centro della sfera una cari- 
ca puntuale qg supplementare? Si supponga che la sfera sia cava e l’involucro sia infinitamente 
sottile. 

Risposta. F = O(0 + 29)/(8R?). 

4. Un cilindro conduttore di grande lunghezza e di raggio A è tagliato lungo l’asse longitu- 
dinale. Si calcoli la forza di repulsione F che agisce sull’unità di lunghezza di ciascun semicilin- 
dro se l’unità di lunghezza porta una carica x. 

Risposta. F = x°/(rR). 

S. Quale sarà la soluzione del problema precedente se si dispone lungo l’asse del cilindro 
un filo sottile che porta una carica xo per unità di lunghezza? Considerare le pareti del cilindro 
infinitamente sottili. 

Risposta. F = x(x + 2xo)/(TR). 


$ 7. Forma differenziale del teorema elettrostatico di Gauss 


1. La relazione (5.5) esprime la forma integrale del teorema di Gauss. 
Scriviamo ora questo teorema in forma differenziale. Indichiamo con o la 
densità volumetrica di carica elettrica, cioè la quantità di elettricità conte- 
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nuta nell’unità di volume. La carica contenuta nell’elemento di volume dV 
sarà allora uguale a dg = edV. Supponiamo che o sia una funzione conti- 
nua delle coordinate spaziali. Il concetto di distribuzione spaziale continua 
delle cariche elettriche è un’idealizzazione così come è un’idealizzazione il 
concetto di distribuzione continua di una sostanza. Tali concetti si usano 
largamente nella fisica macroscopica. 

Consideriamo un parallelepipedo rettangolare infinitamente piccolo i 
cui lati dx, dy, dz sono paralleli agli assi delle coordinate rettangolari (fig. 
25). Sulla sua faccia / la normale esterna è orientata nel senso negativo del- 
l’asse X. Perciò il'flusso del vettore £ attraverso questa faccia è uguale a 
— E;(x)dy dz. Sulla faccia 2, opposta a /, la normale esterna coincide con 





Fig. 25. 


la direzione positiva dell’asse X; il flusso attraverso questa faccia è uguale 
a +Ex(x + @x)dy dz. La somma di questi due flussi è 








OE, __ OE, 
[Ex(x + dx) — Ex(x)]dy dz = 3xX dx dy dz = DX dV, 


dove dV = dx dy dz è il volume del parallelepipedo. I flussi attraverso le al- 
tre due paia di facce si calcolano nello stesso modo. Il flusso totale attraver- 
so tutta la superficie del parallelepipedo è 


d® = div E-dV (7.1) 
dove è introdotta la notazione 


9E. dE  9E, 
dx © dy td 








div E = (7.2) 


Secondo il teorema di Gauss questo stesso flusso è uguale a 47qg = 479 dV. 
Uguagliando queste due espressioni si ottiene 


div E = 4ro. (7.3) 
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Questa è la forma differenziale del teorema elettrostatico di Gauss. 

La grandezza definita dall’espressione (7.2) conserva tutto il suo signifi- 
cato qualunque sia la natura fisica o quella geometrica del vettore E; viene 
chiamata divergenza del vettore E. Si incontra la divergenza nello studio di 
diverse questioni di fisica e di matematica ed è questo fatto che giustifica 
l’introduzione di questa nozione matematica. 

2. La forma differenziale (7.3) del teorema di Gauss è un corollario della 
sua forma integrale (5.5). Invertendo l’ordine del ragionamento si arriva fa- 
cilmente a dedurre la forma integrale dalla forma differenziale del teorema 
di Gauss. Le due forme sono matematicamente equivalenti osservando però 
che la forma differenziale ha senso soltanto se la distribuzione spaziale del- 
l’elettricità corrisponde ad una densità finita g. Se q diventa infinita in certi 
punti, su certe linee o su certe facce, la forma differenziale cessa di essere 
valida ”, mentre la forma integrale (5.5) continua a valere. La forma inte- 
grale è quindi matematicamente più generale di quella differenziale. Però le 
distribuzioni discontinue dell’elettricità con valori infinitamente grandi di 
© sono astrazioni matematiche che si devono considerare in fisica soltanto 
come casì limite delle distribuzioni continue con valori ovunque finiti di ©. 
Tenendo conto di queste osservazioni, si può affermare che /e forme integra- 
le e differenziale del teorema di Gauss sono perfettamente equivalenti. 

3. In elettrostatica il teorema di Gauss non è che un corollario della leg- 
ge di Coulomb. Ma il nostro scopo non è soltanto lo studio dell’elettrostati- 
ca e per mezzo di una generalizzazione adeguata dei dati sperimentali dob- 
biamo dedurre equazioni e leggi generali applicabili non soltanto all’elettro- 
statica, ma a tutti i problemi di elettrodinamica. Per procedere a queste ge- 
neralizzazioni prendiamo per principio guida la condizione secondo cui le 
leggi da ricercare devono essere leggi della teoria dei campi che escludano 
l’idea di azione istantanea a distanza. La legge di Coulomb non soddisfa 
a questa condizione e può essere valida soltanto in elettrostatica. I corollari 
dedotti da questa legge possono cionondimeno avere un campo di validità 
più ampio. Il teorema di Gauss è appunto uno di questi corollari e non con- 
traddice affatto la teoria dei campi che implica una velocità finita di propa- 
gazione delle interazioni: Scritta in forma differenziale, il teorema di Gauss 
non contiene nessuna indicazione sulla possibilità di esistenza di forze a di- 
stanza, poiché è un teorema locale, cioè stabilisce una correlazione tra di- 
verse grandezze fisiche (9 e div E) che si riferiscono ad uno stesso punto del- 
lo spazio. Le leggi della teoria dei campi non sono necessariamente locali, 
tuttavia tutte le leggi locali sono compatibili con il concetto essenziale di 
questa teoria riguardo alla trasmissione delle interazioni mediante i campi. 
D'altro canto, la legge di Coulomb è soltanto sufficiente ma non necessaria 


! Utilizzando le cosiddette funzioni generalizzate si può estendere ugualmente a questi 
casi la forma differenziale del teorema di Gauss. 
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per la dimostrazione del teorema di Gauss. È naturale quindi introdurre l’i- 
potesi che i/ teorema di Gauss sia valido non soltanto in elettrostatica, ma 
anche in elettrodinamica, anche se questa ha a che fare con campi elettro- 
magnetici variabili nel tempo. Soltanto l’esperimento può permettere di de- 
cidere se questa ipotesi sia corretta; dato che tutti i dati sperimentali confer- 
mano la validità di questa ipotesi, la fisica la riconosce come vera. Quindi 
l'equazione (7.3) e l'equazione (5.5), che ad essa è matematicamente equiva- 
lente, cessano di essere semplici corollari della legge di Coulomb e si elevano 
al rango di postulati fondamentali della teoria dell’elettricità. Queste equa- 
zioni fanno parte del sistema delle equazioni fondamentali di Maxwell. 
Nella sua forma integrale (5.5) il teorema di Gauss stabilisce una relazio- 
ne tra grandezze fisiche che si riferiscono a punti distanti fra loro quanto 
si voglia, ma in un medesimo istante. Si potrebbe quindi immaginare che 
la sua validità sia legata all’ipotesi di azione istantanea a distanza. Il fatto 
che il teorema di Gauss può essere rappresentato sotto forma differenziale 
dimostra che quest’ipotesi non è giusta. La formula (5.5) afferma soltanto 
che ad ogni carica elettrica q è legato un certo campo elettrico. Il campo 
di una carica che permane in stato di quiete per un tempo indefinito è un 
campo coulombiano a qualunque distanza. Ma non è così se la carica è mo- 
bile. Una carica in moto accelerato, ad esempio, emette delle onde elettro- 
magnetiche. Tuttavia il flusso del vettore £ attraverso ogni superficie chiusa 
che abbraccia le stesse cariche non dipende né dalla forma né dalla posizio- 
ne di questa superficie chiusa, né dal carattere dei movimenti delle cariche. 


Problema 


Dimostrare le formule (6.1)-(6.3), (6.5)-(6.7) utilizzando la forma differenziale del teorema 
di Gauss. 

Soluzione. A titolo di esempio ricaveremo la formula (6.5). Tenendo conto della simmetria 
sferica 


E=En", 
r 
o, in forma cartesiana, 
E;= EM, E=EM®, E=Eni. 
r r r 


Derivando E; ed osservando che dr/0x = X/r (questo risultato si ottiene per derivazione 
dell’uguaglianza r? = x° + y° + 2°), si ha 


dE, dE x° E E 
r 


Scrivendo le relazioni analoghe per le derivate 9£,/9y e 0£,/9z e sommandole si ottiene 


. p_ dE 2E. 1 d 


All’interno della sfera si ha 


1 d 
—— — (FE) = 4ro, 
r° dr ne 
da cui 
4r 4 CU 
= —— oor+ —. 
3 p 


La costante C deve essere uguale a zero, poiché l’intensità del campo elettrico E nel centro 
della sfera è finita per evidenti considerazioni fisiche. Procedendo in modo analogo, si ottiene 
l'intensità del campo fuori della sfera. 

Vogliamo attirare l’attenzione del lettore sulla formula (7.4). Questa formula esprime la di- 
vergenza di un qualunque vettore radiale il cui modulo dipende soltanto dalla distanza dall’ori- 
gine delle coordinate (caso della simmetria sferica). 


$ 8. Complemento matematico. Formula 
di Gauss-Ostrogradskij 


1. Per trattare diversi problemi della teoria dell’elettricità o di altre parti 
della fisica teorica si utilizza spesso una formula matematica che permette 
di esprimere il flusso di un vettore attraverso una superficie chiusa qualun- 
que per mezzo di un integrale triplo esteso al volume limitato da questa su- 
perficie. Diamo la dimostrazione di questa formula, sebbene nel seguito 
non la si usi che molto poco. Sia f(x, », z) una funzione ed S una superficie 





Fig. 26. 


chiusa che limita il volume V (fig. 26). Lungo il segmento di retta /2, paral- 
lelo all’asse X, la funzione f dipende soltanto dalla sola variabile x. Inte- 
grando lungo questo segmento si ottiene 


(i dx = fr - fu 
12 
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dove fi e f. sono i valori che la funzione f assume agli estremi del segmento 
12. Costruiamo ora un cilindro infinitamente stretto, di cui una delle gene- 
ratrici è il segmento /2. Sia do l’area della sua sezione ortogonale (è una 
grandezza essenzialmente positiva). Moltiplichiamo ora la relazione prece- 
dente per do. Dato che do dx rappresenta il volume elementare dV (tratteg- 
giato nella fig. 26) si ottiene 


| dv = dos - 10. 
AV 

dove AV è la parte del volume V contenuta nel cilindro. Siano dSi e dS:; gli 

elementi di superficie delimitati dallo stesso cilindro sulla superficie S, mi 

e n, i vettori unitari normali a dS; e dS, orientati verso l’esterno della super- 

ficie S. Si ha allora do = dSx-n2x = — dS;-h1x, quindi 


0x 


AV 


| dV = fimix dSi + fortax dSa, 


o, in forma più concisa 


| dV = fr d$, 

AV dS\ + dS, 
dove l’integrale di superficie è esteso alla somma delle aree dS; e dS:. Tutto 
il volume V può essere suddiviso in cilindri elementari come quello in esame . 


e si può scrivere per ciascuno di loro un’espressione analéga. Sommando 
tutte queste espressioni si ottiene 


df 1 _ 
\g dV = $ fine dS. (8.1) 
V S 


L’integrale a sinistra è esteso al volume V, l’integrale a destra alla superficie 
S che delimita questo volume. Si può scrivere relazioni analoghe per gli assi 


YezZz. 
Prendiamo ora un vettore A qualunque e applichiamo alle sue compo- 


nenti la relazione (8.1). Si ottiene allora 


dx 
S 


e relazioni analoghe per le componenti A, e Az. Sommandole si ottiene 


| ( dAx + dA + 0A )a V = pen + Ayhy + Azn)dS, 
$ 








x dy 0Z 


‘ossia 
{div A-dV = è(An) dS. (8.2) 
S 


V 


È questa la formula di Gauss-Ostrogradskij la quale può essere scritta sotto 
la forma seguente 
{div A-dV = $(A dS). (8.3) 
V S 
2. Se il volume V è infinitamente piccolo, la grandezza div A può essere 
considerata costante su V. Portandola fuori dall’integrale e passando al li- 
mite per V-0, si ottiene 


div A = lim 1 @(A ds). (8.4) 
S 


Il passaggio al limite corrisponde ad una contrazione del volume V ad un 
punto, cioè tutte le sue dimensioni devono tendere a zero lungo tutte le dire- 
zioni. I ragionamenti sopra esposti dimostrano che la grandezza che figura 
nel secondo membro di (8.4) non dipende dalla forma della superficie S che 
si restringe ad un punto. Perciò l’espressione (8.4) può essere presa per defi- 
nizione della divergenza. Una tale definizione presenta il vantaggio di essere 
invariante, cioè non dipendere dalla scelta del sistema di coordinate. 

La formula (8.4) permette di calcolare semplicemente la divergenza in 
qualsiasi sistema di coordinate. Calcoliamo, ad esempio, l’espressione di 
div A nel sistema di coordinate sferiche r, 8, (fig. 27). Consideriamo un 





Fig. 27. 


cubo infinitamente piccolo limitato dai piani r = cost, 9 = cost, g = cost. 
La somma dei flussi del vettore A attraverso le facce opposte del cubo / e 
2 sarà 

di® = — A;(r)dS; + Ax(r + dr)dS; = L (A, dS)dr. 
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Con la sostituzione dS = r? sind dd de si ottiene 


td 
rà dr 
dove dV = r? sin 9 dr d8 de è il volume del cubo considerato. Si ottengono 


nello stesso modo i flussi attraverso le due altre coppie di facce opposte; l’e- 
spressione della divergenza risulta essere 


13 1 3,. 1 3A, 
ro dr rsind ag (In ÙA0) + rsind de 


Se il vettore A è in ogni punto parallelo ad r e il suo valore dipende soltanto 
dalla distanza r, l’espressione (8.5) si riduce alla formula (7.4). 

Consideriamo un altro esempio di applicazione della formula di Gauss- 
Ostrogradskij. Secondo la (5.5) dp EdS = 4rg e per un volume infinitamente 
piccolo dEdS = 4r0V. Sostituendo questa espressione in (8.4) si ottiene 
div E = 470, che è la forma differenziale del teorema di Gauss. 


di® = i (rA,) sin 8 dd de dr = (r2A,)dV 


div A = (r°A,) + . (8.5) 





Problema 


In elettrostatica il campo elettrico è sempre perpendicolare alla superficie del conduttore 
(cfr. $ 11, punto 4). Partendo da questo fatto, dimostrare che in prossimità della superficie in- 
curvata di un conduttore carico il campo elettrico soddisfa alla relazione seguente: 


dE 1 l 
2 = E(+4-), (8.6) 
on Ri R2 


dove la derivata va presa lungo la direzione della normale esterna alla superficie del conduttore 
e dove Ri e R; sono i raggi di curvatura principali di questa superficie (li considerano positivi 
per le superfici convesse e negativi per quelle concave). 


$ 9. Teorema di Earenshaw 


1. Perché un sistema di cariche elettriche puntuali sia in equilibrio, è ne- 
cessario e sufficiente che la forza applicata a ciascuna delle cariche sia 
uguale a zero. Questa condizione è verificata, ad esempio, nel caso di un 
sistema di due cariche puntuali identiche di valore g tra le quali, proprio 
nel punto di mezzo, si trova una carica di valore — 9/4 (fig. 28). Altri esem- 
pi sì troveranno nel problema dato alla fine di questo paragrafo. Per sapere 
se questo equilibrio è stabile, si fa uso del teorema di Earenshaw. Secondo 
questo teorema, ogni configurazione d’equilibrio di cariche puntuali fisse 
è instabile se esse non sono sottoposte ad alcuna altra forza oltre a quelle 
coulombiane d'attrazione e di repulsione. 

Il teorema di Earenshaw è wn corollario del teorema di Gauss. Suppo- 
niamo che un sistema di cariche puntuali fisse si trovi in uno stato d’equili- 
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brio stabile e consideriamo una carica qualunque gq di questo sistema, che 
si trova in equilibrio nella posizione A (fig. 29). Per fissare le idee supponia- 
mo che questa carica sia positiva (se essa fosse negativa la dimostrazione 
sarebbe la stessa). Se la carica gq si sposta in un punto A’ infinitamente vici- 
no al punto A, tenendo conto dell’ipotesi di equilibrio stabile, dovrebbe 
comparire una forza diretta verso il punto A e tendente a ricondurvi la cari- 
ca q. Sia E il campo elettrico creato da tutte le cariche del sistema, ad ecce- 
zione della carica g. Nel punto A’ questo campo è diretto verso A, qualsiasi 
sia la direzione dello spostamento AA’. Circondiamo la carica g con una 


S 





Fig. 30. Fig. 31. 


superficie chiusa S qualunque, non contenente nessuna altra carica del siste- 
ma. Sulla superficie S, il campo È è diretto verso il punto A, perciò il flusso 
del vettore E attraverso la superficie S deve essere negativo. Ma questo risul- 
tato è in contraddizione con il teorema di Gauss secondo cui il flusso deve 
essere uguale a zero poiché esso è creato dalle cariche esterne alla superficie 
S. Questa contraddizione dimostra il teorema di Earenshaw. 


Se oltre alle forze elettriche si esercitano altre forze nel sistema, l’equili- 
brio delle cariche può essere stabile. Prendiamo, ad esempio, tre palline 
identiche che portano la stessa carica. Fissiamo due di queste palline alle 
estremità di un tubo cilindrico di materiale isolante e poniamo la terza palli- 
na in mezzo a loro (fig. 30). Supponiamo che la terza pallina possa scivolare 
senza attrito nel tubo, si può allora affermare che essa occuperà una posi- 
zione stabile a mezza strada tra le due altre cariche. 

2. Il teorema di Gauss si applica ugualmente ai campi gravitazionali ma 
in questo caso tutte le forze sono forze d'attrazione. Dato che non esistono 
configurazioni d’equilibrio di punti materiali che si attirano mutuamente 
secondo la legge della gravitazione universale di Newton, il teorema di Ea- 
renshaw è in questo caso privo di senso. È ovvio per un sistema di due punti 
materiali. Se ad un istante qualunque questi punti sono a riposo, le forze 
di attrazione, che si esercitano tra loro, le mettono in movimento finché i 
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due punti non coincidano. Consideriamo adesso un numero qualunque di 
punti materiali (fig. 31). In ogni istante si può trovare in questo sistema un 
punto estremo A, tale cioè che tutti gli altri punti materiali si trovino dalla 
stessa parte rispetto ad un piano che passa per il punto A. La forza F appli- 
cata ad A sarà diretta verso la regione dello spazio dove si trovano tutti gli 
altri punti materiali. Se all’istante considerato il punto A si trova a riposo, 
esso si mette in moto sotto l’azione della forza F, cioè l’equilibrio sarà tur- 
bato. Il fatto che possono esistere configurazioni stabili di cariche elettriche 
fisse risulta dal fatto che esistono cariche di due segni e quindi esistono sia 
forze d’attrazione sia forze di repulsione. 

3. Gli atomi degli elementi chimici sono costituiti da nuclei atomici che 
portano cariche positive e da elettroni di carica negativa. Le dimensioni de- 
gli atomi sono dell’ordine di 107* cm e quelle dei nuclei sono di circa 10° 
volte più piccole, cioè sono trascurabilmente piccoli rispetto alle dimensioni 
dell'atomo. Le dimensioni degli elettroni sono forse ancora più piccoli. 
Quindi, con un alto grado di precisione, si può considerare l'atomo come 
un sistema di particelle puntuali che portano delle cariche elettriche. Si può 
quindi applicare il teorema di Earenshaw a questo sistema. Senza dubbio 
si può considerare gli atomi come sistemi stabili. Quindi, gli elettroni ed 1 
nuclei atomici che costituiscono questi sistemi non possono essere a riposo. 
La fisica classica utilizza il modello planetario dell'atomo proprio per spie- 
gare la stabilità dei sistemi atomici. Secondo questo modello gli elettroni 
ruotano attorno al nucleo atomico come i pianeti attorno al Sole. Tuttavia 
il modello planetario dell’atomo risultò anch'esso instabile. In effetti, ogni 
elettrone che ruota attorno al nucleo si muove di moto accelerato. E secon- 
do le leggi dell’elettrodinamica classica ogni carica in moto accelerato deve 
emettere onde elettromagnetiche. Quindi l’elettrone, che spende continua- 
mente la sua energia per emettere onde elettromagnetiche, dovrebbe alla fi- 
ne cadere sul nucleo. La fisica classica è stata incapace di spiegare la stabili- 
tà dell'atomo. La spiegazione di questo fenomeno è stata data soltanto dalla 
meccanica quantistica. 


Problema 


Si pongano delle cariche puntuali identiche (per grandezza e per segno) ai vertici: 1) di 
un triangolo equilatero, 2) di un quadrilatero regolare, 3) di un esaedro regolare. Quale deve 
essere la carica Q di segno contrario che, posta al centro del sistema, lo metti in equilibrio. 

Risposta. 1) Q = —g/V3; 2) Q = —1/2(V2 + 1/2)g; 3) Q = —(5/4 + 1/V3)g. 


$ 10. Campo elettrico nelle sostanze 


1. Le dimensioni dei nuclei atomici sono quasi cento mila volte più pic- 
cole di quelle degli atomi. Le particelle cariche occupano quindi una parte 
infima (10 7 !* circa) del volume di un corpo, il resto è vuoto. I nuclei atomici 
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e gli elettroni creano in questo vuoto dei campi elettromagnetici. Il campo 
che esiste nello spazio tra gli atomi e gli elettroni, nonché all’interno di que- 
ste particelle, è assai complesso e varia nello spazio e nel tempo. Tale campo 
si chiama campo microscopico o, più semplicemente, microcampo. La den- 
sità di distribuzione dell’elettricità è altrettanto complicata, è molto grande 
all’interno dei nuclei atomici e degli elettroni e si riduce a zero nello spazio 
fra le particelle. Una tale densità si chiama microscopica (si potrebbe anche 
chiamarla microdensità). Le grandezze microscopiche vengono indicate per 
mezzo dell’indice « micro », per esempio Emicros @micro, ecc. Non si può mi- 
surarle per mezzo di cariche di prova poiché la più piccola carica elettrica 
è la carica dell’elettrone e, l’introduzione di una tale carica modificherebbe 
notevolmente il campo microscopico e la distribuzione delle cariche nei si- 
stemi atomici. Quindi, l’introduzione di grandezze microscopiche quali 
Emicros Qmicro, €CC., SI scontra con una difficoltà di principio che può far du- 
bitare della possibilità di caratterizzare il campo per mezzo di queste gran- 
dezze. Tuttavia la fisica classica ammette che ciò sia possibile; H.A. Lorentz 
ha dimostrato che, partendo dalla nozione di campo microscopico, si può 
introdurre un sistema di equazioni che permetta di descrivere i processi ma- 
croscopici che hanno luogo nei corpi. Noi adottiamo tale approccio per lo 
studio delle equazioni macroscopiche dell’elettrodinamica. È evidente che 
la validità delle equazioni macroscopiche dell’elettrodinamica non implica 
che siano del tutto corretti i concetti microscopici da cui queste equazioni 
derivano. 

2. Si potrebbe fare una descrizione più dettagliata del campo se fossero 
fissati i valori delle grandezze microscopiche in tutti i punti dello spazio ed 
in ogni istante. Ma ciò è irrealizzabile nella pratica, e forse anche in linea 
di principio. In molti casi ci si può accontentare di una descrizione assai più 
semplice e grossolana, di quella che viene utilizzata nell’elettrodinamica mi- 
croscopica. Non si tiene conto né della struttura atomica dell’elettricità, né 
delle piccole variazioni del campo che si manifestano alle distanze atomiche 
e subatomiche, e si prendono in considerazione solamente le variazioni del 
campo sulle distanze macroscopiche. L’elettrodinamica opera soltanto con 
campi e distribuzioni d’elettricità che variano regolarmente nello spazio e 
nel tempo. Tali campi si chiamano medi o macroscopici (o semplicemente 
macrocampi). Indicheremo con Emacro 0 semplicemente E l’intensità dei 
campi macroscopici. 

La descrizione del campo, che sorge in una sostanza, per mezzo di gran- 
dezze quali Emicro, Omicro, ecc. è analoga alla descrizione meccanica detta- 
gliata del moto dei corpi in cui si indicano in ogni istante posizione e veloci- 
tà di ciascuna molecola e delle particelle che la compongono. Una descri- 
zione che utilizza le grandezze macroscopiche è invece analoga allo studio 
idrodinamico del flusso di un liquido considerato come un mezzo continuo. 
In quest’ultimo caso si caratterizza la distribuzione spaziale della sostanza 
con la sua densità spaziale ed il suo movimento con la velocità v del flusso 
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idrodinamico, che sono, tutte e due, funzioni continue del tempo e delle 
coordinate spaziali. Dell’azione delle forze molecolari si tiene conto me- 
diante la considerazione delle pressioni interne e delle tensioni tangenziali 
che si manifestano durante lo scorrimento del liquido. 

Conviene dare ora una definizione quantitativa più precisa del campo 
macroscopico E. Intenderemo con E la media del campo microscopico 
Emicro in volumi spaziali fisicamente infinitesimi. Per calcolare il campo ma- 
croscopico £ in un punto dato dello spazio, bisogna immaginare intorno a 
questo punto un volume V fisicamente infinitesimo, integrare il vettore 
Emicro su questo volume e dividere il risultato ottenuto per il volume V 


1h 
1 {Eur dV. (0.1) 
V 


Si procede nello stesso modo per ottenere la densità macroscopica 
© = <Omicro) ed ogni altra grandezza macroscopica. Il risultato dei calcoli 
non deve praticamente dipendere dalla grandezza e dalla forma del volume 
V. È sufficiente a tale scopo che il volume V contenga un numero di atomi 
molto grande, ma sia nello stesso tempo sufficientemente piccolo perché si 
possa trattarlo (insieme con ognuna delle sue dimensioni lineari) come un 
differenziale matematico. I volumi V che soddisfano ad ambedue le condi- 
zioni si chiamano fisicamente infinitesimi. Tale procedimento (come, ad 
esempio, l’operazione che compare in (10.1)) permette di bilanciare tutte le 
irregolarità e tutte le variazioni rapide del microcampo che si manifestano 
a distanze atomiche, ma conserva le sue variazioni regolari su scala 
macroscopica. . 

3. Si può dedurre le equazioni del campo macroscopico da quelle del 
campo microscopico. Se si considera la forma differenziale di questi due 
gruppi di equazioni, ci si può porre la domanda: quale relazione esiste tra 
le derivate di questi due tipi di campi. La risposta a questa domanda viene 
data dalla formula matematica seguente: 


OA) _/9A 
A) _ (24), 103 


Questa formula afferma che il passaggio alla media e la derivazione rispetto 
alle coordinate commutano tra loro. Lo stesso vale anche per la derivazione 
rispetto al tempo. Per dimostrarlo scriviamo dapprima la formula (10.1) sot- 
to una forma più sviluppata 


(A(r)) = 3; (Aenav-. (10.3) 





In un punto vicino si avrà 


A(r + A4r)) = dI [Ae + Ar')dV”. 
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Dato che il risultato del passaggio alla media non dipende né dalle dimen- 
sioni né dalla forma della regione d’integrazione, possiamo prenderla la 
stessa in entrambi i casi. Anche gli elementi di volume si possono prendere 
uguali. Si avrà allora 


A(r + Ar)) — CA(F)) = DA [tac + Ar) — All'’)]dV'. 
V 


Poniamo che il vettore Ar sia parallelo all’asse X, cioè Ar = iAx. Dividendo 
per Ax l’ultima relazione e passando al limite per Ax 0, si ottiene 

OCA ’ 

A) _1 (240) av’. 


dx V ox’ 


V 
che è appunto la formula (10.2). In modo analogo derivando l’espressione 
(10.3) rispetto al tempo, si otterrà 


OCA) _/9A 
—_= (4) (10.4) 


Ammettiamo ora che applicato al campo microscopico il teorema di Gauss 
sia vero, nella forma 


div Emicro = 4Tr@micro- (10.5) 


Prendendo la media delle grandezze a primo e a secondo membro di questa 
relazione e osservando che <div Emicro) = div (Emicro) = div E, si ottiene 


div E = 470, (10.6) 
dove o è la densità media (macroscopica) dell’elettricità nella sostanza, cioè 
© = <Omicro). Questa è la forma differenziale del teorema di Gauss applica- 
to alle sostanze. Essa è valida non soltanto in elettrostatica, ma in tutta l’e- 
lettrodinamica macroscopica. 

4. Per lo studio dei fenomeni elettrici che si verificano nelle sostanze è 
importante conoscere bene l’ordine di grandezza delle forze che si esercitano 
tra i protoni e gli elettroni. Queste forze sono molto grandi rispetto alle for- 
Ze gravitazionali che agiscono fra queste stesse particelle. Calcoliamo, ad 
esempio, il rapporto tra la forza di repulsione elettrica Fe, che si esercita tra 
due protoni, e la forza della loro attrazione gravitazionale Fj. La carica del 
protone è e = 4,8-107 © unità di carica CGSE, e la sua massa è 
mp = 1,67-107”4 g. Il rapporto delle forze sarà 


F./F, = e/(Gm}) = 1,24-109, 


dove G = 6,67-107* dine-cm?/g? è la costante gravitazionale. Il valore di 
questo rapporto è indipendente dalla distanza tra i protoni poiché entrambe 
le forze F2 e F; variano in modo inversamente proporzionale al quadrato 
della distanza. Dato che la massa dell’elettrone me = 9,11-107?* g è 1836 
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volte più piccola rispetto a quella del protone, il rapporto delle forze per 
due elettroni è 1836? volte più grande di quello per i protoni ed è uguale a 
4,17-10*, 

Che cosa avverrebbe se la Terra perdesse tutti i suoi elettroni? Dato che 
la Terra contiene praticamente tanti protoni quanti neutroni, dopo la perdi- 
ta di tutti gli elettroni, ciascun protone verrebbe staccato dalla Terra con 
una forza 0,62-10°° volte più grande del suo proprio peso. Questa forza 
equivale ad un peso di un milione di tonnellate. Queste forze gigantesche 
non sì manifestano solo perché nelle condizioni usuali tutti i corpi sono 
elettricamente neutri. Le cariche positive portate dai nuclei atomici sono 
praticamente compensate dalle cariche negative degli elettroni. Quando si 
elettrizza un corpo una tale compensazione mutua delle cariche positive e 
negative varia trascurabilmente poco. Supponiamo, ad esempio, di comuni- 
care ad una pallina di raggio a = 1 cm una carica g= 100 unità 
CGSE = 1/3-107” C, che è una carica assai notevole. (L’intensità del campo 
elettrico in prossimità della superficie della pallina raggiungerebbe in effetti 
il valore E = g/a° = 100 unità CGSE = 30000 V/cm.) Se si stabilisce tra 
due palline metalliche di questa dimensione, che si trovano nell’aria ad una 
distanza di 1 cm P’una dall’altra, una differenza di potenziale uguale a 
30 000 volt, scocca una scintilla (in aria secca a temperatura e pressione nor- 
mali). Se la carica gq è positiva, per una tale elettrizzazione si deve sottrarre 
alla pallina un numero di elettroni uguale a ne = g/e = 2-10!!. Sia la massa 
della pallina M = 30 g, allora il numero totale di neutroni e di protoni che 
essa contiene sarà uguale a N) + N = -M_ = 30 = 2:10°°. L’ec- 

Mp 1,67-10 

cedenza del numero di protoni sul numero di elettroni è molto piccola, 
uguale a ne/N, — 107! del numero totale dei protoni. La diminuzione del- 
la massa della pallina dovuta all’elettrizzazione à uguale a meme = 
= 2-107!° g, cioè circa 107!” della massa della pallina. Non esiste un meto- 
do che permetta di scoprire una diminuzione di massa così piccola. Se sup- 
poniamo ora che durante l’elettrizzazione gli elettroni siano stati estratti 
dallo strato superficiale della pallina, è istruttivo stimare lo spessore è di 
questo strato. Il numero totale di protoni e di neutroni contenuti in questo 
strato è — ne e la sua massa è AM—- nemp — 107! g. Dato che 
AM/M = 38/a, si avrà è — 107! cm. 

5. Quando si introduce un corpo in un campo elettrico, gli elettroni su- 
biscono uno spostamento contro il campo, mentre lo spostamento dei nu- 
clei atomici, che sono assai più pesanti, è trascurabilmente piccolo. Si pro- 
duce così una parziale separazione delle cariche positive e negative. In regio- 
ni isolate del corpo compaiono cariche macroscopiche di segni opposti. Il 
fenomeno si chiama induzione elettrica o influenza elettrica; le cariche che 
compaiono così sono chiamate cariche indotte. L'influenza delle sostanze 
sul campo elettrico si riduce quindi all’apparizione di cariche indotte che 
creano un campo elettrico supplementare che si sovrappone al campo delle 
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cariche primarie. Se si conoscono tutte le cariche primarie e tutte le cariche 
indotte, nel calcolo del campo elettrico totale si può « dimenticare » la pre- 
senza della sostanza, cioè non curarsene. Il campo totale si ottiene sovrap- 
ponendo i campi coulombiani eccitati nel vuoto da tutte le cariche, primarie 
e indotte. 


$ 11. Comportamento dei conduttori in un campo elettrico 


1. Gli spostamenti delle cariche elettriche sono sostanzialmente diversi 
nei corpi metallici e nei corpi isolanti. Nei metalli sono presenti elettroni li- 
beri che possono spostarsi a qualunque distanza (nei limiti del corpo). Per- 
ciò le cariche indotte che sorgono in un campo elettrico sulle estremità op- 
poste di un corpo metallico possono essere separate meccanicamente le une 
dalle altre. Prendiamo due cilindri metallici A e B posti su supporti isolati 
e collegati a due elettroscopi (fig. 32). Avviciniamoli così che siano in con- 
tatto. Se vi avviciniamo poi una sfera carica C, si osserverà una deviazione 
delle lancette di ambedue gli elettroscopi. Se poi la sfera C viene allontana- 
ta, la deviazione si riduce. Allontaniamo ora i cilindri l’uno dall’altro in pre- 
senza della sfera carica C, dopodiché allontaniamo quest’ultima. Constate- 
remo allora che i cilindri A e B, nonché gli steli e le lancette degli elettrosco- 
pi sono elettricamente cariche. Se la sfera C per esempio portasse una carica 
positiva, il cilindro A porterebbe una carica negativa ed il cilindro B una 
positiva. Per rendersene conto si prenda una bacchetta di vetro e la si strofi- 
ni con una pelle. Se tocchiamo con questa bacchetta il cilindro A, la devia- 
zione della lancetta dell’eletroscopio A diminuisce. Invece, toccando il cilin- 
dro B, la deviazione del suo elettroscopio aumenta. 

2. Se un campo elettrico macroscopico potesse esistere all’interno di un 
conduttore omogeneo, esso metterebbe in movimento gli elettroni liberi, e 
nel conduttore apparirebbe una corrente elettrica. Una distribuzione di 
equilibrio delle cariche elettriche sarebbe impossibile. Lo stato d’equilibrio 
elettrico implica che il campo macroscopico £ sia uguale a zero in tutti i 
punti all’interno del conduttore ”. La divergenza del vettore E sarà uguale 
a zero così come la grandezza o, in virtù del teorema di Gauss (10.6). Quin- 
di, all'equilibrio, la densità spaziale delle cariche elettriche in tutto il con- 
duttore omogeneo è uguale a zero. Le cariche elettriche possono collocarsi 
soltanto alla superficie del conduttore e non possono trovarsi all’interno. 
Abbiamo già indicato nel $ 10, punto 4, che lo spessore dello strato superfi- 
ciale, in cui la neutralità elettrica della sostanza è rotta, è talmente piccolo 
che lo si può trascurare in elettrostatica macroscopica. Si può dunque utiliz- 


1 <_» . 
? In un conduttore non omogeneo questa condizione può non essere soddisfatta a causa 
dell’azione di forze di origine non elettrostatica. 
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zare un modello matematico idealizzato in cui l'elettricità si comporta come 
un fluido continuo collocato alla superficie del conduttore come se fosse 
questa una superficie geometrica. 

Le cariche elettriche si distribuiscono lungo la superficie dei conduttori, 
perché tra di esse si esercitano forze coulombiane di repulsione e d’attrazio- 
ne. Supponiamo che esistano cariche elettriche all’interno di un conduttore. 
Secondo il teorema di Earenshaw nessuna configurazione statica può essere 
stabile all’interno di un conduttore. Le forze di attrazione tra cariche di se- 
gno opposto tenderanno ad avvicinarle, mentre le forze di repulsione tra ca- 
riche del medesimo segno tenderanno ad allontanare le une dalle altre per 
quanto possibile e le spingeranno alla superficie del conduttore. Ne segue 
che la densità superficiale delle cariche elettriche sarà massima nelle parti 
più lontane, e cioè nelle sporgenze in cui maggiore è la curvatura, per esem- 
pio sulle punte. Anche la formula (8.6), secondo cui il campo E deve variare 
fortemente in prossimità di una punta, conferma questa conclusione. 


Q A b 


+ 
++ 8 





Fig. 32. Fig. 33. 


3. Si può studiare la distribuzione dell’elettricità sulla superficie di un 
conduttore per mezzo di un corpo di prova a forma di pallina metallica fis- 
sata su un supporto isolante. Prendiamo un corpo metallico (la cui forma 
è rappresentata nella figura 33), posto su un supporto isolante. Dopo avergli 
comunicato una carica elettrica, tocchiamo la sua punta A con il corpo di 
prova, poi avviciniamo quest’ultimo ad un elettroscopio. La lancetta dell’e- 
lettroscopio sarà deviata. Se ripetiamo l’esperimento dopo aver toccato con 
il corpo di prova una faccia laterale del corpo metallico, constateremo che 
la deviazione della lancetta dell’elettroscopio sarà più piccola. Se tocchiamo 
invece con il corpo di prova la rientranza 5, la lancetta dell’elettroscopio 
non si muoverà. Ciò dimostra che la densità di elettricità è massima in A4 
e minima in 5. 

Prendiamo una retina metallica flessibile e incolliamo sulle sue due fac- 
ce dei nastrini di carta leggera (fig. 34). Fissiamo la retina per mezzo di due 
supporti isolanti e comunichiamole una carica elettrica. Se la retina è piana, 
i nastrini di carta che si trovano sulle due facce se ne discostano di uno stes- 
so angolo. Se si deforma la retina, i nastrini che si trovano sulla faccia con- 
vessa si allontanano più, mentre quelli della faccia concava si allontanano 
meno che nel caso precedente. 
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Sulle punte di un conduttore carico la densità superficiale d’elettricità 
può essere talmente grande che l’elettricità comincia a sfuggire. Nel campo 
non omogeneo, e di grande intensità presente in prossimità di una punta, 
le molecole dell’aria acquistano delle cariche per effetto di induzione e ven- 
gono attratte dalla punta. Una molecola che tocca la punta riceve una cari- 
ca dello stesso segno di quella punta e subito ne viene respinta. La forza 
di repulsione è più grande di quella d’attrazione che si esercitava prima, per- 
ché agisce su una molecola carica mentre la forza d’attrazione agiva su una 
molecola neutra. A causa di ciò le molecole cariche si allontanano dalle 


fottuta tilllate 





Fig. 34. 


punte con velocità più grande di quella che esse avevano mentre si avvicina- 
vano. Così compare un flusso di particelle d’aria cariche elettricamente, 
orientato dalla punta verso l’esterno, chiamato vento elettrico. Questa cor- 
rente d’aria è sufficientemente forte per poter far spegnere una candela 
accesa. 

Un apparecchio dimostrativo, chiamato mulinello di Franklin 
(1706-1790) permette di mettere in rotazione due bracci incrociati di fil di 
ferro sottile grazie al flusso delle molecole cariche che si allontanano dalle 
sue punte (fig. 35). L'apparecchio funziona secondo lo stesso principio che 
fa funzionare la ruota di Segner. In un altro esperimento dimostrativo (fig. 
36) le molecole cariche che sfuggono da due punte mettono in rotazione un 
cilindro leggero libero di ruotare attorno ad un asse verticale (rotore 
elettrico). , 

Nei campi elettrici intensi il meccanismo di fuga delle cariche dalla pun- 
ta diventa più complicato. Nel campo intenso in prossimità di una punta 
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le molecole d’aria si ionizzano e l’aria diventa conduttrice d’elettricità. 
Compare allora una forte corrente elettrica diretta verso la punta o in senso 
inverso (rottura elettrica). Questa corrente toglie le cariche accumulate sulla 
punta; e questo è il principio del parafulmine. 





Fig. 35. Fig. 36. 


4. Attraverso la frontiera tra due mezzi la componente tangenziale del 
campo elettrico non varia (cfr. $ 6, punto 6). In elettrostatica il campo elet- 
trico all’interno di un conduttore è uguale a zero. Ne risulta che nello spazio 
esterno il campo £ deve essere ortogonale alla superficie del conduttore. Se 
non fosse così, le cariche superficiali sarebbero messe in movimento dall’a- 
zione della componente tangenziale del campo È, e l’equilibrio delle cariche 
sarebbe impossibile. Le linee di forza, quindi, sono sempre ortogonali alla 
superficie e vi si arrestano senza penetrare nel conduttore (fig. 37). 

Per mezzo della formula (6.9) è facile calcolare l’intensità del campo 
elettrico che agisce in prossimità della superficie di un conduttore. Ponendo 
nella (6.9) Ein = 0 (all’interno del conduttore), £2, = £ (fuori del condutto- 
re), si ottiene £ = 470 e sotto forma vettoriale 


E = 4ron (11.1) 


(la normale n è orientata dalla superficie verso il mezzo esterno). 
Secondo le formule generali (6.13) e (6.15) la forza elettrica f che agisce 


sull’unità di area della superficie carica di un conduttore è 
2 
o 2 E 
=-—-E=2rnro0n=— n. 11.2 
ÎS=3 37 (11.2) 
Questa forza è sempre orientata verso l’esterno, tende cioè ad allontanare 
le cariche che si trovano sulla superficie. 
5. Dimostriamo ora alcune proposizioni che, insieme, costituiscono il 
teorema di Faraday. Consideriamo un conduttore omogeneo con una cavità 
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contenente delle cariche elettriche (fig. 38). Tracciamo una superficie chiusa 
S che abbraccia la cavità ed è contenuta tutta intera nel conduttore. Dato 
che l’intensità del campo elettrico è pari a zero sulla superficie S, la carica 
totale abbracciata da S è ugualmente pari a zero. Quindi /a somma delle ca- 
riche indotte sulla superficie interna di un involucro conduttore è uguale ed 
è di segno opposto alla somma delle cariche abbracciate da questo 
involucro. 





Fig. 37. 


All’equilibrio le cariche indotte g' si distribuiscono sulla superficie in- 
terna dell’involucro conduttore in modo tale da compensare completamente 
il campo coulombiano delle cariche g che esso abbraccia. Tale compensa- 
zione ha luogo non solo sulle pareti dell’involucro conduttore, ma anche in 
tutto lo spazio esterno. Per dimostrarlo immaginiamo che 1l mezzo esterno 
sia riempito tutto di un mezzo conduttore neutro. All’equilibrio il campo 
è uguale a zero nel mezzo esterno, ma questo non esercita alcuna azione sul 
campo elettrico poiché le sue cariche positive e negative si compensano mu- 
tuamente in tutti i punti. Perciò, se lo si sopprime lasciando invece intatto 
l’involucro conduttore, il campo non subirà nessuna modificazione in tutto 
lo spazio che era riempito dal mezzo conduttore. Ciò significa che il campo 
coulombiano delle cariche abbracciate da un involucro conduttore e dalle 
cariche indotte sulla sua superficie interna è uguale a zero in tutto lo spazio 
esterno. 

Consideriamo ora il caso in cui tutte le cariche elettriche si trovano nel 
mezzo esterno. Se il corpo conduttore è pieno, esso non contiene nessun 
campo elettrico. Togliamo una parte della sostanza (elettricamente neutra) 
creando una cavità nel corpo. Come si è accennato prima, il campo non su- 
birà modificazioni in nessuna parte e l’equilibrio elettrico sarà mantenuto. 
Se ne conclude quindi che se non ci sono cariche nella cavità, il campo elet- 
trico dentro di essa è uguale a zero. Le cariche elettriche esterne non creano 
alcun campo elettrico nelle cavità. Per sottrarre i corpi, ad esempio apparec- 
chi di misurazione, all’azione di campi elettrici esterni, essi vengono circon- 
dati con un involucro conduttore (schermo elettrostatico). 

Vediamo così che un involucro conduttore chiuso divide tutto lo spazio 
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in una regione interna e una esterna che sono elettricamente indipendenti 
l’una dall’altra. Ad esempio, agli spostamenti delle cariche nel mezzo ester- 
no (interno) all’involucro conduttore, non corrisponderà nessun cambia- 
mento al suo interno (rispettivamente, al suo esterno). Se si mettono tutte 
le cariche interne in contatto con l’involucro conduttore, queste cariche sa- 
ranno immediatamente compensate dalle cariche indotte. Il campo interno 
sparirà, ma il campo esterno e la distribuzione delle cariche sulla superficie 
esterna dell’involucro rimarranno immutate. 

6. Tutti questi risultati furono ottenuti sperimentalmente da Faraday. 
Per illustrarli descriviamo qualche esperimento dimostrativo. Prendiamo un 
« cilindro di Faraday », cioè un recipiente metallico di forma cilindrica di 
grande lunghezza, aperto ad una estremità. Colleghiamolo ad un elettrosco- 
pio (fig. 39) ed introduciamo nel cilindro una palla carica fissata su un ma- 
nico isolante. Osserveremo una deviazione della lancetta dell’elettroscopio. 
Se la palla è immersa abbastanza profondamente nel cilindro, nessuno spo- 
stamento della palla potrà modificare l’angolo di deviazione della lancetta 
dell’elettroscopio, e lo stesso risultato si registra anche se la palla viene a 
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Fig. 39. Fig. 40. 


toccare la parete interna del cilindro. In questo caso, la palla perde la sua 
carica. Per rendersene conto è sufficiente estrarla dal cilindro e metterla in 
contatto con un altro elettroscopio scarico. La carica della palla è passata 
sulla faccia esterna del cilindro. Per una perfetta riuscita dell’esperimento 
si deve coprire l’estremità aperta del cilindro con un coperchio metallico su- 
bito dopo averci introdotta la palla carica; se però il cilindro ha una lun- 
ghezza sufficiente, l'esperimento riuscirà benissimo anche senza coperchio. 
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Partendo proprio da questo tipo di esperimenti Faraday suggerì un pro- 
cedimento per trasferire la carica immagazzinata in un corpo conduttore su 
di un altro corpo conduttore. Questo procedimento consiste nel creare nel 
secondo corpo una cavità in cui si introduce il primo corpo preliminarmen- 
te carico. Quando quest’ultimo sarà messo in contatto con la parete interna 
della cavità, la sua carica sarà interamente trasferita al corpo cavo. Dopo 
aver estratto il primo corpo si può ricaricarlo, introdurlo di nuovo nella ca- 
vità e comunicare al secondo corpo una nuova carica. Dato che questo pro- 
cedimento può essere ripetuto molte volte, si può comunicare al corpo cavo 
una carica teoricamente infinitamente grande. In pratica la grandezza della 
carica che può prendere il corpo cavo è limitata dal flusso delle cariche ri- 
sultante della ionizzazione dell’aria circostante. Questo è il principio di fun- 
zionamento del generatore elettrostatico di Van de Graaf (1901-1967). Il ge- 
neratore consiste di una sfera metallica cava / di un diametro di molti metri 
montata su una colonna isolante 2 (fig. 40). Un nastro senza fine 3 in tessu- 
to resinificato è costantemente carico per mezzo di un sistema di punte 4 
che vengono alimentate da una sorgente di tensione elettrica. Dalla parte 
opposta del nastro mobile alla stessa altezza delle punte si trova una piastra 
metallica messa a terra 5 che favorisce il flusso delle cariche dalle punte 4 
sul nastro 3. Un altro sistema di punte 6 serve a prelevare le cariche dal na- 
stro e le trasmette alla sfera cava. Il generatore di Van de Graaf permette 
di realizzare delle tensioni da 3 a 5 milioni di volt e viene utilizzato per l’ac- 
celerazione degli elettroni e degli ioni. 

7. Descriviamo ora un esperimento dimostrativo che utilizza la « gabbia 
di Faraday ». È un cilindro con basi di lamiera metallica, e parete laterale 
di rete metallica attraverso la quale si può vedere ciò che accade all’interno 
del cilindro (fig. 41). Sulla superficie esterna del cilindro si attaccano dei na- 
strini di carta. Lungo l’asse del cilindro può spostarsi uno stelo metallico 
in contatto elettrico con il coperchio, all’estremità inferiore dello stelo sono 
attaccati dei nastrini di carta leggeri che funzionano da elettroscopio e che 
si possono far uscire dalla gabbia attraverso una apertura praticata nel fon- 
do della gabbia, che è montata su supporti isolanti. Se si comunicano delle 
cariche elettriche alla gabbia, i nastrini di carta incollata all’esterno della 
gabbia si raddrizzano, mentre i nastrini che sono all’interno della gabbia re- 
stano immobili. Ma se li si fanno uscire dalla gabbia attraverso l’apertura, 
essi si respingeranno mutuamente. Faraday realizzò nel 1836 un esperimento 
analogo utilizzando una grande gabbia metallica sospesa al soffitto per 
mezzo di corde di seta. Munito di un elettroscopio, lui stesso si collocò nella 
gabbia, poi fece avvicinare alla gabbia dei corpi metallici elettricamente ca- 
richi per mezzo di un apparecchio elettrostatico. Si scaricavano forti scintil- 
le tra questi corpi e la gabbia, testimoniando con ciò che alla gabbia veniva- 
no comunicate grandi cariche elettriche. All’interno della gabbia non si veri- 
ficava però nessuna deviazione dei nastrini dell’elettroscopio e lo stesso Fa- 
raday non provava nessuna sensazione particolare. I fisici che operano con 
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i generatori di alta tensione di Van de Graaf si collocano con i loro apparec- 
chi di misurazione all’interno della sfera cava quando la tensione raggiunge 
milioni di volt, e vi lavorano senza alcun timore sicuri che il teorema di Fa- 
raday li protegga. 
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$ 12. Polarizzazione dei dielettrici 


1. I dielettrici non sono conduttori dell’elettricità, ma vi si può far com- 
parire, come nei metalli, delle cariche indotte. Avviciniamo, ad esempio, alla 
pallina C di un elettroscopio caricato un corpo dielettrico A elettricamen- 
te neutro (fig. 42). Si constata che l’angolo di deviazione della lancetta del- 
l’elettroscopio diminuisce. Il fatto è che la pallina C dell’elettroscopio indu- 
ce sull’estremità B del corpo dielettrico cariche dello stesso segno e sull’e- 
stremità A cariche di segno contrario. Queste cariche indotte fanno passare 
sulla pallina C una parte delle cariche accumulate sulla lancetta e sullo stelo 
dell’elettroscopio, riducendo così l’angolo di deviazione della lancetta 
dell’elettroscopio. 

Cerchiamo di separare le cariche indotte che sono apparse sul corpo die- 
lettrico per mezzo dello stesso procedimento utilizzato nel caso precedente- 
mente descritto (cfr. fig. 32). Supponiamo che il corpo dielettrico sia com- 
posto di due parti A e B poste in contatto. Se si separano queste due parti 
in presenza di un elettroscopio carico e si scarica poi l’elettroscopio (o lo 
si allontana), si scopre che le due parti del dielettrico risultano non cariche. 
Ciò dimostra che nei dielettrici le cariche non sono mobili, cioè sono prive 
della capacità di spostarsi liberamente che è propria degli elettroni nei 
metalli. 
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2. Le cariche nei dielettrici non possono spostarsi dalle loro posizioni 
d’equilibrio che di distanze piccole, atomiche. Supponiamo, ad esempio, che 
il dielettrico sia costituito di molecole neutre. Sotto l’azione di un campo 
elettrico applicato i centri di massa degli elettroni si spostano nelle molecole 
rispetto ai centri di massa dei nuclei atomici e le molecole diventano dei di- 
poli elettrici allineati in modo che le loro estremità positivamente cariche 
siano orientate nel senso del campo elettrico E. In questo caso si dice che 
il dielettrico è polarizzato e lo spostamento, in direzioni opposte, delle sue 
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Fig. 42. Fig. 43. 


cariche positive e negative si chiama effetto di polarizzazione elettrica. Nel- 
la figura 43 il dielettrico è rappresentato schematicamente come un paralle- 
lepipedo e le sue molecole come palline. La metà della molecola positiva- 
mente carica è dipinta in nero e quella carica negativamente è in bianco. Si 
manifestano cariche superficiali negative non compensate sull’estremità AB 
del parallelepipedo ABDC e cariche positive compaiono sull’estremità CD. 
Esse sono le cariche indotte dovute alla polarizzazione del dielettrico e si 
chiamano cariche di polarizzazione o cariche legate, per sottolineare che i 
loro spostamenti sono limitati e che esse possono spostarsi soltanto all’in- 
terno delle molecole elettricamente neutre. Nella massa del dielettrico le ca- 
riche positive e negative si compensano mutuamente e non vi compaiono 
cariche di polarizzazione di grandezza macroscopica. Ma questo è esatto 
soltanto quando la polarizzazione del dielettrico è omogenea, cioè quando 
le sue molecole sono polarizzate e orientate identicamente. Se invece la po- 
larizzazione non è omogenea le cariche non si compensano più esattamente 
e nella massa del dielettrico possono apparire cariche legate spaziali. 

Oltre alle molecole neutre, i dielettrici possono contenere degli ioni posi- 
tivi o negativi. Un eccesso di ioni dell’uno o dell’altro segno in una parte 
del dielettrico corrisponde alla presenza in questa parte di cariche macro- 
scopiche non compensate. Queste cariche si chiamano libere. Esse possono 
comparire in un dielettrico in seguito alla sua elettrizzazione per sfregamen- 
to. Tutte le cariche accumulate sui conduttori sono ugualmente cariche 
libere. 


63 


3. Si conosce anche un altro meccanismo di polarizzazione dei dielettri- 
ci. Esistono dei dielettrici le cui molecole possiedono dei momenti dipolari 
anche in assenza di campi elettrici. Tali molecole si chiamano polari. In as- 
senza di campo le molecole polari si muovono con movimenti termici disor- 
dinati ed i loro orientamenti sono assolutamente caotici. Quando si applica 
un campo elettrico i momenti dipolari delle molecole tendono ad allinearsi 
lungo il campo, il che equivale a dire che il dielettrico si polarizza. 

Esistono infine dei dielettrici cristallini costituiti da ioni di segni contra- 
ri (ad esempio, i cristalli di NaCl). Questi cristalli si chiamano ionici. Un 
cristallo ionico comporta due reticolîtristallini intrecciati l’uno con l’altro, 
uno costituito da ioni positivi, l’altro da ioni negativi. Non si può più parla- 
re di atomi o di molecole, il cristallo tutto l’intero deve essere considerato 
una sorta di molecola gigante. Quando si applica un campo elettrico, il reti- 
colo degli ioni positivi si sposta in un senso e il reticolo degli ioni negativi 
in senso opposto. Esattamente in ciò consiste il fenomeno di polarizzazione 
elettrica dei cristalli ionici. Si conoscono dei cristalli ionici che sono polariz- 
zati anche in assenza di campo elettrico esterno. 

4. Per i nostri bisogni immediati la conoscenza della struttura dei dielet- 
trici e del meccanismo della loro polarizzazione non è essenziale. La sola 
cosa che importa è che la polarizzazione del dielettrico vi fa apparire delle 
cariche macroscopiche non compensate. Possiamo contentarci di un model- 
lo grossolano e considerare l’elettricità negativa e positiva come fluidi conti- 
nui uniformemente mescolati. In condizioni di polarizzazione, secondo 
questo modello di dielettrico, i due fluidi si spostano l’uno rispetto all’altro. 
Nelle condizioni ordinarie questi spostamenti sono assolutamente trascura- 
bili anche rispetto alle dimensioni atomiche poiché i campi esterni che agi- 
scono sul dielettrico sono molto deboli rispetto ai campi elettrici interni de- 
gli atomi e delle molecole. Così, nell’atomo di idrogeno l’elettrone è sotto- 
posto al campo elettrico del nucleo la cui intensità E = e/r? — 10” unità 
CGSE = 10!! V/m è enorme rispetto ai campi macroscopici comuni. 
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Fig. 44. Fig. 45. 


5. Per facilitare lo studio quantitativo della polarizzazione dei dielettrici 
si utilizza il vettore polarizzazione che è il momento dipolare dell’unità di 
volume del dielettrico risultante dalla polarizzazione. Prendiamo un blocco 
di dielettrico omogeneo a forma di parallelepipedo obliquo (fig. 44) e po- 
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niamolo in un campo elettrico uniforme la cui direzione è parallela agli spi- 
goli laterali del parallelepipedo. Sulle basi del parallelepipedo appaiono al- 
lora cariche di polarizzazione di una densità superficiale opoi. Nessuna cari- 
ca di polarizzazione appare sulle facce laterali perché lo spostamento delle 
cariche nella massa del dielettrico è parallelo a queste facce. Se S è l’area 
della base del parallelepipedo, il momento dipolare del dielettrico è 0po1S!, 
dove / è il vettore condotto dalla base negativa del parallelepipedo fino alla 
sua base positiva parallelamente agli spigoli laterali. Il vettore polarizzazio- 
ne sarà 


Opols 


V 


dove V è il volume del parallelepipedo. 

Sia n il vettore unitario della normale esterna alla base del parallelepipe- 
do che è caricata positivamente. Si ha allora V = S(/n). Sostituiamo questa 
espressione in (12.1) e moltiplichiamola scalarmente per n: si ottiene 


opoi = (Pn) = P,. (12.2) 


P = I, (12.1) 





Nel caso particolare di un parallelepipedo rettangolo opoi = P. Abbiamo 
scritto la formula (12.2) per la base carica positivamente ma essa si applica 
ugualmente alla base carica negativamente poiché per questa base la nor- 
male esterna n è orientata in senso inverso, per cui la proiezione P, è negati- 
va. Questa formula è valida anche per le facce laterali dove apo = 0. Quin- 
di, la formula (12.2) ha validità generale. 

La formula (12.2) dimostra che la componente normale P, rappresenta 
la quantità d’elettricità spostata durante la polarizzazione attraverso un ele- 
mento di superficie di area unitaria nella direzione della normale n a questo 
elemento di superficie. Questa interpretazione è valida anche nel caso di una 
polarizzazione non omogenea, dove il vettore P varia da un punto all’altro. 
Per rendersene conto è sufficiente dividere mentalmente il dielettrico in pic- 
coli volumi nei quali la polarizzazione possa essere considerata omogenea. 

6. Abbiamo già menzionato che nel caso di una polarizzazione non 
omogenea cariche elettriche appaiono non soltanto sulla superficie del die- 
lettrico, ma anche all’interno del suo volume. Calcoliamo ora la carica di 
polarizzazione che appare in un qualsiasi elemento del volume V del dielet- 
trico, delimitato da una superficie chiusa S (fig. 45). La carica spostata per 
effetto della polarizzazione attraverso l’elemento di superficie 4S nel senso 
negativo della normale n è uguale, per la (12.2), a — PdS. La carica di pola- 
rizzazione che penetra attraverso tutta la superficie S nel volume V è uguale 
a 


Qpo = — $PndS = — $(Pds). (12.3) 
Se la polarizzazione è omogenea gpoi = 0. 
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$ 13. Applicazione del teorema di Gauss ai dielettrici 


1. Come abbiamo dimostrato nel $ 11 l’azione che un dielettrico esercita 
su un campo elettrico si può ricondurre all’azione delle cariche di polarizza- 
zione. Si può quindi applicare ai dielettrici la relazione (5.5), aggiungendo 
alle cariche libere g le cariche di polarizzazione gpol: 


$EdS = 47(q + Qpo!). (13.1) 
Sostituendo in questa relazione l’espressione di-gpoi ricavata dalla formula 
(12.3) si ottiene 


Introduciamo ora un nuovo vettore 
D= E + 4xP, (13.3) 


detto vettore induzione elettrica. Si scriverà allora 
$DadS = 4rq. (13.4) 


Questa uguaglianza esprime il teorema di Gauss relativo al campo elettrico 
nei dielettrici. Vediamo che il flusso del vettore D attraverso una superficie 
chiusa è dovuto soltanto alle cariche libere ed è questo che giustifica l’intro- 
duzione del vettore D. Nel vuoto i vettori D ed E coincidono. 

2. La forma differenziale della relazione (13.4) è 


div D = 470, (13.5) 
dove o è la densità spaziale delle cariche libere. Ricordiamo che i teoremi 
(13.4) e (13.5) sono validi non soltanto in elettrostatica, ma anche per i cam- 
pi variabili nel tempo. Questi teoremi entrano a far parte del sistema delle 


equazioni elettrodinamiche fondamentali di Maxwell. 
Sostituendo la (13.3) nell’espressione (13.5) si ottiene 


div E = 4r(e — div P). 


Ma per la stessa grandezza si può scrivere anche 
divE = 4r(0 + pol), 
e quindi 
Qpoi = — div P. (13.6) 
3. Il teorema di Gauss relativo al vettore induzione nei dielettrici si pre- 
senta sotto la stessa forma sotto la quale si presenta l’intensità del campo 
elettrico nel vuoto. Perciò tutte le relazioni matematiche, dedotte da questo 


teorema per il vuoto restanto valide anche per ogni dielettrico omogeneo, 
a condizione che il vettore £ sia sostituito dal vettore D. Così dalle formule 
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(6.1)-(6.3) e (6.5) si ottiene, ad esempio 


D = 2ro, (13.7) 
D= 4rox all’interno di una piastra, 
— l4rcea fuori della piastra, (13.8) 


4/3rer all’interno di una sfera, 


D = (13.9) 


4/37 fuori della sfera. 


rì 


L’induzione di una carica puntuale in un dielettrico omogeneo è data da 


= Lr. (13.10) 
7 


$ 14. Condizioni al contorno 


1. Abbiamo dedotto dalla relazione (5.5) la condizione al contorno (6.9) 
che devono verificare le componenti normali del vettore E su una superficie 
carica. Procedendo nello stesso modo deduciamo dal teorema di Gauss per 
i dielettrici (13.4) la seguente uguaglianza che deve valere alla frontiera di 


due dielettrici 
Dan _ Din = 4r0, (14.1) 


dove o è la densità superficiale delle cariche libere alla frontiera di due 
dielettrici. 

La differenza tra la formula (14.1) e quella analoga (6.9) è dovuta all’in- 
fluenza delle cariche di polarizzazione che appaiono sulla superficie di se- 
parazione dei dielettrici. Dato che la densità superficiale di queste cariche 
di polarizzazione è uguale a opoi = Pin — Pan (fig. 46), si ottiene E2n — 
— Ein = 47(0 + 0pol), Ossia 


(E2n + 4rrPan) — (Ein + 4rPin) = 470. (14.2) 


Quest'ultima formula è identica alla (14.1). 
Alla superficie di separazione fra un dielettrico e un conduttore il vetto- 
re induzione è definito da 


D = 4ron. (14.3) 


Qui la normale unitaria n è orientata dal conduttore verso il dielettrico. 
Se non ci sono cariche libere sulla superficie di separazione di due dielet- 


trici, allora si ha 
Din = Dan. (14.4) 


Quindi, durante il passaggio attraverso una frontiera non carica di due die- 
lettrici, la componente normale del vettore D rimane continua. Per quanto 
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riguarda il vettore E, le sue componenti tangenziali restano continue, qua- 
lunque sia la superficie di separazione 


Eu = E». (14.5) 


Questa uguaglianza si dimostra come nel caso di un campo elettrico nel 
vuoto (cfr. $ 6 e $ 17). 

2. Disponendo delle condizioni al contorno (14.4) e (14.5) si può formu- 
lare un metodo di principio per la misurazione dei vettori £ e D nei dielettri- 
ci. Il metodo usuale per misurare £, fondato sulla misurazione della forza 





Fig. 46. Fig. 47. Fig. 48. 


applicata ad una carica di prova, funziona perfettamente nel vuoto, ma non 
è sempre valido quando si tratta di misure da effettuare nelle sostanze. In 
effetti l’espressione F = gE è valida nel vuoto, ma non è che un’approssima- 
zione, e talvolta neanche questo, dentro una sostanza. D’altra parte, è molto 
spesso impossibile introdurre una carica di prova in una sostanza, come, ad 
esempio, nel caso ove si dovesse misurare l’intensità o l’induzione del campo 
elettrico in un dielettrico solido. Il solo procedimento di principio che si po- 
trebbe utilizzare in tutti i casi per misurare i vettori £ e D all’interno del die- 
lettrico consiste nell’utilizzare una cavità del dielettrico ed introdurci la ca- 
rica di prova. Però il campo che potrebbe essere misurato in questo modo, 
in generale, non coinciderebbe né con il vettore E né con il vettore D. Il ri- 
sultato della misurazione dipende dalla forma della cavità. Soltanto per for- 
me ben definite della cavità le misurazioni potrebbero fornire direttamente 
i vettori E e D. Consideriamo due casi. 

Primo caso. La cavità ha la forma di un canale cilindrico stretto e lungo, 
parallelo al campo £ (fig. 47). La quantità di materra che dovrebbe essere 
estratta per creare questo canale è infinitamente piccola, così che la sua 
estrazione modifica in modo trascurabile il campo del dielettrico circostan- 
te. Soltanto alle estremità del canale appaiono delle cariche di polarizzazio- 
ne, ma la loro influenza sul campo che esiste a grande distanza da esse è 
trascurabilmente piccola. Per ragioni di simmetria il campo £o nel canale 
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è parallelo al campo esterno £. Applicando la condizione al contorno (14.5) 
si ottiene E = £o. Quindi la misurazione di £ si riduce alla misurazione di 
Eo. 

Secondo caso. La cavità si presenta sotto la forma di un cilindro infinita- 
mente corto le cui basi sono normali al vettore D (fig. 48). Come nel caso 
precedente la quantità di sostanza estratta da questa cavità influisce infini- 
tamente poco sul campo nel dielettrico circostante. Sulla frontiera di questa 
cavità appaiono cariche di polarizzazione di segni opposti. I campi che que- 
ste cariche creano all’esterno della cavità si compensano quasi interamente, 
mentre si rafforzano reciprocamente all’interno della cavità, il che fa modi- 
ficare notevolmente il campo £o che agisce nella cavità. Per ragioni di sim- 
metria il campo £o è normale alle basi della cavità. Nella cavità l’intensità 
e l’induzione del campo coincidono (£o = Do). Quindi dalla condizione al 
contorno (14.4) si ottiene D = E. La misurazione di D si riduce così alla 
misurazione di £o. 


$ 15. Polarizzabilità e permettività dielettrica 


1. Il teorema di Gauss (13.4) o (13.5) è una delle equazioni fondamentali 
dell’elettrostatica. Un’altra equazione fondamentale dell’elettrostatica sarà 
stabilita nel $ 17 quando sarà introdotta la nozione di potenziale. Nel vuoto 
dove il campo è caratterizzato dal solo vettore E, queste due equazioni sono 
sufficienti e costituiscono il sistema completo di equazioni dell’elettrostati- 
ca. Nelle sostanze al vettore E bisogna aggiungere ancora un vettore (P o 
D). Perciò si deve aggiungere alle equazioni dell’elettrostatica ancora un’e- 
quazione vettoriale. La definizione stessa del vettore polarizzazione P forni- 
sce un procedimento di principio per stabilire quest'equazione supplemen- 
tare. Conoscendo la struttura atomica di una sostanza, si potrebbe in linea 
di principio calcolare gli spostamenti degli elettroni e dei nuclei atomici pro- 
vocati dall’azione di un campo elettrico esterno su questa sostanza. Si po- 
trebbe allora calcolare il vettore P e ottenere quindi l’equazione che ci man- 
ca. È chiaro che secondo le condizioni concrete, questo procedimento forni- 
rebbe relazioni tanto complesse quanto varie. Non esiste nessuna relazione 
universale tra i vettori P e E valida per tutte le sostanze. Questa via non è 
praticabile e dobbiamo ricorrere all’esperimento per ottenere l’equazione 
che ci interessa. 

2. L'esperimento dimostra che per tutta una classe di dielettrici e per nu- 
merosi fenomeni, la relazione tra i vettori P e E è lineare e omogenea. Ciò 
è dovuto al fatto che le intensità dei campi elettrici macroscopici sono gene- 
ralmente molto deboli rispetto a quelle dei campi microscopici che agiscono 
all’interno degli atomi e delle molecole (cfr. $ 12, punto 4). Se il mezzo è 
isotropo, i vettori P e E sono collineari e si può quindi scrivere 


P= aÈ, (15.1) 
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dove a è un fattore adimensionale, detto po/arizzabilità del dielettrico. Il 
suo valore dipende dalla densità e dalla temperatura del dielettrico. La rela- 
zione tra D e E si scrive nella forma 


D = «E, (15.2) 
dove la grandezza adimensionale 
e=l1l+47a (15.3) 


è detta permettività dielettrica del dielettrico. È questa grandezza che carat- 
terizza le proprietà individuali di un dielettrico. Per il vuoto a = 0, € = 1. 
3. Nei cristalli le direzioni dei vettori P e £ non coincidono; invece della 
relazione (15.1) si deve perciò utilizzare una relazione lineare e omogenea 
più generale: 
P, = axxEx + ay, + cx:Ez, 
P, = ayxEx + ayBy + ayzEz, 
P, = azxEx + ayyB, + axEz, 


o, in forma più compatta, 
P; = Diai;E; (i, J AI I z), (15.4) 


J 
dove gli a;; sono coefficienti adimensionali i cui valori dipendono dalla scel- 
ta degli assi coordinati. L'insieme di questi nove coefficienti si chiama tenso- 
re di polarizzabilità del dielettrico. Analogamente 


Di = d) ejE; (ij=x% 2) (15.5) 
j 
dove gli €;; sono nuove costanti adimensionali il cui insieme costituisce il 
tensore di permettività dielettrica della sostanza cristallina. Esse sono legate 
ai fattori a;; dalle relazioni 


&;; = dij + 4Traij, (15.6) 


dove è;; è il tensore unitario definito dalle condizioni: ò;; = 1 per i = /, 
di; = 0 per i # j. Per mezzo della legge della conservazione dell’energia si 
può dimostrare che i tensori a;; € €;; sono simmetrici, cioè 


Qij = Qji Eij = Eiji. (15.7) 


4. Tutte le relazioni approssimate sopra riportate, nonostante la loro im- 
portanza, non fanno parte delle relazioni fondamentali dell’elettrostatica e 
dell’elettrodinamica. Il loro uso è limitato, perché esistono dielettrici per i 
quali queste relazioni non sono valide. Abbiamo già menzionato che i cri- 
stalli ionici possono essere polarizzati anche in assenza di campo elettrico 
esterno. Un altro esempio di corpi dotati della stessa proprietà sono gli elet- 
treti. Questi sono dei dielettrici che si comportano in maniera analoga ai 
magneti permanenti. Essi conservano a lungo la loro polarizzazione e sono 
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grazie a ciò capaci di creare un campo elettrico nello spazio circostante. Si 
può creare un elettrete sottoponendo ad un intenso campo elettrico un die- 
lettrico fuso costituito di molecole polari. Un materiale adatto può essere, 
ad esempio, una miscela di cera e resina che viene sottoposta all’azione di 
un campo elettrico dell’ordine di — 10° V/m. Dopo la solidificazione del die- 
lettrico si sopprime il campo applicato. Il dielettrico solidificato conserva 
la sua polarizzazione per molte ore e anche giorni. Alla fine la polarizzazio- 
ne svanisce a causa dei lenti processi di rilassamento che hanno luogo nei 
dielettrici. Esistono degli elettreti che possono durare anni. Si può descrive- 
re in modo approssimato il comportamento degli elettreti e dei dielettrici 
analoghi in un campo elettrico mediante una relazione della forma 


P= Po + ak, (15.8) 


dove le grandezze Po e a sono indipendenti dall’intensità E del campo 
elettrico. 

5. Descriviamo ora un esperimento dimostrativo che utilizza una botti- 
glia di Leida. Conviene utilizzare una bottiglia di Leida la cui armatura 
esterna è costituita da un tubo metallico di grande lunghezza. Vi si introdu- 
ce un tubo dielettrico in quarzo, e dentro a questo si pone l’armatura interna 
costituita da uno stelo metallico munito di un manico isolante. Dopo aver 
messo a terra l’armatura esterna si carica la bottiglia per mezzo di una mac- 
china elettrostatica, poi si sconnette la macchina e si smonta la bottiglia. 
Si estrae dapprima l’armatura interna tirandola per il manico isolante, poi 
si toglie il tubo di quarzo e si mettono in contatto le due armature metalli- 
che; su di esse, ora, non vi è più nessuna carica elettrica. Se si rimonta la 
bottiglia si constata che essa è carica. Si può effettuare parecchi montaggi 
e smontaggi, ma ogni volta la bottiglia risulterà carica. Ciò dimostra che 
il tubo di quarzo conserva lo stato polarizzato anche quando non è circon- 
dato dalle armature cariche. Il quarzo polarizzato crea nello spazio circo- 
stante un campo elettrico che induce cariche elettriche sulle armature della 
bottiglia rimontata. 

Si osservano fenomeni assai più complicati nelle cosiddette sostanze fer- 
roelettriche (cfr. $ 39), in cui la relazione tra i vettori P e E non è lineare 
e dipende dalle variazioni precedenti del campo elettrico. 

Il caso più semplice, in cui valgono le formule (15.1) e (15.2), è molto 
frequente ed è il caso più importante nella pratica. In seguito, salvo menzio- 
ne speciale, sarà proprio questo il caso che noi esamineremo. 

6. Studiamo ora il comportamento delle linee di forza quando esse at- 
traversano la superficie di separazione di due dielettrici (fig. 49). Se questa 
superficie non porta cariche libere, le condizioni al contorno 


E = Ea, €1É1n = €2E2n 
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devono essere verificate. Introducendo gli angoli 8} e f2 tra le linee di forza 
e la normale alla superficie di separazione, si può scrivere queste condizioni 
nella forma seguente: 
E, sin Bi = E2 sin 82, 
€1E, cos Bi = E2E2 cos B2, 


da cui si ottiene 


tepi _ e 
tg B2 €20 
Questo risultato mostra che le linee di forza subiscono una rifrazione alla 


superficie di separazione di due dielettrici. Quando si passa da un dielettri- 
co con un e più piccolo ad un altro in cui e è più grande, l’angolo 8 aumenta, 


(15.9) 





Fig. 49. Fig. 50. 




















Fig. S1. 


cioè la linea di forza si allontana dalla normale per avvicinarsi alla superfi- 
cie di separazione. A ciò è dovuta la maggiore concentrazione delle linee di 
forza nel dielettrico di più grande permettività. Questa affermazione è illu- 
strata dalla fig. 50, che rappresenta una piastra dielettrica posta in un cam- 
po elettrico omogeneo. 
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Se si introduce un dielettrico cavo di grande permettività in un campo 
elettrico a causa della rifrazione delle linee di forza queste tendono a con- 
centrarsi nelle pareti del dielettrico (fig. 51). Nella cavità la densità delle l1- 
nee di forza è minore di quella presente nel campo elettrico esterno. Ciò si- 
gnifica che il campo all’interno della cavità è più debole rispetto a quello 
esterno. Una cavità all’interno di un dielettrico si comporta quindi come 
uno schermo e da questo punto di vista ricorda un comportamento analogo 
delle cavità nei metalli. Ma a differenza di questi ultimi, l’effetto di schermo 
dei dielettrici è più debole. L'effetto di schermo è tanto più efficace, quanto 
maggiore è la permettività del dielettrico. 


$ 16. Campo elettrico di una sfera uniformemente polarizzata 


1. Prima della polarizzazione la sfera conteneva una miscela omogenea 
d’elettricità positiva e negativa con densità spaziali +0 e — o. Spostiamo 
tutte le cariche positive di una stessa distanza $/ rispetto a quelle negative. 
(Nella figura 52 è fortemente ingrandito lo spostamento 8/. Nei casi reali, 
di importanza pratica, esso è piccolo anche sulla scala delle distanze atomi- 
che.) La sfera subisce così una polarizzazione omogenea con un vettore 





Fig. 52. 


P = oòl. La figura suggerisce che il campo elettrico E di una sfera unifor- 
memente polarizzata si possa ottenere come somma vettoriale dei campi 
creati da due sfere che portano cariche uguali ed opposte, leggermente spo- 
state l’una rispetto all’altra. Consideriamo due casi. 

Primo caso. Calcolo del campo elettrico all’interno di una sfera unifor- 
memente polarizzata. Siano O e O' i centri delle sfere caricate positivamen- 
te e negativamente e r e r’ i raggi vettori condotti da questi centri. Secondo 
la formula (6.5) i campi creati da queste sfere sono rispettivamente uguali a: 

4r 4r 


Ei = — —T— = 4 
1 3 E, 3. 
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La somma vettoriale di questi campi è 


4 4r 
EO=- ele n= — + edl 


ossia 


FEO = - SI P. (16.1) 
Secondo caso. Calcolo del campo esterno creato da una sfera uniforme- 
mente polarizzata. Sia g la carica della sfera positiva. Ciascuna delle sfere 
eccita nello spazio circostante un campo uguale a quello che creerebbe se 
tutta la carica fosse concentrata al centro della sfera. Perciò il campo di una 
sfera uniformemente polarizzata nello spazio esterno coincide con il campo 
di un dipolo puntuale con momento dipolare p = q6/ = VP, dove Vè il vo- 
lume della sfera. Quindi, all’esterno della sfera 


REINA 
r 


r 
.. | 4x - 
Per ottenere E© sulla superficie della sfera si ponga V = 3° r3. Si ottiene 
così 
47 


E© = 4r (Pn) n — 3 P, (16.2) 


dove n è il vettore unitario della normale esterna alla superficie della sfera. 
2. La polarizzazione uniforme di una sfera si realizza collocandola in un 

campo esterno omogeneo £o. Per dimostrare che la polarizzazione risultan- 
te sarà uniforme, è sufficiente convincersi che saranno verificate le condi- 
zioni all’infinito e le condizioni al contorno sulla superficie della sfera. 
Quest’ultime richiedono che da una e dall’altra parte di questa superficie 
siano uguali le componenti tangenziali dei vettori £ e le componenti norma- 
li dei vettori D. Il campo totale E si compone del campo esterno £Eo e del 
campo creato dalla sfera polarizzata. All’infinito il campo totale deve ridur- 
sì al campo Fo. Questa condizione è evidentemente soddisfatta poiché il 
campo della sfera polarizzata che varia in ragione inversa del cubo della di- 
stanza si annulla all’infinito. All’interno della sfera E = E0 + E° e all’e- 
sterno E = Eo + E. Secondo (16.1) e (16.2) le componenti tangenziali 
di questi due campi sono uguali sulla superficie della sfera. Fuori della sfera 
l’induzione è uguale a Eo + E, e all’interno vale E + E + 4xP. Tenen- 
do conto di (16.1) e (16.2) se ne deduce che sulla superficie della sfera 

D© = Ev + 4x (Pn)n--T P, 

D® = Ep — Ra P + 4xP. 
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Queste relazioni dimostrano che le componenti normali di questi vettori so- 
no uguali. Quindi la proposizione sopra enunciata è dimostrata poiché sono 
verificate le condizioni al contorno. 

Secondo la formula (16.1) il campo totale che agisce all’interno della sfe- 
ra è 

4r 
E=Eo- 3° P. (16.3) 

Eliminiamo il vettore P per mezzo della relazione P = a E. Otteniamo così 
una relazione tra i campi interno ed esterno 





4 
(i + + a) E = Ev (16.4) 
ossia 
__ 3 
E = TI Eo. (16.5) 
Il vettore polarizzazione della sfera è 
_ __ 3a _ 3 e.1 
P= a = E+2 Eo = 4r E+2 Eo. 


Quindi una sfera di raggio a sottoposta all’azione di un campo esterno omo- 
geneo Eo acquista un momento dipolare p = VP dato da 


3€-1l 


+2 Eo. (16.6) 


pP=9Q 


3. Calcoliamo ora l’intensità del campo E’ esistente in una cavità sferica 
praticata all’interno di un dielettrico uniformemente polarizzato. Poiché la 
polarizzazione P del dielettrico fuori della cavità è omogenea, anche il cam- 
po elettrico £ sarà omogeneo nel dielettrico perché P = «E. Se si riempisse 
la cavità con lo stesso dielettrico uniformemente polarizzato, al campo E‘, 
che agisce nella cavità, si sovrapporrebbe il campo di una sfera uniforme- 





mente polarizzata, dato da — 41 p; la somma dei due campi dovrebbe 
ridare il campo £, cioè _ Tp = E. Ne segue che 

E'=E+ ST p, (16.7) 
Eliminando il vettore P si ottiene 

E'=-3 2 E (16.8) 
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Problemi 


1. Trovare un’espressione approssimata della forza che si esercita in un campo elettrico 
non uniforme su due palline di raggio a, una dielettrica, l’altra metallica. 

Soluzione. Se il campo esterno £o fosse uniforme, la pallina dielettrica acquisterebbe un 
momento dipolare determinato dall’espressione (16.6). Lo stesso risultato resta approssimativa- 
mente valido in un campo non uniforme. Da ciò, utilizzando la formula (4.8), si ottiene l’e- 


spressione della forza cercata 
2 
F = aì E 7 1 d Eo , 
E+2 dx 2 


l’asse X essendo diretto lungo il vettore Eo. Ponendo £ = co si ottiene la forza che agisce sulla 
pallina metallica 





aì 9E3 


F= — 
2 dx 





La forza F è orientata nel senso dell’accrescimento del campo Éo. Forze di questo tipo sono 
responsabili del fenomeno da cui ha avuto inizio lo studio dell’elettricità, e cioè l’attrazione 
dei corpi leggeri da parte di un corpo elettrizzato. 

2. Come varia con la distanza r la forza F d’interazione di una pallina carica con una elet- 
tricamente neutra? 

Risposta. F — 1/r°. 

3. In una sfera che porta una carica uniforme di densità spaziale g è praticata una cavità 
sferica il cui centro O’ è spostato di una distanza AR rispetto al centro O della sfera. Si calcoli 
il campo elettrico all’interno della cavità. 

Risposta. E = 4/3rgR, dove R = CO. Questo campo è omogeneo. 

Suggerimento. Si riempia mentalmente la cavità con cariche elettriche di segni contrari di 
densità + e — g. Si potrebbe allora considerare il campo nella cavità come risultato della so- 
vrapposizione dei campi di due sfere, una caricata positivamente e l’altra negativamente. Si ve- 
da un problema analogo nel vol. I ($ 55, problema 7). 

4. Si immerge in un liquido dielettrico omogeneo ed illimitato, di permettività €, una sfera 
omogenea avente la stessa permettività, uniformemente carica di una densità spaziale g. Nella 
sfera è praticata una cavità sferica in cui è posta un’altra sfera più piccola di raggio a fabbricata 
con lo stesso materiale e che porta una carica dello stesso segno e della stessa densità volume- 
trica g. Lo spazio tra la superficie interna della cavità e la superficie della sfera piccola è tra- 
scurabile. Conoscendo la distanza tra i centri delle due sfere, si calcoli la forza F che agisce 
sulla piccola sfera. 

Soluzione. Il campo creato dalla sfera grande dentro la cavità è omogeneo ed è uguale a 
4roR/(3e), dove R = OO e il vettore condotto dal centro O della sfera grande verso il centro 
C della sfera piccola. Moltiplicando questo campo per la carica della sfera piccola, si ottiene 


F = (4r0)°a'R/(9e). 


$ 17. Carattere potenziale del campo elettrostatico 


1. Una carica puntuale fissa Q crea nel vuoto un campo elettrico £ = 
= Q, Consideriamo un’altra carica puntuale g che si sposti in questo 


campo dalla posizione iniziale / nella posizione finale 2 lungo una curva 
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arbitraria /2 (fig. 53). Il lavoro compiuto dalle forze del campo durante que- 
sto spostamento è espresso dall’integrale curvilineo 


An = \a (Edr) = 20 re. 


r3 
12 12 





Ma rdr = rdr, come è facile dimostrare per derivazione dell’identità 
r? = r°. Perciò l’integrale curvilineo si riduce all’integrale definito 


£ 


1 1 
Ai = (E = qQ (+ _ 3) (17.1) 


n M 


mn 
Quindi, qualunque siano i punti / e 2, il lavoro 412 non dipende dalla forma 
del percorso ma soltanto dalle posizioni dei punti iniziale e finale. I campi 
di forze che soddisfano a questa condizione si chiamano campi derivanti 
da un potenziale o conservativi (cfr. v. I, $ 24). Quindi, il campo elettrostati- 
co di una carica puntuale deriva da un potenziale. 





Fig. 53. Fig. 54. 


Il risultato ottenuto è valido per i campi elettrici creati da un qualunque 
sistema di cariche puntuali fisse. Ciò segue direttamente dal principio di so- 
vrapposizione dei campi elettrici e dal teorema di meccanica secondo cui il 
lavoro della risultante di più forze è uguale alla somma dei lavori di ognuna 
di esse. 

Nel caso generale si può suddividere mentalmente ogni sistema di cari- 
che in parti sufficientemente piccole, ciascuna delle quali possa essere consi- 
derata una carica puntuale. Fra queste cariche attive devono figurare natu- 
ralmente anche le cariche indotte sui conduttori e sui dielettrici. Perciò ogni 
campo elettrostatico che si esercita nel vuoto o in una sostanza è un campo 
conservativo. Ciò sarebbe evidentemente applicabile ai campi microscopici 
Emicro, se le cariche che li producono fossero fisse. Il campo macroscopico 
Emacro risulterebbe anch’esso un campo conservativo poiché si ottiene come 
media del campo conservativo Emicro. Ma dato che gli elettroni ed i nuclei 
atomici sono sempre in movimento, i campi microscopici non derivano da 
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un potenziale. Perciò non si riesce, nel caso generale, a dedurre le equazioni 
dell’elettrostatica macroscopica dalle equazioni stabilite per i campi micro- 
scopici. Si dovrebbe utilizzare per questo le equazioni dei campi microscopi- 
ci creati da cariche mobili, ad esempio le equazioni della teoria elettronica 
di Lorentz. Noi non cercheremo però di fondare l’elettrostatica sulle equa- 
zioni di questa teoria. D’altronde le equazioni macroscopiche di Maxwell, 
che sono postulate, permettono di dimostrare (ciò che si farà nel seguito) 
che il campo elettrostatico macroscopico è un campo derivante da un 


potenziale. 
2. Supponiamo che in un campo elettrostatico una carica venga traspor- 


tata dal punto / al punto 2 prima lungo il percorso /32 poi lungo il percorso 
142 (fig. 54). Il lavoro prodotto dalle forze del campo è lo stesso nei due 
casi: 4132 = A142. Se la carica è trasportata lungo il percorso /324/, sul 
tragitto 24/ il lavoro cambia segno: 4241 = — A142, quindi 4132 + A21 = 
= 13241 = 0; ciò significa che quando una carica si sposta in un campo 
elettrostatico lungo un cammino chiuso il lavoro prodotto è uguale a zero. 
Se si sposta una carica unitaria il lavoro si riduce all’integrale curvilineo 

E ds. Questo integrale si chiama circuitazione del vettore E lungo il con- 
torno chiuso considerato. Quindi, per ogni contorno chiuso 


$E ds = 0. (17.2) 


Questo risultato permette di fornire un’altra definizione di campo conserva- 
tivo, equivalente d’altronde alla definizione già data. I/ campo del vettore 
E si chiama campo conservativo se la circuitazione di questo vettore lungo 
ogni contorno chiuso è uguale a zero. 

L’equazione (17.2) è la seconda equazione fondamentale dell’elettrostati- 
ca (cfr. $ 15). 

3. Dall’equazione (17.2) segue che /e linee di forza di un campo elettro- 
statico non possono essere chiuse. Per dimostrarlo ammettiamo il contrario, 
supponiamo cioè che esista una linea di forza chiusa C e consideriamo la 
circuitazione del vettore £ lungo il cammino C. Percorrendo questo contor- 
no nel senso positivo della linea di forza, si vede che la grandezza che figura 
sotto il segno d’integrazione d E ds e per conseguenza l’integrale stesso sa- 
ranno essenzialmente positivi. Ma questo risultato è in contraddizione con 
l'equazione (17.2) il che dimostra la nostra proposizione. 

È ugualmente escluso che le linee di forza di un campo conservativo sia- 
no quasi-chiuse. Così si chiamano le linee di forza che godono della seguen- 
te proprietà: una linea di forza uscente da un punto qualunque A descrive 
delle sinuosità e ritorna in un intorno comunque piccolo dello stesso punto, 
senza mai passare esattamente per il punto A. Per dimostrarlo ammettiamo 
di nuovo il contrario. Siano A e B due punti infinitamente vicini l’uno all’al- 
tro attraverso i quali passa la linea di forza. Chiudiamo la linea di forza con 
il segmento infinitesimo che congiunge questi due punti. Dato che l’integra- 
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le \E ds lungo questo segmento è infinitamente piccolo, la circuitazione 
dE ds lungo il contorno chiuso che abbiamo realizzato sarebbe anch'essa di- 


versa da zero. Ma questo è impossibile. 

4. Per mezzo della formula (17.2) si può ottenere una dimostrazione ri- 
gorosa della condizione ai limiti (14.5) per il vettore E. Sia ABCD un con- 
torno rettangolare infinitamente piccolo i cui lati AD e BC si trovano da 
parti opposte della frontiera di separazione di due mezzi (fig. 55). Appli- 
chiamo la formula (17.2) a questo contorno. Supponiamo che i lati AB e 


8 CC, 


2 — > 


/ 
A v 


Fig. 55. 


CD siano infinitamente corti rispetto ai lati AD e BC. Allora si può trascu- 
rare il loro contributo alla circuitazione del vettore e scrivere 


E ds = (Ex: _ Epl, 


ABCD 


dove / è la lunghezza del lato BC o di AD, uguale a BC. Essendo la circuita- 
zione uguale a zero si ha 


E = Ex. (17.3) 


$ 18. Z/ potenziale elettrico 


1. Nello studio dei campi conservativi è utile introdurre la nozione di 
potenziale o più esattamente quella di differenza di potenziale. Si chiama 
differenza di potenziale g\ — «. tra i punti 1 e 2 il lavoro prodotto dalle for- 
ze del campo durante lo spostamento di una carica positiva unitaria lungo 
un percorso arbitrario dal punto 1 al punto 2. Questa definizione ha senso 
perché il lavoro non dipende dal percorso seguito, ma è determinato soltan- 
to dalle posizioni del punto iniziale e del punto finale. Se si attribuisce, per 
convenzione, un qualunque valore go al potenziale di un punto arbitrario 
O del campo, allora i potenziali di tutti gli altri punti di questo campo sa- 
ranno univocamente determinati. Se si modifica il valore go, i potenziali del 
punto O e di tutti gli altri punti saranno modificati di una stessa costante 
additiva. Quindi, i/ potenziale è determinato a meno di una costante additi- 
va. Il valore di questa costante non ha alcuna importanza poiché i fenomeni 
fisici dipendono soltanto dall’intensità del campo elettrico, e quest’ultimo 
è legato alle differenze di potenziale fra punti diversi dello spazio e non ai 
valori assoluti del potenziale in questi punti. L'intensità del campo elettrico 
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non dipende dunque dal valore della costante additiva. In fisica teorica si 
conviene prendere per potenziale zero il potenziale di un punto infinitamen- 
te lontano dello spazio. Per gli usi pratici si prende come potenziale zero il 
potenziale della Terra. 

Il lavoro fornito dalle forze del campo durante lo spostamento di una 
carica q lungo un percorso qualunque dal punto iniziale 1 al punto finale 
2 viene determinato dall’espressione 


A12 = g(L1 — P2). (18.1) 


Nei sistemi gaussiano e CGSE l’unità di potenziale è definita come la diffe- 
renza di potenziale tra due punti tali che il lavoro fornito dal campo elettri- 
co durante lo spostamento dell’unità di elettricità elettrostatica tra questi 
punti sia uguale a 1 erg. Questa unità non ha una denominazione propria. 
L’unità pratica di potenziale è il vo/t. Il volt rappresenta la differenza di po- 
tenziale che deve esistere tra due punti del campo affinché il lavoro di spo- 
stamento di una carica di 1 coulomb da un punto all’altro sia uguale a 1 
joule. Approssimativamente 
15° 10’ erg __ 1 
1V= TE 7 310 un car CGSE © 30 !® pot. CGSE. 

2. Stabiliamo una relazione tra il potenziale e l’intensità del campo elet- 
trico. Siano 1 e 2 due punti infinitamente vicini che si trovano sull’asse X, 
così che x» — xi = dx. Il lavoro di spostamento dell’unità di carica dal pun- 
to l al punto 2 è Exdx. Lo stesso lavoro è uguale a 91 — £2 = — de. Ugua- 
gliando le due espressioni si ottiene dg = — Exdx. Lo stesso ragionamento 
vale per gli assi Y e Z. Come risultato si ottengono tre relazioni 


_ dg __ 9 _ dg 
E, _ dx ’ E, _ dv ’ E, 7 dz , (18.2) 
che si possono riunire in una sola formula vettoriale 
__(dEe., de ., de 
_ (ii). (18.3) 


Poiché E è un vettore, l’espressione tra parentesi rappresenta ugualmente un 
vettore che si chiama gradiente dello scalare g e si indica grad 90 V g. Que- 
sto vettore può essere considerato il prodotto del vettore simbolico o opera- 
tore (4.6) per lo scalare g. Quindi, per definizione 


-_ vw, _ de. IC. de 


Si può ora scrivere la formula (18.3) nella forma più compatta 
E=-gradg= - Vo. (18.5) 
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Ogni campo vettoriale E(x, y, 2) può essere caratterizzato da tre funzioni 
scalari — le proiezioni Ex(x, », 2), E,(% » 2), E:(x », z). Il fatto di essere 
conservativo impone al campo una limitazione talmente stretta che per ca- 
ratterizzarlo è sufficiente una sola funzione scalare, il potenziale g(x, }, Z). 
Una volta conosciuta questa funzione, le formule (18.3) o (18.5) permettono 
di calcolare l’intensità del campo. Queste formule mostrano in modo assai 
evidente che la costante additiva nell’espressione del potenziale non ha alcu- 
na importanza poiché essa si elimina per derivazione e non influenza il ri- 
sultato. Le stesse formule dimostrano che l’intensità del campo ha per di- 
mensione il quoziente del potenziale per la lunghezza. Nella pratica si espri- 
me spesso l’intensità del campo elettrico în volt per centimetro o in volt per 
metro. Approssimativamente 


1IVema un. CGSE, IVmsa un. CGSE. 





1 1 
300 30 000 

3. Per mettere in evidenza il significato geometrico del gradiente si intro- 
duce la nozione di superfici equipotenziali, che sono le superfici sulle quali 
il potenziale ha un valore costante. Il potenziale può variare soltanto quan- 
do si passa da una superficie equipotenziale ad un’altra. Prendiamo un pun- 
to qualunque O su una superficie equipotenziale ed introduciamo un siste- 
ma locale di coordinate la cui origine è in O (fig. 56). Orientiamo l’asse Z 
lungo la normale n alla superficie equipotenziale nel senso del potenziale 
g crescente. Adottiamo questo stesso senso come senso positivo della nor- 
male n. È chiaro che il piano di coordinate XY coinciderà con il piano tan- 
gente alla superficie equipotenziale. Allora nel punto O si ha dg/09x = 
= dg/0y = 0. Oltre a ciò X = n, 09/97 = dg/9n. La formula (18.4) si tra- 
sforma in 

grad £ = de n. (18.6) 

on 

Dato che la funzione g cresce più rapidamente lungo la normale n, si può 
dare la seguente definizione del gradiente. // gradiente d’una funzione (x, 
Y, Z) è un vettore orientato nel senso dell’accrescimento massimo di questa 
funzione, ed avente per lunghezza la derivata della funzione g lungo questa 
stessa direzione. Questa definizione presenta il vantaggio di essere invarian- 
fe, cioè indipendente dalla scelta del sistema di coordinate. 

Conduciamo un vettore unitario s lungo una direzione qualunque. La 
proiezione del vettore A = grad g su questa direzione è A; = (As) = 
= (sgrad g). Ma la stessa grandezza può essere rappresentata come una de- 
rivata As = 09/05, cosa di cui è facile convincersi facendo coincidere uno 
degli assi coordinati con la direzione s e utilizzando una delle formule della 
relazione (18.2). Quindi, si ottiene 


dp _ 
ds 7 (s grad g). (18.7) 
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La derivata della funzione g lungo una direzione qualunque è uguale alla 
proiezione del vettore gradiente di questa funzione su questa stessa direzio- 
ne. È chiaro che questa derivata è massima quando il vettore s è orientato 
lungo grad g, cioè lungo la normale alla superficie equipotenziale. 

4. Il senso del vettore E è opposto a quello del vettore gradiente del po- 
tenziale 4. Le linee di forza elettriche sono le linee lungo le quali il potenzia- 
le 9 varia più rapidamente. Dato che esse sono normali alle superfici equi- 
potenziali, la rappresentazione grafica di queste superfici permette di illu- 
strare la configurazione del campo. Di solito vengono rappresentate in mo- 
do che la differenza di potenziale Ag tra due qualunque superfici vicine sia 


2 
n 
Vo £ Le 
I 
4 d-T £ T- 
DG 
X 
Fig. 56. Fig. 57. 


sempre /a stessa. Più Ag è piccola, più il quadro della distribuzione spaziale 
del potenziale e del campo elettrostatico è dettagliato. Si può anche per 
maggiore chiarezza tracciare le linee di forza ortogonali alle superfici equi- 
potenziali. Essendo Ag costante, l’intensità del campo elettrico è massima 
quando le superfici equipotenziali sono più ravvicinate. E viceversa, là dove 
esse si allontanano di più le une dalle altre, l’intensità del campo £ è minore. 
La superficie esterna di un conduttore è una delle superfici equipotenziali, 
perciò le linee di forza le sono ortogonali. All’interno del conduttore E = 0, 
perciò il potenziale g ha lo stesso valore in tutti i suoi punti; la superficie 
equipotenziale degenera in volume equipotenziale. 


Problemi 


1. Dimostrare la formula 
div (pA) = (Agrad eg) + gpdivA. (18.8) 


2. Dimostrare la formula 
grad (ar) = a, (18.9) 
dove a è un vettore costante. 

3. Nel vuoto sono disposti concentricamente tre involucri metallici di forma sferica, rag- 
gio Ri < Ra < Rae spessore trascurabile; il primo e il terzo sono stati messi a terra, al secondo 
è stata comunicata una carica elettrica Q. Si calcoli l’intensità del campo elettrico in tutto lo 
spazio. 
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Risposta. Il campo elettrico è radiale e la sua intensità è data dalle espressioni 


0Oser< Ri (0) Ri<r< o, 

Ri(R2- R 

RR. Ra) 2° se Ri<r< Ri, 
E = R.(R, — Ri) r° 


R3(R. - Ri) Q 


———_——_—_____ — ; se Rr<r< R3, 
R.(R3 — Ri) r 
dove r è la distanza dal centro delle sfere. 

4. Di tre piastre metalliche A, 8, C, (fig. 57) la A ela Bsono fisse e collegate ad un elemen- 
to galvanico che mantiene una differenza di potenziale costante V' tra di esse. La piastra centra- 
le C è dapprima in contatto con la piastra A, poi per mezzo di un manico isolante viene sposta- 
ta verso la piastra B. Trascurando gli effetti di bordo, si calcoli l’intensità dei campi £i e £2 
nello spazio tra le piastre in funzione della distanza variabile x. 

Risposta. E = Vx/d*, Ex = V(x + d)/d?. 

5. Si dispone una piastra di elettrete polarizzato di spessore / tra le armature di un con- 
densatore ad aria piano che sono interconnesse. Il vettore polarizzazione P della piastra è orto- 
gonale alle sue facce laterali. Trascurando la dipendenza della polarizzazione P dell’elettrete 
dall’intensità del campo elettrico, si calcoli l’intensità e l’induzione del campo elettrico all’in- 
terno ed all’esterno della piastra, se la distanza A tra le armature è d. 

Risposta. Nella striscia d’aria E = D = 4xh P/d. All’interno della piastra £ = 
= — 4x(d — h)P/d, D = 4xh Pd. 


$ 19. Calcolo del potenziale conoscendo l’intensità 
del campo elettrico 


Se si conosce il potenziale (x, y, 2), la sua derivazione rispetto alle 
coordinate dà l’intensità del campo elettrico. Il problema inverso del calcolo 
del potenziale si risolve mediante un’integrazione. Si utilizzano per questo 
le formule (18.2) o formule analoghe. Consideriamo alcuni semplici esempi 
di calcolo del potenziale. 

1. Calcolo del potenziale del campo elettrico di una carica puntuale q 
in un dielettrico omogeneo. L’induzione del campo è data dall’espressione 
(13.10). Se ne ricava 





dg 
E=E=-1_=- 0 
er? dr 
ossia, integrando 
q 


= -—— + cost. 
Mi EN 


Se si vuole che g = 0 per r = co bisogna che la costante d’integrazione sia 
uguale a zero. Allora 


= L 
0337" (19.1) 
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2. Calcolo del potenziale del campo elettrico di un sistema di cariche 
puntuali in un dielettrico omogeneo. Applicando il principio di sovrapposi- 
zione si ottiene dalla formula (19.1) 


IS @ 
g = E ri’ (19.2) 





dove r; è la distanza tra la carica i-esima ed il punto d’osservazione. La som- 
matoria è estesa a tutte le cariche. 

3. Calcolo del potenziale del campo creato da una distribuzione conti- 
nua di cariche elettriche. Considerando le cariche contenute nei volumi ele- 
mentari e quelle distribuite sugli elementi di superficie come cariche pun- 
tuali ed applicando la formula (19.2) si può scrivere per il potenziale g in 
un dielettrico omogeneo 


_ 11 o(r')dV' 4 al o(r')dS' 


1 [oe ds 19.3 
E \r-r'| (12.3) 


g(r) 


(rr è 


dove dV’ e dS' indicano i volumi elementari e gli elementi di superficie i 
cui centri si trovano nel punto r’. L'integrazione è estesa a tutte le cariche 
spaziali e superficiali. Nel caso di un dielettrico non omogeneo, l’integrazio- 
ne deve concernere anche le cariche di polarizzazione. Tener conto di queste 
ultime equivale a considerare l’influenza del mezzo e quindi non occorre in- 
trodurre la grandezza e 


g(r) = (er lt est) dV' + (Et eat) dS'. (19.4) 
\r-r'| \r-r'| 


La formula (19.3) è un caso particolare di questa formula. L'influenza delle 


cariche di polarizzazione vi è presa in considerazione attraverso la £. 
4. Calcolo del potenziale del campo creato da un piano infinito unifor- 


memente carico in un dielettrico omogeneo. In questo caso 
—2r0x/€ + C per x>0, 

o = (19.5) 

[ezio + C perx<0. 

Si pone l’origine delle coordinate sul piano carico, l’asse X è ortogonale 
a questo piano. La costante C è la stessa nelle due espressioni poiché il po- 
tenziale durante il passaggio attraverso un piano carico deve variare 
continuamente. 

Nessun valore della costante C permette di ridurre a zero il potenziale 
all’infinito poiché vi si trovano non soltanto il campo ma anche cariche elet- 
triche. Quando si tratta di piani di dimensione finita, le formule (19.5) pos- 
sono essere utilizzate solo per valori di x piccoli rispetto alle dimensioni del 
piano carico. Quando queste ultime sono comparabili con x, l’espressione 
di g diventa troppo complicata. A grandi distanze il piano si comporta co- 
me una carica puntuale. Nel caso in cui il piano carico è di dimensione fini- 


84 


ta, si può trovare sempre per la costante C un valore che riduca a zero il 
potenziale all’infinito. Però per calcolare C bisogna conoscere l’espressione 
del potenziale non soltanto in prossimità del piano ma a qualsiasi distanza. 


Problemi 


In ciò che segue si suppone che il dielettrico sia omogeneo. 
1. Calcolare il potenziale del campo creato da un dipolo puntuale. 
Risposta. 
r) 
o = @ . (19.6) 


er? 





2. Per derivazione di (19.6) si calcoli l’intensità del campo elettrico di un dipolo puntuale. 

3. Calcolare il pontenziale del campo elettrico di una sfera di raggio a di carica volumetri- 
ca uniforme. . 

Risposta. Il potenziale g nello spazio esterno alla sfera è determinato dalla formula (19.1). 
All’interno della sfera il potenziale è 


270 





(3a? — r°). 


19.7 
I , (19.7) 


Lo = 


4. Calcolare il potenziale del campo creato da una sfera di raggio a che porta una carica 
superficiale uniforme. 

Risposta. Il potenziale g nel mezzo esterno è determinato dalla formula (19.1). All’interno 
della sfera il potenziale è 


g= È = cost. (19.8) 


ea 


5. Calcolare il potenziale del campo creato da una piastra piana infinita a facce parallele 
di spessore 24 uniformemente carica. 
Risposta. Il potenziale all’interno della piastra è 


2 
"e + a) +C, (19.9) 





PET 


e nel mezzo esterno alla piastra è determinato da 
pri +C per x>Aa, 
£ — 


19.10 
+4r0ax/e + C per x<a. ( ) 


L’origine delle coordinate è posta sul piano mediano della piastra, l’asse X è ortogonale a que- 
sto piano. 

6. Calcolare il potenziale del campo creato da un filo rettilineo infinitamente stretto e lun- 
go, uniformemente carico con una densità lineare x. 

Risposta. 


2x 
g= - — Inr+tG (19.11) 
€ 


dove r è la distanza dal filo. 
7. Calcolare il potenziale del campo creato da un cilindro di raggio a e di lunghezza infinita 
uniformemente carico volumetricamente. 
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Risposta. 
E e(a — r°) + C per r<a, 
E 


g = 2ra° 19.12 
e In - +C per r2a. ( 
€ a 





8. Calcolare il potenziale del campo creato da un cilindro di raggio a di lunghezza infinita 
dotato di una densità superficiale uniforme di carica. 
Risposta. 


C per rsa, 


La 2rao 


(19.13) 


r 
In-—+C per r>a. 
€ a 





9. Si dimostri che le superfici equipotenziali del campo creato da due linee parallele di lun- 
ghezza infinita uniformemente cariche d’elettricità di segni opposti sono cilindri circolari i cui 
assi sono paralleli alle linee considerate e sono nello stesso piano. 

Suggerimento. L'equazione della superficie equipotenziale è della forma r1/r2 = cost, dove 
ri € r. sono le distanze dalle linee considerate. Esprimendo quest’equazione in funzione delle 
coordinate, si dimostra facilmente che le superfici equipotenziali sono cilindriche. 


$ 20. Misurazione della differenza di potenziale 
per mezzo dell'elettrometro. Sonda elettrica 


1. Un elettroscopio le cui foglie o la cui lancetta sono collocate in un 
involucro metallico può servire da e/ettrometro, cioè da strumento di misura 
delie differenze di potenziale ta due conduttori. Si collega uno dei condut- 
tori alla pallina dell’elettrometro e l’altro all’involucro (fig. 58). La lancetta 
dell’elettrometro avrà lo stesso potenziale del corpo A e l’involucro il poten- 
ziale del corpo B. Sorgerà un campo elettrico le cui linee di forza saranno 
orientate dall’involucro verso la lancetta o viceversa. L’angolo di deviazione 
della lancetta dipenderà dall’intensità e dalla configurazione di questo cam- 
po. Ma dato che il campo che agisce all’interno di una gabbia metallica 
chiusa non dipende assolutamente dai campi esterni, esso sarà univocamen- 
te determinato dalla differenza di potenziale tra la lancetta e l’involucro. 
Quindi l’angolo di deviazione della lancetta dell’elettrometro può servire da 
misura della differenza di potenziale tra i corpi A e B. Si può graduare l’elet- 
trometro per leggere direttamente la differenza di potenziale in volt. In ge- 
nerale il corpo 8 è la Terra, cioè l’involucro è messo a terra. L’elettrometro 
indica allora il potenziale del corpo 4 rispetto alla Terra. 

2. In linea di principio si può mettere a terra sia l’involucro che la pallina 
dell’elettrometro. Da ciò dipende soltanto la direzione delle linee di forza, 
mentre la loro configurazione e l’intensità del campo all’interno dell’involu- 
cro restano le stesse. La deviazione della lancetta sarà la stessa nei due casi. 
Installiamo l’elettrometro su un supporto isolante e mettiamo a terra l’invo- 
lucro. Poi carichiamo la pallina toccandola con una bacchetta elettrizzata. 
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La lancetta devierà. Mettiamo ora la pallina a terra, isoliamo l’involucro e 
lo elettrizziamo toccandolo con la stessa bacchetta; la lancetta subirà la 
stessa deviazione. Ma la lancetta dell’elettrometro, essendo circondata da 
una protezione metallica, è sottratta all’azione dei campi esterni. Perché al- 
lora si osserva una deviazione della lancetta quando si elettrizza l'involucro? 
Il fatto è che la protezione non è perfetta poiché l’involucro non è chiuso: 
ha un foro attraverso cui passa lo stelo metallico che collega la pallina del- 
l’elettrometro alla sua lancetta. L’elettricità che viene comunicata alla super- 
ficie esterna dell’involucro induce sulla pallina delle cariche che scorrono 








Fig. $8. Fig. 59. 


lungo lo stelo verso la lancetta dell’elettrometro. La lancetta e la pallina es- 
sendo cariche attirano sulla superficie interna dell’involucro una parte del- 
l’elettricità che si trova sulla superficie esterna. Così appare un campo elet- 
trico non soltanto all’esterno, ma anche all’interno dell’involucro. Quindi, 
l’elettrometro può servire da strumento di misura soltanto se la sua lancetta 
è protetta solo parzialmente contro l’azione dei campi esterni, a condizione 
però che il legame della lancetta con i corpi esterni sia debole. A tale scopo 
è necessario che le dimensioni dell’apertura praticata nell’involucro della 
pallina dell’elettrometro e della parte esterna dello stelo che lega la pallina 
alla lancetta siano piccoli. Altrimenti, corpi esterni al sistema potrebbero 
indurre su queste parti dell’elettrometro cariche notevoli, che, scorrendo sul- 
la lancetta, falserebbero la misura della differenza di potenziale. Per la stes- 
sa ragione i fili che collegano i corpi A e Balla pallina e all’involucro dell’e- 
lettrometro devono essere sottili. 


3. Il seguente esperimento è assai istruttivo. Una pallina di prova attac- 
cata ad un manico isolante è collegata, con un filo elastico, alla pallina del- 
l’elettrometro il cui involucro è messo a terra (fig. 59). Quando si sposta la 
pallina di prova sulla superficie di un corpo metallico C carico, la lettura 
dell’elettrometro non varia. Questo risultato è evidente poiché l’elettrometro 
misura la differenza di potenziale tra le palline, e il potenziale della pallina 
di prova non dipende dalla posizione del suo punto di contatto con il corpo 
carico C. In un esperimento analogo descritto nel $ 11 (cfr. fig. 33) l’elettro- 
metro non sentiva la carica prelevata dalla cavità B. Da ciò non segue però 
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che la densità superficiale d’elettricità sia uguale a zero in 5. In realtà, è la 
sensibilità del metodo che è insufficiente. Il nuovo esperimento permette di 
affermare con certezza che la densità d’elettricità in B, anche se è debole, 
non è uguale a zero. Se non fosse così, la lancetta dell’elettrometro non po- 
trebbe deviare quando la pallina di prova scarica è messa in contatto con 
il corpo C in B. La carica trasferita dal corpo C alla pallina di prova ed all’e- 
lettrometro non dipende dal punto di contatto; la posizione del punto di 
contatto può influire soltanto sul tempo di carica dell’elettrometro. Anche 
se è molto piccolo è sempre finito. La carica è rapida quando la pallina di 
prova si trova in contatto con la punta A ed è lenta quando il contatto avvie- 
ne in 8. 

4. Per misurare il potenziale in diversi punti di un dielettrico liquido o 
gassoso si può utilizzare il metodo della sonda elettrica. Questa consiste in 
un piccolo corpo metallico (ad esempio, un pezzetto di filo metallico emer- 
gente da un tubo dielettrico, una piccola palla o un piccolo disco) collegato 
alla pallina di un elettrometro il cui involucro è messo a terra. Si introduce 
la sonda là dove si desidera misurare il potenziale. La deviazione dell’elettro- 
metro indicherà evidentemente la differenza di potenziale tra la lancetta e 
l’involucro o, il che è la stessa cosa, tra la sonda e la Terra. Tuttavia la sonda 
connessa all’elettrometro modifica in generale sostanzialmente il potenziale 
del punto dello spazio in cui esso si trova a causa delle cariche che appaiono 
sulla sonda e sulla pallina dell’elettrometro. 


A© 





Fig. 60. 


Supponiamo dapprima, che la piccola sonda A sia isolata (fig. 60, a). 
Quando essa viene introdotta in un campo elettrico, essa si polarizza e le 
sue cariche positive e negative subiscono un piccolo spostamento, le une in 
direzione opposta alle altre. Ma dato che questi spostamenti sono piccoli, 
l’introduzione della sonda perturberà il campo assai poco attorno al punto 
A. Cariche indotte di segni contrari appariranno anche sulla pallina e sulla 
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lancetta dell’elettrometro. Se si collega la sonda A e la pallina B dell’elettro- 
metro per mezzo di un filo sottile (fig. 60, b), sulla sonda A resterà soltanto 
l’elettricità di un segno e l’elettricità di segno opposto scorrerà sull’elettro- 
metro. Dato che la quantità di elettricità trasferita è molto piccola, il poten- 
ziale della pallina B e dello stelo dell’elettrometro praticamente non varierà. 
Quanto alla sonda A, visto le sue piccole dimensioni, la perdita di una pic- 
cola carica (che abbandona la sonda) è sufficiente per modificare notevol- 
mente il potenziale della sonda. La sonda A prende il potenziale della palli- 
na e dello stelo dell’elettrometro. Quindi, anche il fatto che la sonda viene 
legata all’elettrometro non cambia nulla: l’angolo di deviazione della lancet- 
ta dell’elettrometro praticamente non viene modificato. Ma l’indicazione 
dell’elettrometro non ha alcun rapporto con il potenziale che esisteva nel 
punto A prima dell’introduzione della sonda. 

Perché la misurazione del potenziale sia possibile, bisogna che la sonda 
portata al punto A e la pallina dell’elettrometro, che le è collegata, prenda- 
no il potenziale che esisteva al punto A prima dell’introduzione della sonda. 
Ci si riesce eliminando le cariche che sono indotte sulla sonda. La sonda 
a gocce, ad esempio, è costituita da un recipiente che contiene un liquido 
conduttore. Nel fondo del recipiente c’è un piccolo foro attraverso cui il li- 
quido scorre goccia a goccia portando via le cariche indotte sulla sonda. Le 
cariche di segno contrario si trasferiscono allora dalla sonda sullo stelo e 
sulla lancetta dell’elettrometro. A causa di ciò l’angolo di deviazione della 
lancetta varia. Nello stato stazionario quando la sonda non porta nessuna 
carica, il potenziale della sonda diventa uguale al potenziale dello spazio 
circostante. Dato che la sonda è legata alla pallina B dell’elettrometro, il po- 
tenziale dell’elettrometro sarà lo stesso e l’elettrometro indicherà il potenzia- 
le che deve essere misurato. 

Esistono anche altri procedimenti per evacuare le cariche indotte sulla 
sonda. Si utilizza, ad esempio, la sonda a fiamma che è costituita dall’estre- 
mità di un filo metallico che emerge da un tubo dielettrico che funziona co- 
me un becco a gas. Grazie alla temperatura elevata della fiamma, l’aria cir- 
costante viene leggermente ionizzata e diventa conduttrice. Gli ioni così for- 
mati portano via le cariche indotte sulla sonda e vengono allontanati dalla 
corrente gassosa. Lo stesso principio viene utilizzato nella sonda radioatti- 
va. Il corpo della sonda viene ricoperto da uno strato di sostanza radioatti- 
va che ionizza il gas circostante. In ambedue i casi la sonda prende un po- 
tenziale uguale a quello dello spazio circostante prima che ci fosse introdot- 
ta la sonda. La stessa cosa si ha nei liquidi conduttori (elettroliti) in cui si 
introducono degli elettrodi carichi. Le cariche indotte vengono evacuate 
grazie alla conduttività del liquido stesso. 

5. Il seguente esperimento dimostrativo può servire per illustrare il prin- 
cipio di funzionamento delle sonde. Una sonda a fiamma non accesa è po- 
sta vicino ad una grande sfera metallica isolata (fig. 61). Finché la sonda 
non è accesa, la lancetta dell’elettrometro non devia anche se la sfera è forte- 
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mente caricata. Ma quando si accende il gas illuminante che scorre dal tubo 
della sonda la lancetta dell’elettrometro comincia a deviare fortemente. 
Quando l’elettrometro viene avvicinato alla sfera, la deviazione aumenta, e 
diminuisce se viene allontanato. La lancetta non si muove quando si sposta 
la sonda su una superficie equipotenziale sferica concentrica alla superficie 
della sfera. 





è 21. Campo elettrico della Terra 


1. La sonda elettrica permette di misurare l’intensità del campo elettrico 
nei dielettrici, nei gas per esempio. Per far ciò bisogna misurare il potenziale 
« in diversi punti dello spazio e calcolare il gradiente del potenziale. È però 
più facile misurare direttamente l’intensità del campo elettrico. Uno dei pro- 
cedimenti di misurazione dell’intensità è il seguente. Si dispongono due pia- 
stre metalliche perpendicolarmente alla direzione del campo elettrico da mi- 
surare (è una specie di un condensatore ad aria, fig. 62). Le piastre sono in- 
terconnesse attraverso un galvanometro balistico per mezzo del quale si può 
misurare la carica che attraversa il circuito. Dato che le piastre sono inter- 
connesse, il loro potenziale è lo stesso e l’intensità del campo nello spazio 
compreso tra le piastre è uguale a zero. Il campo elettrico esiste soltanto 
fuori delle piastre e la sua intensità è legata alla densità superficiale d’elettri- 
cità mediante la relazione E = 470 (nei gas si può trascurare la differenza 
tra D e E). Se la distanza tra le piastre è piccola rispetto alla loro dimensio- 
ne, si può non tenere conto dell’effetto di bordo considerando la grandezza 
o costante. Le piastre vengono rapidamente fatte ruotare di 90 gradi per col- 
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locarle in posizione verticale. Durante questa rotazione il galvanometro ba- 
listico registra il passaggio di una carica q = So, dove S è l’area di una pia- 
stra. Conosciuta g, si può misurare dapprima o e poi l’intensità E del 
campo. | 

2. Le misurazioni di questo tipo hanno dimostrato che il globo terrestre 
è carico negativamente e che il campo elettrico terrestre varia nel tempo. Si 
distinguono le variazioni regolari (giornaliere e annuali) e le variazioni irre- 
golari. Al livello del suolo l’intensità media del campo terrestre è di 
130 V/m. Tra due livelli distanti quanto l’altezza di un uomo esiste una diffe- 
renza di potenziale di 200 V circa. Gli uomini non se ne accorgono e non 
ne sono danneggiati perché essi stessi sono buoni conduttori di elettricità. 
Come ogni conduttore, il corpo umano altera fortemente il campo elettrico. 





Fig. 62. 


Le linee di forza arrivano perpendicolarmente sulla superficie del corpo 
umano e le superfici equipotenziali lo contornano esattamente come nel ca- 
so dei corpi metallici. Tutti i punti del corpo umano si trovano allo stesso 
potenziale. 

Conoscendo l’intensità del campo terrestre in prossimità della superfi- 
cie, è facile calcolare che la carica negativa totale della Terra è uguale a 
6 - 10° C circa. All’altezza di 1 km l’intensità del campo terrestre è uguale 
a 40 V/m circa, all’altezza di 10 km essa non supera qualche volt per metro; 
ad altezze maggiori di 50 km il campo terrestre è appena rivelabile. La mag- 
gior parte della caduta di potenziale si registra a bassa quota. La differenza 
di potenziale totale tra la superficie terrestre e gli strati superiori dell’atmo- 
sfera è di 400 000 V circa. Questi dati indicano che l’atmosfera terrestre è 
carica positivamente. 

3. L’aria è un conduttore di elettricità a causa della presenza di ioni, do- 
vuta all’azione ionizzante della radiazione cosmica sugli atomi e sulle mole- 
cole dell’aria. Nell’atmosfera, grazie alla sua conduttività, scorrono correnti 
elettriche che tendono a scaricare la Terra. La densità media di queste cor- 
renti elettriche è dell’ordine di 107 °uA/m?. La corrente elettrica totale che 
raggiunge la superficie terrestre è di 1800 A circa. Abbiamo già detto che 
la carica della Terra è — 6-10° C. Utilizzando questi dati è facile calcolare 
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che la carica della Terra dovrebbe diminuire di due volte approssimativa- 
mente ogni quattro minuti. La Terra dovrebbe quindi perdere tutta la sua 
carica in meno di una mezz'ora. Dato che questo non accade, devono logi- 
camente esistere processi che forniscono incessantemente alla Terra cariche 
negative e grazie ai quali la sua carica media si mantiene costante. Per molto 
tempo ci si è chiesti quale potesse essere la natura di questi processi, ma at- 
tualmente sembra ben stabilito il fatto che la carica della Terra è mantenuta 
costante grazie ai temporali atmosferici. 

I temporali sono uno dei più grandiosi fenomeni naturali. Nonostante 
che la natura elettrica dei lampi sia conosciuta già da tempo, le nostre cono- 
scenze sull’elettricità atmosferica hanno ancora molte lacune. Non si cono- 
sce che imperfettamente il meccanismo di formazione delle cariche elettri- 
che atmosferiche. Tuttavia si può considerare in fatto acquisito che la carica 
del globo terrestre è mantenuta costante dalle scariche elettriche, cioè dai 
fulmini atmosferici che appaiono tra l’atmosfera e la superficie della Terra. 
Ogni colpo di fulmine produce in media da 20 a 30 C di elettricità negativa. 
R. Feynman (nato nel 1918) offre nel suo ben noto Corso di fisica i seguenti 
argomenti in favore di questa teoria. Si misura quando è bel tempo la cor- 
rente elettrica che arriva alla superficie del globo terrestre. L'andamento 
temporale di questa corrente presenta variazioni con periodicità giornaliera. 
La corrente massima è circa del 15% superiore alla corrente media giorna- 
liera e si manifesta verso le ore diciannove (ora di Greenwich). L'intensità 
del campo elettrico terrestre presenta le stesse variazioni giornaliere. Il fatto 
più curioso è che l’istante del massimo è lo stesso per tutti i punti del globo 
terrestre non rispetto all’ora locale ma ad una unica, ad esempio, a quella 
di Londra. Ciò non è però tanto sorprendente, se si considera che gli strati 
superiori dell’atmosfera (la ionosfera) sono fortemente ionizzati e possiedo- 
no una grande conducibilità elettrica. Anche l’acqua del mare è un buon 
conduttore. Vi sono dunque due involucri conduttori sferici tra i quali si in- 
staura il campo elettrico terrestre, proprio come nel caso d’un condensatore 
sferico. Dato che questi involucri hanno una grande conducibilità, non pos- 
sono manifestarsi al loro interno differenze di potenziale notevoli. D'altra 
parte, è stato stabilito che il massimo d’attività temporalesca quando se ne 
prenda la media su tutta la superficie del globo, si manifesta anch'esso verso 
le ore diciannove (ora di Greenwich), ciò che conferma l’ipotesi secondo cui 
esiste un legame tra i temporali atmosferici e il campo elettrico della Terra. 


Problema 


La Terra è costantemente irradiata da raggi cosmici di alta energia che arrivano dallo spa- 
zio esterno al sistema solare. I raggi cosmici sono costituiti essenzialmente da protoni dotati 
di una energia media € di parecchi miliardi di elettron-volt. L'intensità / del flusso di protoni 
che raggiungono la superficie terrestre è uguale ad un protone per 1 cm? per secondo circa. 
Valutare il tempo necessario perché i protoni dei raggi cosmici elevino il potenziale della Terra 
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fino ad un valore tale da non poter più raggiungere la superficie della Terra a causa delle forze 
di repulsione elettrica. Spiegare perché i protoni continuano ad arrivare sulla Terra anche dopo 
il tempo calcolato. 


É 


4nRIe® 
protone; il risultato numerico corrisponde al valore 6/e — 10? V). In realtà il potenziale della 
Terra non può raggiungere questo valore, perché parallelamente all’arrivo dei protoni è attivo 
un processo inverso, grazie al quale l'atmosfera terrestre perde cariche positive sotto forma di 
protoni e di ioni positivi che si allontanano nello spazio cosmico sotto l’azione del campo elet- 
trico così creato. 


Risposta. / = = 10°s = 10 giorni (R è il raggio della Terra, e la carica del 





$ 22. Problema matematico generale dell'elettrostatica 


1. Se si conosce il potenziale £ in funzione delle coordinate spaziali, il 
calcolo del suo differenziale permette di calcolare, mediante la formula 
(18.5), l’intensità del campo elettrico. Conoscendo la permettività dielettrica 
del mezzo, si può determinare il vettore induzione D = €E e per mezzo del 
teorema di Gauss (13.5) calcolare la densità spaziale delle cariche libere o. 
La densità superficiale delle cariche libere sarà calcolata mediante la rela- 
zione (14.1), mediante il salto della componente normale del vettore D. 

Al contrario, se si conosce la densità delle cariche libere e legate, si può 
calcolare il potenziale mediante le formule integrali (19.3) o (19.4) e poi otte- 
nere tutte le altre grandezze. Di regola l’integrazione analitica della formula 
(19.3) o della formula (19.4) è irrealizzabile, ma il calcolo numerico è sempre 
possibile. 

I problemi reali che pone l’elettrostatica sono assai più complicati. Il fat- 
to è che non si conoscono né le cariche legate né la distribuzione delle cari- 
che libere sulla superficie dei conduttori e devono essere determinate an- 
ch’esse. Il problema matematico generale dell’elettrostatica viene formulato 
nel modo seguente. 

Supponiamo conosciute la distribuzione e la forma di tutti i conduttori 
posti in un mezzo dielettrico, la permettività € del mezzo tra i conduttori 
e la densità spaziale delle cariche elettriche libere in ogni punto del dielettri- 
co. È noto inoltre uno dei dati seguenti: a) il potenziale di tutti i conduttori; 
b) le cariche di tutti i conduttori; c) le cariche di certi conduttori e i poten- 
ziali degli altri conduttori. Si tratta di calcolare l’intensità del campo elettri- 
co in ogni punto dello spazio e la distribuzione dell’elettricità sulla superfi- 
cie dei conduttori. 

2. Il problema sta nel calcolare il potenziale g in funzione delle coordi- 
nate spaziali x, y, z. Bisogna ottenere prima la forma dell’equazione diffe- 
renziale alla quale deve soddisfare questa funzione. Scriviamo il teorema di 
Gauss (13.5) nella forma div (€£) = 47 e sostituiamo £ con la sua espres- 
sione data dalla (18.5). Si ha allora 


div (e grad g) = — 470, (22.1) 
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in forma più esplicita 


9 (220), 2 (226) 13 (526) -_ 
400) + (e e) 4 32 (e ce) tre. (22.1a) 


Se il dielettrico è omogeneo (€ non dipende dal punto) si avrà 























4 
div grad g = — n° (22.2) 
ossia 
dg dg 9° 4T0 
+ + = — ——,. 22.2a 
dx dy° 02° € ( 
Introduciamo l’operatore di Laplace (o laplaciano) 
9° 9° 9° 
A= V°= ——— +. 22.3 
dx da 9° (22.3) 
Allora 
dp dd 2 
—-- = Ag= V 22.4 
at ag a (22.4) 
anche l’equazione (22.2a) può essere scritta in forma compatta 
Ag = re. (22.5) 


Questa equazione si chiama equazione di Poisson. Quando non ci sono ca- 
riche libere (o = 0) l’equazione di Poisson si riduce all’equazione di Laplace 


Ag = 0. (22.6) 


Il problema generale dell’elettrostatica si riduce ad ottenere una soluzio- 
ne dell’equazione differenziale (22.1) che soddisfa a tutte le condizioni sue- 
numerate. Si può dimostrare che questo problema può avere al più una 
soluzione ”. Per non ripetere gli stessi calcoli, rimandiamo la dimostrazione 
di questo teorema d’unicità al $ 29. Notiamo che è un compito assai arduo 
quello di ottenere la soluzione dell’equazione differenziale, poiché si cono- 
scono delle soluzioni analitiche soltanto per pochi casi particolari. Però se 
si è riusciti ad ottenere la forma della funzione g che soddisfa a tutte le con- 
dizioni del problema, si può affermare che questa soluzione è unica. È pro- 
prio questo il motivo dell’importanza del teorema di unicità. 

Non è sempre necessario conoscere le cariche o i potenziali dei corpi in 
tutto lo spazio. Se si deve, ad esempio, calcolare il campo elettrico in una 
cavità circondata da un involucro conduttore, è sufficiente conoscere i para- 


! Se si conoscono soltanto le cariche di tutti i conduttori, il potenziale 9 sarà definito a 
meno di una costante additiva, il che non è essenziale. 
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metri riguardanti solo i corpi contenuti nella cavità. Se al contrario si deve 
calcolare il campo esterno, si deve disporre soltanto di dati sulle cariche o 
sui potenziali relativi allo spazio esterno all’involucro conduttore e conosce- 
re la carica totale o il potenziale della superficie esterna di questo involucro. 
Il teorema d’unicità è valido anche in questi casi particolari. 

Diamo due esempi d’applicazione del teorema di unicità. 

3. Supponiamo di avere una carica elettrica distribuita nel vuoto con 
una densità spaziale o. Il potenziale go del campo elettrico deve verificare 
l'equazione Ago = — 470. Riempiamo ora tutto lo spazio di un dielettrico 
omogeneo di permettività e lasciando le cariche libere nelle loro posizioni 
precedenti. Il potenziale sarà allora modificato e dovrà soddisfare all’equa- 
zione (22.5). Confrontando le due equazioni ed applicando il teorema di 
unicità, otterremo g = ©0/€. Quindi, l’introduzione di un dielettrico omo- 
geneo provoca una diminuzione del potenziale e quindi una diminuzione 
dell’intensità del campo elettrico di un fattore e. Questo risultato vale anche 
se il sistema contiene distribuzioni superficiali di carica. 

4. Per dare un altro esempio, prendiamo il teorema di Faraday (cfr. $ 11, 
punto 5). Una parte dei risultati che si riferiscono a questo teorema è stata 
ottenuta intuitivamente in base a considerazioni fisiche. Il teorema di unici- 
tà permette di giustificarle rigorosamente. Si consideri una cavità circonda- 
ta da un involucro conduttore e non contenente cariche elettriche. All’inter- 
no della cavità il potenziale soddisfa all’equazione di Laplace (22.6). Sulle 
pareti della cavità esso deve avere un valore costante C. La soluzione dell’e- 
quazione (22.6) che soddisfa a questa condizione è evidente: (x, y, 2) = C. 
Secondo il teorema di unicità non vi possono essere altre soluzioni. Quindi 
all’interno della cavità E = — grad g = 0, il che dimostra il teorema di 
Faraday. 


$ 23. Metodo delle immagini elettriche 


1. In questo paragrafo e nei tre che seguono analizzeremo problemi sul 
calcolo dei campi elettrici. Tutti questi problemi saranno risolti per mezzo 
di artifici. Cominciamo con il metodo delle immagini elettriche. 

Supponiamo che alcune cariche elettriche puntuali siano distribuite nel- 
lo spazio. Sia S una superficie equipotenziale qualunque che divide lo spa- 
zio in due semispazi / e /’ (fig. 63). Denotiamo con gi, @, . . . le cariche 
puntuali del semispazio / e con gi, q2, . . . quelle del semispazio /’. Ogni 
carica puntuale può essere considerata come caso limite di un piccolo corpo 
conduttore, una piccola palla metallica, ad esempio. Il teorema di unicità 
si applica a questo caso. Fissate la grandezza e la distribuzione delle cariche 
Qi, q2, . .. nonché il potenziale della superficie S, il campo nel semispazio 
I è determinato univocamente. Una proposizione analoga è valida per il se- 


95 


mispazio /’. Perciò se si rende la superficie S conduttrice, il campo in tutto 
lo spazio non subirà nessuna modificazione, ma i campi che regnano nei se- 
mispazi / e /’ saranno indipendenti l’uno dall’altro. Con ragionamenti di 
questo tipo otteniamo la soluzione di due problemi assai simili. Il primo di 
questi problemi si enuncia nel modo seguente. 

Nel semispazio / da un lato del corpo conduttore S si trovano le cariche 
puntuali 91, 92, . . . Si calcoli il campo elettrico in questo semispazio. Que- 
sto campo si compone naturalmente dei campi creati dalle cariche gi, 
Q2, ...@dalle cariche indotte sulla superficie del corpo S. Tuttavia secondo 
il teorema d’unicità il campo creato dalle cariche indotte nel semispazio / 
è equivalente a quello creato dalle cariche gi, 92, . . . Per calcolare il campo 
elettrico cercato si può togliere il corpo conduttore S e sostituirlo con le ca- 
riche puntuali gi, g?, ... L'insieme di queste ultime si chiama immagine 





Fig. 63. 


elettrica delle cariche q1, Q2, . . . rispetto alla superficie S. Quindi il proble- 
ma relativo al campo elettrico creato dalle cariche che si trovano da un lato 
di una superficie conduttrice si riduce a quello di trovare le immagini elettri- 
che delle cariche rispetto a questa superficie. 

Due esempi illustrano questo metodo. 

2. Carica puntuale 9g disposta al di sopra della superficie piana illimitata 
di un conduttore. L'immagine elettrica della carica g rispetto al piano AB 
è una carica di segno contrario g’ = -— q, disposta dall’altro lato del piano 
AB alla stessa distanza da questo piano che la carica g (fig. 64). Infatti il 
potenziale del campo delle cariche puntuali q e g’ in un punto qualunque 
C al di sopra del conduttore è 


_ 1_1 
ps a(1 ri ) (23.1) 


Dato che il potenziale si annulla sulla superficie AB, questa è una superficie 
equipotenziale. Ed è la formula (23.1) che determina il potenziale del campo 
del semispazio superiore /. Il campo è evidentemente uguale a zero nel semi- 
spazio ZI occupato dal mezzo conduttore. Quindi la carica g induce sul pia- 
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no AB delle cariche tali che creano nel semispazio superiore / lo stesso cam- 
po che produrrebbe una carica puntuale ausiliaria 9’ = — g. Ne risulta che 
le cariche indotte attirano la carica q con la stessa forza che eserciterebbe 
la carica ausiliaria g' = — 9, cioè con una forza uguale a F = g°/(24)?, do- 
ve h è la distanza tra la carica g ed il piano AB. Perciò questa forza si chia- 
ma forza d'immagine elettrica. Nel semispazio inferiore ZY le cariche indotte 
compensano il campo della carica g. . 
La densità superficiale si otterrà attraverso la formula 
1 de 


En = — 7,7. 


__ I 
7 dr 4x dn 


Un semplice calcolo conduce al seguente risultato: 





0=-,, are: così 9. (23.2) 

La carica totale indotta sul piano infinito AB è uguale e di segno contra- 
rio alla carica g. È facile convincersene integrando direttamente l’espressio- 
ne (23.2) sul piano ABo più semplicemente utilizzando il teorema di Gauss. 
Circondiamo la carica q e le cariche indotte da una superficie sferica e di 
raggio infinito il cui centro è in O. Sull’emisfero che contiene il mezzo con- 
duttore il campo ed il suo flusso sono uguali a zero. Sull’emisfero che attor- 
nia il vuoto il campo coincide con il campo di un dipolo puntuale e varia 
in ragione inversa del cubo del raggio. La superficie dell’emisfero stessa cre- 
sce proporzionalmente al quadrato del raggio. Il flusso del vettore £ si an- 
nulla per r + 00. Secondo il teorema di Gauss anche la carica totale racchiu- 
sa dalla sfera deve annullarsi. Ma questa carica è uguale a qQ + gina, dove 
Gina è la carica totale indotta sul piano A8. Quindi gina = — q. 

3. Carica puntuale g in prossimità di una sfera conduttrice (fig. 65). 
Supponiamo che la sfera S di raggio a sia messa a terra, e quindi il suo po- 
tenziale sia uguale a zero. Siano conosciute la grandezza q della carica pun- 
tuale e la sua distanza R = OA dal centro della sfera. Con questi dati la so- 
luzione del problema elettrostatico è univocamente determinata. Secondo il 
teorema di Faraday, il campo all’interno della sfera è uguale a zero. Calco- 
liamo ora il campo nello spazio esterno alla sfera. Scegliamo sulla retta OA 
un punto C tale che il triangolo OBC sia simile al triangolo OBA. Poniamo 
nel punto C una carica puntuale ausiliaria 9’. Se bd e db’ sono le lunghezze 
dei segmenti BA e BC, il potenziale delle cariche g e g’ nel punto 8 sarà 
uguale a (g/b + q’/b'). Esso si annullerà se 

q'=- d q= - 9 (23.3) 





Vediamo che la grandezza di g’ non dipende dalla posizione del punto B 
sulla sfera S. Quindi il potenziale creato dalle cariche q e qg’ è uguale a zero 
in ogni punto della superficie della sfera S, cioè la carica g’ è l’immagine 
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elettrica di g rispetto alla sfera S. Fuori della sfera alle distanze r e r’ rispet- 
tivamente dalle cariche g e g'’ il potenziale è determinato dall’espressione 


qa, 


+ (23.4) 


g = 
La carica totale gina indotta sulla sfera S è uguale in valore assoluto e in se- 
gno alla carica g’. Per dimostrarlo consideriamo una superficie chiusa qua- 
lunque XY che circonda la sfera S ma non la carica g. Sulla superficie XY il 
campo £ coincide con il campo delle cariche puntuali q e g’, e la carica 
q è esterna alla superficie XL. Il flusso ® di questo campo attraverso la super- 
ficie Y sarà quindi ® = 479’. Secondo il teorema di Gauss questo stesso 
flusso è uguale a ® = 4rgina. Quindi, gind = 9’. 





Fig. 65. 


Se il potenziale della superficie S è uguale a £0, per risolvere il problema 
bisogna introdurre una carica fittizia supplementare go = 490, collocata nel 
centro O della sfera S. Il campo nello spazio esterno sarà dato dalla sovrap- 
posizione dei campi delle tre cariche: g, g’ € go. Infatti il potenziale delle 
cariche gq e g' è uguale a zero sulla superficie S e quindi il potenziale di S 
è dovuto soltanto alla carica go, cioè è uguale a 90/4 = co. 

Osserviamo infine che le cariche elettriche g e g’ sono reciproche, inten- 
dendo con ciò che se g'’ è l’immagine elettrica della carica 9g, quest’ultima 
è l’immagine elettrica di g’. Questa osservazione permette di applicare que- 
sto metodo ai casi in cui la carica puntuale è posta all’interno di una cavità 
sferica praticata in un mezzo conduttore. 

4. Ammettiamo ora che la sfera S sia isolata e porti una carica go. È fa- 
cile rendersi conto che per determinare il campo nello spazio esterno biso- 
gna aggiungere alle cariche g e g'’ una terza carica fittizia che è uguale a 
Qo — qg' e posta nel centro O della sfera. Nel caso particolare in cui go = 0, 
le cariche indotte eccitano nello spazio esterno lo stesso campo che produr- 
rebbe un dipolo di lunghezza R’, di momento dipolare p = —q'R'’ e diret- 
to lungo il campo £ dovuto alla carica g. Allontaniamo indefinitamente la 
carica q aumentandola nello stesso tempo in modo che il campo £ al centro 
della sfera resti immutato. Al limite si otterrà un campo elettrico omogeneo 
in cui è collocata una sfera conduttrice. Si avrà allora p= — g’R' = 
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= a'q/R* = aìE, o in forma vettoriale 
p=@3E. (23.5) 


Abbiamo già ottenuto questo risultato nel $ 16. 


Problemi 


1. Si calcoli la forza d’attrazione tra una carica puntuale q ed una sfera metallica (cfr. fig. 
65). Considerare due casi differenti: 1) la sfera è messa a terra; 2) la sfera è isolata e la sua 
carica totale è uguale a zero. 


R 
Risposta. 1) F = Ra q°; 2) F = I q. 
(R° _ a’)? (R° _ a’) R} 


2. Con gli stessi dati del problema precedente, si calcoli il lavoro A che si dovrebbe fornire 
per allontanare all’infinito la carica puntuale q. 


aq . 3 atq* 


Risposta. 1) ; . 
2(R° — a?) 2R*(R? — a?) 
3. Si pone una carica puntuale g all’interno di un involucro conduttore non carico in un 


punto A che si trova ad una distanza OA = a dal centro della sfera (fig. 66). Il raggio della 
superficie interna dell’involucro è r ed il raggio della superficie esterna è R. Si calcoli: 1) la 





Fig. 67. 


densità superficiale delle cariche elettriche indotte sulla superficie esterna dell’involucro; 2) il 
potenziale dell’involucro, prendendo per zero il potenziale di un punto all’infinito; 3) la densità 
superficiale delle cariche indotte nei punti B e C della superficie interna dell’involucro. 


Risposta. )o= “_:;: 2906=%:; 300= —£_ (1+%),. 
47R° R 4r(r — a) r 


q a 
oc= ——"—- (1--]. 
4r(r + a) ( o) 


4. Si calcoli la forza che si esercita su una carica puntuale q posta sulla bisettrice di un 
angolo diedro retto formato da due piani conduttori (fig. 67). La distanza tra la carica g e lo 
spigolo dell’angolo diedro è a. 





2 
Risposta. F = va (2V2 — 1). La forza F è diretta verso lo spigolo O dell’angolo diedro. 
a 


5. Si pone una carica puntuale q tra due piani metallici che formano un angolo di 60° 
(fig. 68). Si calcoli il limite verso il quale tende l’intensità £ del campo elettrico quando il punto 
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d’osservazione s’avvicina al punto O rimanendo sempre tra i piani metallici. Quale sarebbe il 
risultato del calcolo se la carica non fosse puntuale? 

Soluzione. È facile verificare che l’immagine elettrica della carica g rispetto alla superficie 
AOB è un insieme di cinque cariche: q1, 92, 93, 94, gs. Nel punto O il campo generato da queste 
cinque cariche e dalla carica q è uguale a zero. Se la carica g non fosse puntuale, si otterrebbe 
lo stesso risultato. 

6. La superficie piana di un conduttore infinito ha una sporgenza sferica CMD il cui centro 
O giace nello stesso piano (fig. 69). Sulla perpendicolare OM, fuori del conduttore, è posta 
una carica puntuale g. Si calcoli il campo elettrico in tutto lo spazio. 





Soluzione. Introduciamo delle immagini elettriche nelle parti sferica e piana del condutto- 
re, come indicato nella fig. 69. Raggruppiamo le cariche a coppie: 1) ge —g, 2)g' e -q'. 
Ciascuna coppia crea un campo il cui potenziale si annulla sul piano ACDB. Raggruppiamo 
queste cariche in un altro modo: 1) q e g’, 2) - ge — g’. Ciascuna di queste coppie crea un 
campo il cui potenziale si annulla sulla sfera CMDN, È chiaro allora che il potenziale creato 
dalle quattro cariche qg, — 9, qg’' e — g' si annulla sulla superficie ACMDB. Quindi, il campo 
creato da queste cariche nel semispazio superiore è identico a quello che si deve calcolare. 

7. Si calcoli la forza d’attrazione tra un dipolo elettrico puntuale e una piastra metallica 
infinita se il momento p del dipolo è perpendicolare ai piani della piastra e la sua distanza dalla 
piastra è A. Calcolare anche il lavoro A12 che si deve fornire per spostare il dipolo dalla distanza 
h, alla distanza A. rispetto alla piastra. 


3 2 2 - 
Risposta. F = P , A12 = P_ I _ I . 
844 8 hì hi 


Si noterà che lo spostamento del dipolo si accompagna ad uno spostamento delle cariche da 
esso indotte. Tuttavia, dato che lo spostamento ha luogo perpendicolarmente alle linee di for- 
za, esso non comporta alcun lavoro supplementare. 





$ 24. Carica puntuale posta al di sopra della superficie piana 
di un dielettrico 


Consideriamo due dielettrici omogenei di permettività £1 e €. in contatto 
reciproco lungo un piano MN (fig. 70). Nel punto A del primo dielettrico 
è posta una carica puntuale 9g. Calcoliamo il campo elettrico creato in cia- 
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scuno dei dielettrici. In prossimità del punto A il campo deve tendere verso 
l’infinito, come ogni campo coulombiano di una carica puntuale g. Perciò 
l’espressione del campo creato nel primo dielettrico deve contenere il termi- 
ne gr/(e1r3). Si deve aggiungere a questo termine il campo creato dalle cari- 
che di polarizzazione indotte alla frontiera di separazione dei dielettrici. 
Supponiamo che il campo creato dalle cariche di polarizzazione nel primo 
dielettrico sia equivalente al campo di una opportuna carica puntuale 9g’ 





disposta nel punto A’ simmetrico al punto A rispetto alla superficie di se- 
parazione (calcoli ulteriori giustificheranno questa ipotesi). Allora il campo 
elettrico nel primo dielettrico può essere espresso dall’equazione 
E, = q at q 73 r', 
EIN EIN 








dove re r’ sono i raggi vettori delle cariche g e g’. Introduciamo una secon- 
da ipotesi, che sarà anch’essa giustificata dai risultati ulteriori: supponiamo 
che il campo nel secondo dielettrico sia dato dall’espressione 





dove la seconda carica fittizia 9” è spazialmente coincidente con la carica 
q (non è indicata nella fig. 70). Bisogna ora raccordare l’una all’altra le 
espressioni di £; e di E. in modo che lungo la superficie di separazione dei 
dielettrici siano verificate le condizioni al contorno seguenti: continuità del- 
le componenti tangenziali del vettore E e delle componenti normali del vet- 
tore D. La prima di queste condizioni ha la forma 


q . 
SIN 9, 
E2 o 


"” 


q .: q' .. 
—— sin + —— sin = 
E1 ud EI L 





la seconda è della forma 
qcos pg — g' cos g = g” cos 9. 


È essenziale che l’angolo g si possa semplificare in ambedue queste equazio- 
ni. Per conseguenza, se g’ eg” sono determinate a partire da queste edua- 
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zoni, le condizioni al contorno saranno soddisfatte in tutti i punti della 
frontiera dei due dielettrici. Si ottiene così 


1 e&-E 
E, = q po 2 1 q / 
ein E1 E1+ €, r' ° 
2034 (24.1) 
2 e1+ 8, pì 


Queste espressioni soddisfano a tutte le condizioni del problema ed in virtù 
del teorema di unicità danno la sua soluzione. Quando £2- co esse si riduco- 
no alle espressioni relative al campo di una carica puntuale posta al di sopra 
di un piano conduttore. 


Problema 


Si calcoli la forza che agisce su una carica puntuale g in prossimità della superficie piana 
di due dielettrici. 
1 &- E q” x . . 
—— 33» dove A è la distanza tra la carica e la frontiera di 
41 E2+e, Ah 
separazione dei dielettrici. Se £. > £1, la carica viene attirata verso la frontiera e ne viene re- 
spinta se €. < Ei. 





Risposta. F = 


$ 25. Campo elettrico di un ellissoide conduttore carico 


1. Consideriamo uno strato sferico delimitato da due sfere concentriche 
e dotato di una distribuzione spaziale uniforme di cariche. Si sa che il cam- 
po elettrico nella cavità limitata da un tale strato è uguale a zero. Benché 
questo risultato sia una conseguenza diretta del teorema di Gauss (cfr. $ 6), 
ci è utile per la successiva esposizione dedurlo direttamente dalla legge di 
Coulomb. A questo scopo facciamo passare per un punto qualunque M in- 
terno alla cavità un fascio di rette di apertura conica infinitamente piccola 
(fig. 71). Questo fascio taglia nello strato sferico carico due volumi elemen- 
tari infinitesimi dV, e dV. (tratteggiati nella figura 71). Facciamo passare 
poi per i punti A, B, A’, B' degli elementi di superfici sferiche di centro 
M, rappresentati con linee punteggiate nella figura 71. Il fascio di rette deli- 
mita tra queste superfici dei volumi elementari d7; e 47. (non indicati nella 
figura). È evidente che d7r1/d7r2 = rî/r3, dove ri e r. sono le distanze dei vo- 
lumi elementari d7; e dr. dal punto M. D'altra parte dr; = dVi, dr. = dV. 
e perciò dq:/dq. = rî/r3, dove dq; e dg: sono le cariche contenute rispettiva- 
mente nei volumi elementari dVi e dV.. Basandosi sulla legge di Coulomb 
si può affermare che i campi creati dalle cariche dq1 e dg. nel punto M sono 
uguali e di senso contrario. Facendo passare per il punto M fasci di rette 
in tutte le direzioni, si può suddividere tutto lo strato sferico carico in cop- 
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pie di cariche infinitesime analoghe, i cui campi elettrici nel punto M si eli- 
minano mutuamente. Dato che il punto Mè stato scelto arbitrariamente, ne 
deriva che in ogni punto della cavità il campo elettrico è uguale a zero. 

2. Supponendo che tutte le cariche elettriche contenute nello strato sferi- 
co siano fisse, comprimiamo o dilatiamo la figura 71 successivamente lungo 
tre direzioni mutuamente ortogonali. In seguito a tali deformazioni lo stra- 
to sferico prende la forma di uno strato ellissoidale uniformemente carico 
e delimitato da due ellissoidi concentrici simili e che sono disposti simil- 
mente. Ogni retta a causa della deformazione si comprime o si allunga uni- 
formemente. È ovvio che le cariche dq1 e dg: restano invariate. I volumi ele- 
mentari dVi e dV. nonché le distanze r; e ”> cambiano, ma i loro rapporti 
restano costanti, in particolare dg1/dqg. = rî/r3. Ciò significa che in ogni 
punto che si trova all’interno della cavità ellissoidale i campi si compensano 
esattamente. Quindi, in una cavità delimitata da uno strato ellissoidale uni- 
formemente carico, compreso tra due ellissoidi concentrici simili e disposti 
in modo simile, il campo elettrico è uguale a zero. 





Fig. 71. i Fig. 72. 


DI 
v® 


3. Diminulamo ora uniformemente lo spessore dello strato ellissoidale 
mantenendo costante la sua carica totale g. AI limite si perviene così ad una 
distribuzione superficiale d’elettricità tale che il campo all’interno della ca- 
vità ellissoidale sia dappertutto uguale a zero. Se si rende conduttore l’invo- 
lucro della cavità, la distribuzione d’elettricità non sarà perturbata. Ciò si- 
gnifica che si è ottenuta una distribuzione di equilibrio dell’elettricità sulla 
superficie di un ellissoide conduttore. Realizziamo ora questo passaggio al 
limite e calcoliamo il valore della densità superficiale d’elettricità o sulla su- 
perficie dell’ellissoide. Conduciamo dal centro O dello strato ellissoidale un 
fascio di rette di apertura conica infinitamente piccola che taglia in questo 
strato un elemento di volume dV e sulla sua superficie un elemento di super- 
ficie dS (fig. 72). È ovvio che dV = dS dN, dove dN è lo spessore dello stra- 
to nel luogo considerato. Se o è la densità spaziale d’elettricità nello strato, 
la carica dell’elemento di volume dV sarà uguale a dg = 0 dS dh Se dAN-0 
e la carica totale dello strato ellissoidale è mantenuta costante si arriva ad 
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una distribuzione superficiale di elettricità con una densità superficiale 


dq 
Lc —_————— ai N. 
O dS ed 
Conduciamo per il punto considerato della superficie ellissoidale il pia- 
no tangente 48, abbassiamo su questo piano la perpendicolare OA, e indi- 
chiamo con N la lunghezza di OA. Per una assegnata direzione della per- 
pendicolare OA, i volumi degli ellissoidi simili e disposti in modo simile so- 
no evidentemente proporzionali a N?. Se V è il volume dell’ellissoide si ha 
V- N e perciò 
AV/V = 3 dN/N, 


dove AV è il volume dello strato ellissoidale. Eliminando dN e utilizzan la 
relazione g = gAV si ottiene 


o= gnN/(3V). (25.1) 
Se l’equazione della superficie ellissoidale è della forma 
2 2 2 
x y z 
++ =1, 25.2 
a” b* c' (25.2) 


si ha, secondo un noto teorema della geometria analitica, 
2 2 2\-1/2 
x Z 
a b Cc 


Dato che d’altra parte V = SI abc, la formula (25.1) si riduce a 


2 2 2 \ - 1/2 
= _I1_(T_,D_ 
°= Trabe (È + 5 + dr) . (25.3) 





Le considerazioni svolte nel presente paragrafo dimostrano direttamente 
che una distribuzione di equilibrio dell'elettricità sulla superficie di un ellis- 
solide conduttore resta ancora di equilibrio nel caso di una qualunque con- 
trazione o dilatazione uniforme dell’ellissoide. Partendo da questa proposi- 
zione sl potrebbe ottenere la distribuzione d’equilibrio dell’elettricità sulla 
superficie di un ellissoide sottoponendo ad una contrazione o ad una dilata- 
zione uniforme una sfera conduttrice carica. Questo procedimento è più 
semplice di tutti gli altri ed è del tutto evidente che conduce alla stessa for- 
mula (25.3). 

Conosciuta la distribuzione d’elettricità sulla superficie di un ellissoide, 
sì può, mediante una integrazione su questa superficie, ottenere il potenzia- 
le, dopo di che si può calcolare l’intensità del campo elettrico in ogni punto 
dello spazio. Questo procedimento è molto laborioso. Si possono però uti- 
lizzare alcuni artifici che semplificano notevolmente i calcoli (si vedano i 
problemi 3 e 4 di questo paragrafo). 
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Problemi 


1. Si calcoli la densità superficiale d’elettricità su una piastra ellittica conduttrice infinita- 
mente sottile che viene ottenuta mediante compressione uniforme di un ellissoide lungo l’asse 


Z. 
2 — 1/2 
c=_I (2-2) (25.4) 


2. Un ellissoide conduttore carico è mentalmente diviso in molte parti da piani equidistanti 
perpendicolari ad uno dei suoi assi principali. Si dimostri che qualunque sia il numero di que- 
ste parti, le cariche che esse portano saranno sempre uguali. In particolare, se un ellissoide è 
allungato ed infinitamente sottile, l’elettricità vi si troverà uniformemente distribuita su tutta 
la sua lunghezza. 

3. Trovare le condizioni necessarie perché le superfici della famiglia M(x, y, z) = cost siano 
equipotenziali. 

Soluzione. Si deve imporre che il potenziale g sia costante se la funzione è costante. Quin- 
di, il potenziale deve essere funzione soltanto di \: g = g(\). Derivando g rispetto alla coordi- 


nata x si ottiene 
de 9) 9° di \? 9°) 
= =@40: 730 |} +03. 
dx dx dx dx dx? 


Scrivendo le espressioni analoghe per y e z e sommandole si ottiene 


Ag = "(grad \)} + 9A. 


Risposta. 





Tenendo conto dell’equazione di Laplace Ag = 0, ne risulta 


AX £"(A) 


(rad = 00) 





Quindi, perché l’equazione Mx, y, z) = cost rappresenti una famiglia di superfici equipotenzia- 


li, bisogna che il primo membro di questa relazione sia funzione soltanto di \ 
A\ 
_ = (\). (25.5) 
(grad \)° 


Se la funzione ®(\) è conosciuta, il potenziale 9 si ottiene integrando l’equazione 
(A) 
20) 

operazione che si riduce all’effettuazione di due quadrature. 


4. Si calcoli il potenziale del campo elettrico di un ellissoide conduttore carico. 
Soluzione. Sia \(x, y, z) una funzione implicita definita dall’equazione 
2 2 
I +T_ +21 (25.7) 
a+) Db+X c'+ 


= - DA), (25.6) 





(a > b=c > 0). Lequazione Mx, y, 2) = cost rappresenta una famiglia di superfici omofoca- 
li del secondo ordine. Per c° + \ > Oè una famiglia di ellissoidi; per b° + \> 0,6 +X1< 0 
è una famiglia di iperboloidi ad una falda; per a? + \ > 0, b? + \ < 0, c? + \ < 0, si ottiene 
una famiglia di iperboloidi a due falde. In tutti i casi l'equazione M(x, y, z) = cost può rappre- 
sentare una famiglia di superfici equipotenziali. Per dimostrarlo è sufficiente assicurarsi che 
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la condizione (25.5) è verificata. Introduciamo la notazione 
2 2 
= ST _ + € +—&. 
(a +)" (b°+\" (c0+)" 


n 


Derivando (25.7) rispetto a x si ottiene 


2x )N 
_ > —— = 0, 
a? + \ dx 
da cui 
IN 2x 


dx (a° + \)F2 


Dopo una seconda derivazione si ottiene 


0 _ 2 _ 2x 9 _ 2 2 
dx? (a° + \)F (a? + \)?F. dx (a? +N)F3 | (a? + \)? 
9) 2 
on D|-_ 28, 8 
dx (2° +\)F (a? + \)}}F3 (a? + \)°F} 


Scrivendo espressioni analoghe per le derivate rispetto a y e z e sommandole, si ottiene 


4 
rad\)} = — , 
(g ) E 


2 


2 l l 
A) = — 1 + —_— + . 
Fa. \a} + b° + \ co + 


Quindi, la condizione (25.5) è soddisfatta con ®(\) definita da 























l 
P(\) = — 1 + tt + . (25.8) 
2 \a+X b° + \ C+ 
Così, il problema si è ridotto all’integrazione dell’equazione 
CM __1 + _ + . (25.9) 
'(A) 2 \a+X b° + X C+) 


Supponiamo ora che tutti i denominatori che figurano nel secondo membro dell’equazione 
(25.9) siano positivi. Le superfici equipotenziali (25.7) saranno allora rappresentate da ellissoi- 
di omofocali. Per ) = 0 si ottiene l’ellissoide (25.2). Quindi, se si ottiene il potenziale g(x, », 
z) dall’equazione (25.9), esso prenderà un valore costante sulla superficie dell’ellissoide (25.2) 
e, per conseguenza, darà la soluzione del problema considerato. Integrando l’equazione (25.9) 
si ottiene 


g'(A) = Ala? + N(6° + M(e? + 1] "2, 
dove A è la costante d’integrazione. Integrando ancora una volta e prendendo per zero il poten- 


ziale di un punto infinitamente lontano, si ottiene 


LI 
g() = A { [(a2 + (6° + M(e° + N] 2A. 


co 


La costante A viene determinata imponendo che a grande distanza la funzione g si riduce al 
potenziale di una carica puntuale g = g/r. Per valori grandi di X l’ellissoide (25.7) diventa una 
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sfera di raggio r = VÀ, mentre l’integrale precedente si riduce a 


À 
2A 
(1) = ANA = -2A\7!2 = -— 
da cui a 
o = 3 {I + (6? + Me + NT ?A. (25.10) 


\ 


L’integrale che figura in (25.10) è un integrale ellittico. Se l’ellissoide è di rotazione, l’integrazio- 
ne fa apparire soltanto delle funzioni elementari. Per un e/lissoide di rotazione allungato 
(b=c) 


q b° + \ 
p = In . (25.11) 
Va — ? Va + Va - 6? 


Introduciamo le notazioni: A = Va? + \ e f = Va? — b?. La grandezza 2A è l’asse 
maggiore dell’ellissoide equipotenziale che passa per il punto d’osservazione, la grandezza 2f 
è la distanza tra i fuochi della famiglia di e/lissoidi omofocali considerata. L'espressione (25.11) 
può essere scritta nella forma 


Ù 


ÀA + 
Lin t5 


2 A-S 


Per un e/lissoide di rotazione appiattito (a = b) si ha 





g = (25.11a) 


2_ ce? 


q a 
L = arctg . (25.12) 
a’ — cÈ V \ + cl 


Introduciàmo la lunghezza dell’asse minore dell’ellissoide equipotenziale che passa per il punto 
d'osservazione: 2B = 2V c? + \ , nonché la distanza interfocale 2f = 2V a? — c? . Allora 


q f 
= — arcte —. 25.12a 
7, ; 8 B ( ) 


5. Uno stelo dielettrico infinitamente sottile è uniformemente carico d’elettricità con una 
densità lineare costante. Si dimostri che le superfici equipotenziali del campo elettrico creato 
sono rappresentate da ellissoidi omofocali i cui fuochi si trovano alle estremità dello stelo. 

6. Una piastra dielettrica infinitamente sottile di raggio a è caricata d’elettricità con una 
densità superficiale 


_ q 
o = , 


2ra Na’ — r° 


dove r è la distanza dal centro della piastra. Si dimostri che le superfici equipotenziali del cam- 
po creato sono ellissoidi di rotazione omofocali appiattiti la cui linea focale è disposta lungo 
la circonferenza della piastra. 


$ 26. Capacità dei conduttori e dei condensatori 


1. Consideriamo un conduttore isolato carico d’elettricità ed immerso in 
un dielettrico immobile. Ammettiamo che il potenziale del campo elettrico 
creato sia uguale a zero all’infinito. Se si raddoppia la carica elettrica del 
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conduttore, anche il suo potenziale si raddoppia. In generale la carica q di 
un conduttore è proporzionale al suo potenziale £ 


q= Ce. (26.1) 


Il valore del coefficiente C dipende soltanto dalla forma e dalle dimensioni 
del conduttore, dalla permettività del dielettrico in cui esso è immerso e dal- 
la sua distribuzione nello spazio. Questo coefficiente si chiama capacità del 
conduttore isolato. Ad esempio, per una sfera di raggio a in un dielettrico 
omogeneo © = g9/(£a), e quindi 


C = ea. (26.2) 


2. Una nozione più importante è quella di capacità di un condensatore. 
Ogni condensatore è costituito da due armature separati l’una dall’altra da 
uno strato di dielettrico. Supponiamo che le armature del condensatore sia- 
no costituite da due involucri metallici chiusi: uno esterno e uno interno cir- 
condato interamente dall’altro. In questo caso il campo che agisce tra le ar- 
mature non dipenderà assolutamente dai campi elettrici esterni. Secondo il 
teorema di Faraday, le cariche accumulate sulle superfici interne delle arma- 
ture, cioè quelle rivolte verso il dielettrico, devono essere uguali in grandezza 
ed essere di segno contrario. In un condensatore reale, le cui armature non 
sono interamente chiuse, questo risultato è verificato soltanto approssimati- 
vamente, ma con una precisione assai elevata. Il campo interno del conden- 
satore è praticamente indipendente dai campi esterni purché le armature 
siano molto vicine l’una all’altra. In questo caso le cariche saranno concen- 
trate quasi interamente sulle superfici interne delle armature del condensa- 
tore. Se g è la carica di una delle armature (per fissare le idee supponiamola 
positiva), e f = (91 — -) è la differenza di potenziale tra le armature si ha 


q= C(e1- 22). (26.3) 


La costante C dipende soltanto dalle dimensioni e dalla costruzione del 
condensatore. Essa si chiama capacità del condensatore. 

Prendiamo due condensatori. In uno di essi lo spazio compreso tra le 
armature è riempito di un dielettrico omogeneo di permettività €, nell’altro 
questo spazio è occupato dal vuoto (quest’ultimo tipo si chiama condensa- 
tore ad aria, ciò che non è del tutto esatto). Per il resto questi due condensa- 
tori sono identici. A parità di carica sulle armature la differenza di poten- 
ziale tra le armature del primo condensatore sarà € volte più piccola che tra 
le armature del secondo (cfr. $ 22, punto 3). Per conseguenza la capacità 
C del condensatore a dielettrico sarà e volte più grande che la capacità Co 
del condensatore ad aria 


C = £Co. (26.4) 


3. In ogni sistema d’unità di misura per unità di capacità si prende la 
capacità di un condensatore che, portando una carica unitaria, presenta tra 
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le armature una differenza di potenziale uguale all’unità. Nei sistemi gaus- 
siano e CGSE secondo la formula (26.2) l’unità di capacità corrisponde alla 
capacità di una pallina isolata di raggio uguale ad 1 cm e collocata nel vuo- 
to. In questi sistemi la capacità ha la dimensione di una lunghezza. È per 
questo che l’unità di capacità si chiama centimetro. L'unità pratica di capa- 
cità è il farad. Il farad è la capacità di un condensatore tra le armature del 
quale appare una differenza di potenziale di 1 volt quando è carico d’una 
quantità d’elettricità uguale a 1 coulomb. Sì ha dunque 


1C_ 3-10? un. car. CGSE — 
un. pot. CGSE 





300 


Una capacità di 1 F la possiede una sfera isolata di raggio 9-10"! cm = 9-10° 
km collocata nel vuoto. È una capacità molto grande. In pratica si utilizza 
il microfarad che è uguale alla milionesima parte del farad, nonché il picofa- 
rad che è uguale alla milionesima parte del microfarad. Una pallina di rag- 
gio 0,9 cm collocata nel vuoto possiede una capacità di 1 picofarad. 

4. Capacità di un condensatore sferico. Le armature sono due sfere: l’in- 
terna di raggio Ri e l’esterna di raggio R. (fig. 73). Tra queste armature la 
differenza di potenziale è 


La capacità del condensatore è 


_ E _ RR 
= 17R- 17R5 © © Ri - Ri (26.5) 





Fig. 73. Fig. 74. 


Se la distanza d = R. — Ri è piccola rispetto ai raggi Ri e Ri, le aree delle 
armature sono quasi uguali fra loro e sono approssimativamente uguali a 
S = 4rRî = 4rRî = 4rR;R.. La capacità allora è 


_ ES 
4rd 





(26.6) 
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Questa formula, come era da aspettarsi, coincide con la formula per la ca- 
pacità di un condensatore piano che si stabilisce nel punto 5. 

5. Capacità di un condensatore piano. Il campo tra le armature del con- 
densatore è quasi dappertutto omogeneo (fig. 74). L’omogeneità è perturba- 
ta soltanto presso i bordi del condensatore. Noi però trascureremo questi 
« effetti di bordo » nel calcolo della capacità del condensatore piano. Si può 
farlo quando la distanza d tra le armature è molto piccola rispetto alle loro 
dimensioni lineari. Se o è la densità superficiale d’elettricità sull’armatura 
positiva e S l’area di quest’ultima, allora q = oS. L'intensità del campo elet- 
trico è E = 4r0/e, la differenza di potenziale è g1 — ©. = Ed = 4rod/e e 
la capacità del condensatore è quindi 


ES 
4rd 


Gli effetti di bordo richiedono l’aggiunta di termini correttivi, di cui però 
non ci occuperemo. 

Prendiamo un condensatore ad aria costituito da due piastre, una im- 
mobile A e l’altra mobile 8 (fig. 75). Mettiamo la piastra 8 a terra, invece 


| 


Fig. 75. 





la piastra A sarà ben isolata e legata alla pallina di un elettrometro. Comu- 
nichiamo una carica alla piastra A e cominciamo a spostare la piastra B. 
Quando la distanza tra le piastre aumenta, la lancetta dell’elettrometro de- 
via più fortemente, e quando la distanza diminuisce la deviazione della lan- 
cetta diventa più debole. Il fatto è che quando la distanza tra le piastre au- 
menta, la capacità del condensatore diminuisce. Dato che l’elettrometro 
prende soltanto una quantità d’elettricità trascurabile, la carica q della pia- 
stra A praticamente non varia. Quindi la differenza di potenziale g = 9/C 
aumenta, come indica l’elettrometro. Invece quando le piastre si avvicinano 
l’una all’altra, la capacità aumenta e la differenza di potenziale diminuisce. 

Questo effetto si può anche interpretare immediatamente per mezzo del- 
la legge di Coulomb. Quando si collega la piastra carica A all’elettrometro, 
una parte della carica passa sull’elettrometro. La carica che resta è trattenu- 
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ta dal campo elettrico della piastra B. Quando la piastra 8 si avvicina alla 
piastra A, il campo aumenta. Grazie a ciò una parte della carica dell’elettro- 
metro passa sulla piastra A e la deviazione della lancetta dell’elettrometro 
diminuisce. Questa spiegazione dimostra che l’effetto osservato deriva dagli 
effetti di bordo. L'intensità del campo tra le piastre infinite non dipende dal- 
la distanza che la divide. Però per piastre di dimensioni finite non è così, 
in particolare in prossimità del bordo. Quando una piastra di dimensione 
finita B si avvicina ad una piastra A, quest’ultima acquista cariche indotte 
di segno contrario, mentre la pallina e la lancetta dell’elettrometro acquista- 
no cariche dello stesso segno. Tale spostamento delle cariche altera in modo 
trascurabile la carica del condensatore e l’intensità del campo tra le piastre; 
ma tali variazioni sono sufficienti perché la carica dell’elettrometro e la dif- 
ferenza di potenziale corrispondente varino notevolmente. 

Se, mantenendo costante la distanza tra le piastre A e 8, si introduce tra 
queste una lastra di dielettrico, l’elettrometro indicherà una differenza di 
potenziale più piccola. Tale esperimento, realizzato da Faraday, permise di 
scoprire l’influenza di un mezzo intermediario sul campo elettrico esistente 
tra due corpi elettrizzati. Il risultato ottenuto è dovuto ad un aumento della 
capacità del condensatore quando si introduce un dielettrico tra le piastre. 
Si potrebbe anche dire che le cariche indotte sul dielettrico attirano una par- 
te d’elettricità dell’elettrometro sulle armature del condensatore. Nello stes- 
so esperimento una lastra metallica si comporta come un dielettrico di per- 
mettività e infinitamente grande e la sua introduzione tra le piastre equivale 
ad una diminuzione della distanza d tra le armature del condensatore. 

Questa esperienza può essere realizzata anche in condizioni diverse (fig. 
76). Si collegano le armature di un condensatore ad aria mediante un galva- 
nometro balistico ai poli di un elemento galvanico che mantiene costante 
la differenza di potenziale tra le armature. Se si introduce tra le armature 
una piastra di dielettrico la capacità e la carica del condensatore dovranno 
aumentare. Il circuito sarà allora percorso da una breve corrente elettrica ed 
il galvanometro balistico registrerà una deviazione. 

6. Capacità di un condensatore cilindrico. Un condensatore cilindrico si 
compone di due armature cilindriche coassiali tra le quali si trova uno strato 
di dielettrico (fig. 77). La bottiglia di Leida ne è un esempio. Siano a e d 
i raggi dei rivestimenti interno ed esterno e / la lunghezza del condensatore. 
Se si trascura l’effetto di bordo, si ha 


_ el 
C = in (04) (26.7) 


Quando la distanza d = bd — a tra le armature è piccola rispetto ad a e db, 
questa formula, come è facile verificare, si riduce alla formula (26.6). 

7. Capacità di due fili rettilinei paralleli. Sia / la lunghezza di ciascun 
filo, a e b i loro raggi, 2A la distanza tra questi fili. Ponendo /> 21 > a, 
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2h > b, sì può utilizzare la formula (19.11) e scrivere 
g = — 2qlnr;/(e1) + 2q Inr/(£)) + cost, 
dove ri e r. sono le distanze tra il punto d’osservazione e gli assi dei fili. Po- 


nendo prima ri; = a, r = 2h, poi ri = 2h, ra = b, si ottengono i potenziali 
41, «2 dei fili e la differenza di potenziale g1 — «2. Come risultato si ottiene 





la formula che dà la capacità del sistema 





_ el 
C = VILLA . (26.8) 
ab 
Nel caso particolare in cui a = d 
_ el 
C= în (2h/a) * (26.9) 


Usando il metodo delle riflessioni speculari, si deduce facilmente da 
questa formula un’espressione della capacità di un filo cilindrico rettilineo 
sospeso al di sopra di un piano conduttore infinito (filo telegrafico sospeso 
al di sopra del suolo); se il filo è parallelo al piano e la distanza tra loro 
è uguale a A, la capacità sarà data da 


l 
C= È, 26.10 
2 In (2//a) ( 
cioè due volte più grande che nel caso precedente. 
8. I condensatori sono spesso montati in batterie. Il montaggio può es- 
sere in parallelo (fig. 78), o in serie (fig. 79). Si utilizza anche un montaggio 
misto. Per semplificare ci limitiamo allo studio di due casi. Nel caso di un 
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montaggio in parallelo, le differenze di potenziale tra le armature di due 
condensatori sono uguali, mentre le loro cariche si sommano: q = qi + q2. 
Dividendo per la differenza di potenziale totale f = 41 — 2, si ottiene la 
capacità di questa batteria 


C=Ci+ C. (26.11) 


Nel caso di un montaggio in serie, le armature intermedie collegate tra 
loro vengono elettrizzate per effetto dell’induzione, per cui le loro cariche 





+ - 
_ 2 AL 7 
RT, 0, 92 , _ 
4 \ 7 + + 
% I + + 9, 2 1, g, %, CA 
Fig. 78. Fig. 79. 


sono uguali e di segni contrari. Quindi, le cariche dei due condensatori sono 
uguali. Le differenze di potenziale si sommano: 


g1- 93= (01- 02) + (92 — #3). 
Dato che 
£1 — 03 = 9/C, g1 02 = 9/C, g2— 03 = 9/C, 
sl ottiene 


1 1 
cc Go’ 


(26.12) 


Al 


È facile generalizzare le formule (26.11) e (26.12) al caso di parecchi con- 
densatori. Si utilizza il montaggio in parallelo allo scopo di aumentare la 
capacità del condensatore. Il montaggio in serie viene utilizzato quando, per 
evitare la scarica distruttiva si cerca di distribuire una grande differenza di 
potenziale tra parecchi condensatori. 

9. Applichiamo la formula (26.12) al calcolo della capacità di un con- 
densatore piano stratificato. Il condensatore è costituito da due armature 
metalliche parallele tra le quali si trovano alcuni strati piani di dielettrici di 
permettività diversa (fig. 80). Immaginiamo di introdurre tra gli strati dei 
dielettrici delle lastre metalliche infinitamente sottili. Né le cariche sulle ar- 
mature, né le intensità dei campi elettrici negli strati di dielettrici subiranno 
variazioni. Non varierà neanche la differenza di potenziale tra le armature, 
né la capacità del condensatore. Intanto però l’introduzione delle lastre me- 
talliche trasforma il condensatore stratificato in una batteria di condensato- 
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ri montati in serie. Applicando le formule (26.6) e (26.12) si ottiene 
LE...) (26.13) 


dove di, d., ... sono gli spessori degli strati dei dielettrici e £1, €2, .. . le 
loro permettività. 





Problemi 


1. Si realizza una batteria con tre condensatori di capacità Ci = 2 uF, C. = 2 uF, 
C3 = 4 uF ai quali si possono applicare le tensioni massime: V, = 1000 V, V2 = 450 V e 
V3z = 250 V. Nel caso di quale montaggio dei condensatori si può assicurare la tensione più 
alta? Quale è il valore di questa tensione e quale è la capacità corrispondente della batteria? 

Risposta. Nel caso di un montaggio in serie; V = 1125 V; C = 0,8 uF. 

2. Si calcoli la capacità per unità di lunghezza di due cilindri circolari, paralleli ed infinita- 
mente lunghi, di raggi a e b, i cui assi si trovano ad una distanza / l’uno dall’altro. 

Soluzione. Prendiamo due rette parallele A e A’ infinitamente lunghe e uniformemente 
cariche d’elettricità di segni contrari (fig. 81). Le superfici equipotenziali saranno rappresentate 





da cilindri circolari (si veda il problema 9 del $ 19). Siano S e S’ due cilindri esterni l’uno all’al- 
tro. Determiniamo le posizioni degli assi O e O’ di queste superfici cilindriche dalle condizioni 
OA-O0A' = a}, O0'A'-O0'A = bè (cfr. $ 23, punto 3). I potenziali delle superfici S e S' 


saranno 


2x a 2x' b 
g= — In-, gp’ = — In , 
E d E d' 








dove d = OA, d' = O'A'. Se le cariche x e x’ lasciassero le linee A e A’ e si trasferissero 
sulle superfici cilindriche S e S’, il campo all’interno dei cilindri si annullerebbe, mentre il 
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campo esterno resterebbe invariato. Si ottiene così la distribuzione delle cariche imposta dall’e- 
nunciato del problema. Avendo calcolato la differenza di potenziale g — g’ otteniamo la ca- 
pacità per unità di lunghezza 
€ 
C = __. (26.14) 


2in £0 
dd' 





Per determinare d e d’ si hanno a disposizione le equazioni 
d(l - d')= aÈ, d'(l- d)= Db, 


P+a- b- VP + a — 5°? — dal 


da cui si ottiene 


2I 
(26.15) 
gr Pd - VU? + b° — a? — 4b°f° 
=-—_—_ -=aA«VXÉTTT_ 


Consideriamo ora il caso in cui il cilindro S’ è contenuto interamente all’interno del cilin- 
dro S (fig. 82). I ragionamenti ed i calcoli restano in questo caso gli stessi, come pure la formu- 
la finale (26.14). Però il calcolo di d = OA e di d’ = O'A' si effettua per mezzo delle 
equazioni 

d'(d-/=b?, d(d'+1=a? 


(a>b> |. 
Se ne deduce 
E 21 
(26.16) 
a - a’ — b> — Il - V(a° — b* — 1°) — 4b°f° 
21 


3. Si dimostri che nel caso di cilindri di raggi piccoli la formula (26.14) si riduce alla for- 
mula (26.8) e la formula corrispondente ai cilindri coassiali si riduce alla formula (26.7). 
4. Si ottenga l’espressione della capacità di un ellissoide. ì 
Risposta. © 
l 
"x | + M(6° + Me + N] A. (26.17) 
0 


Per un ellissoide di rotazione allungato 


1l+e 
l l 











_ = n , (26.18) 
C2aee 1-e 
e per un ellissoide di rotazione appiattito: 
1 e 
_ = artg TT, 26.19 
C 2aee 8 1- e? 


dove e è l’eccentricità dell’ellissoide. 
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8 27. Coefficienti di potenziale e di capacità 


1. Consideriamo un sistema qualunque di n conduttori carichi immobi- 
li, e supponiamo che lo spazio che li separa sia riempito di un dielettrico 
immobile omogeneo o non omogeneo. Un tal sistema si chiama talvolta 
condensatore complesso. Supporremo che non ci siano cariche libere nel 
dielettrico; dimostriamo che in queste condizioni i potenziali dei conduttori 
si possono rappresentare come funzioni lineari omogenee delle loro cariche. 
Si porrà, come al solito, che il potenziale del campo sia uguale a zero 
all’infinito. 

Ammettiamo dapprima che alcuni conduttori non siano carichi. Comu- 
nichiamo poi una carica uguale a 1 al solo i-esimo conduttore. In queste 
condizioni il campo elettrico E;(r), il potenziale Vi(r) e l’induzione Dj = 
= €(r)E;(r) saranno univocamente determinati in tutto la spazio. Secondo 
il teorema di Gauss il flusso del vettore D; attraverso la superficie dell’;- 
esimo conduttore sarà uguale a 47 ed il flusso attraverso le superfici di tutti 
gli altri conduttori sarà uguale a zero. Indichiamo con VW; il valore del po- 
tenziale V;(r) nel luogo dove si trova l’j-esimo conduttore. I valori dei coeffi- 
cienti V;; dipendono soltanto dalla forma e dalle posizioni dei conduttori 
e dalla permettività del dielettrico che si trova tra i conduttori. Tali coeffi- 
cienti si chiamano coefficienti di potenziale. Dato che le equazioni dell’elet- 
trostatica sono lineari ed omogenee, tutte le combinazioni lineari dei vettori 
E;(r) e Di(r) con coefficienti g; costanti 


E(r) = DaiElr), (27.1) 


i=1 


D(r) = €E(r) = > GiDi(r), (27.2) 
i=1 

soddisfano a queste equazioni. Infatti il campo vettoriale E(r) è conservati- 
vo poiché tutti i campi Z;(r) lo sono. In un dielettrico il vettore D soddisfa 
all’equazione div D = 0 poiché div D; = 0. Infine nei conduttori E = 0. 
Quindi, le espressioni di £ e di D possono essere considerate l’intensità e 
l’induzione di un opportuno campo elettrico. Le cariche che eccitano questo 
campo non possono trovarsi nella massa del dielettrico poiché 470 = 
= divD =0. Resta di chiarire il significato fisico dei coefficienti costanti 
gi che abbiamo introdotto del tutto formalmente. Per far questo, notiamo 
che secondo il teorema di Gauss la carica che si trova sulla superficie dell’;- 
esimo conduttore è uguale a 


1 __l 
O; = dr © (045) - dr 2,4 
S, J S 


In virtù del teorema d’unicità si può quindi affermare che l’espressione 
(27.1) definisce il campo elettrostatico creato dal sistema di n conduttori le 





È 09 = gi. 
TT 
$, 


116 


cui cariche sono uguali rispettivamente a q1, Q2, . . .. Qn. Il potenziale del 
campo (27.1) è determinato dall’espressione 


on = Da. 27.3) 
È 


Collocando il punto r sulla superficie dell’i-esimo conduttore, si ottiene il 
potenziale di quest’ultimo 


n 
gi= di Vijgi. (27.4) 
j=1 
Risolvendo queste equazioni rispetto a gi; si ottiene 
n 
gi= dI Cijgj. (27.5) 
j=1 


Le costanti C;; si chiamano coefficienti di capacità”. Come i coefficienti 
di potenziale, i coefficienti di capacità dipendono soltanto dalla grandezza, 
dalla forma e dalla posizione dei conduttori, nonché dalla permettività del 
mezzo intermedio. Dimostreremo nel $ 28 che i coefficienti di capacità ed 
1 coefficienti di potenziale sono simmetrici, cioè Cij = Cji, Vij = Vii. 

Quindi /e cariche dei conduttori sono funzioni lineari ed omogenee dei 
loro potenziali e questi ultimi sono funzioni lineari ed omogenee delle 
cariche. 

Se il dielettrico che occupa lo spazio tra i conduttori è omogeneo, tutti 
1 coefficienti di capacità C;x saranno proporzionali alla sua permettività e. 

Nel caso dei condensatori il numero dei conduttori (delle armature) è 
uguale a due. Si ha allora 


qu = Cuegi + Cizg2, q2= Crigi + C2202, 


dove g2 = — q1. Risolvendo queste equazioni rispetto a gi € ©-, si ottiene 
la differenza di potenziale 91 — «. e la capacità del condensatore 
c=-_ ue: 20 (27.6) 
Cir + C22 + Ci2 + Cai 

2. Indichiamo alcune proprietà dei coefficienti di potenziale e dei coeffi- 
cienti di capacità. Senza entrare nei particolari delle dimostrazioni matema- 
tiche, ci limiteremo a considerazioni fisiche intuitive ma abbastanza 
convincenti. 

Tutti i coefficienti di potenziale V;; sono positivi. Infatti, se si comunica 
al j-esimo conduttore una carica positiva g e gli altri conduttori sono scari- 
chi, è evidente che il potenziale in qualsiasi punto dello spazio sarà positivo, 
in particolare sul conduttore i-esimo, dove g; = Vijg. Essendo g; positivo, 
se ne deduce che Vi; > 0. 


!) Nella vecchia letteratura i coefficienti C;; erano chiamati coefficienti di capacità per 
i = j, e coefficienti d’induzione per i # |. 
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E anche evidente che è il conduttore carico che presenta il potenziale 
massimo, cioè £; > gi. Ne deriva che V;; > Vj (i# |). 

I coefficienti di capacità C;; aventi indici uguali sono positivi, e quelli 
1 cui indici sono differenti sono negativi. Mettiamo a terra tutti i conduttori 
salvo l’i-esimo. Si avrà allora gi = Ciigi. Le grandezze q; e eg; saranno del 
medesimo segno e perciò deve essere Ci; > 0. Mettiamo ora a terra tutti i 
conduttori tranne l’i-esimo e il j-esimo; comunichiamo al conduttore i la ca- 
rica positiva g; e lasciamo il conduttore j scarico. I potenziali g; e g; saranno 
allora positivi con g;j = 0 = Cjigi + Cijgi = 0. Questa uguaglianza può es- 
sere verificata soltanto se C;; < 0. 


n 
Dimostriamo infine che >jC; 0. Supponiamo che l’i-esimo 
Duel 


conduttore che porta una carica positiva g; sia circondato da tutti i lati da 
un involucro conduttore chiuso di forma arbitraria e messo a terra (fig. 83). 





Secondo il teorema di Faraday, una carica indotta negativa g’ = — g; deve 

apparire sull’involucro. Allontaniamo all’infinito alcune parti dell’involucro 

in modo che quelle rimaste formino un sistema di n — 1 conduttori messi 

a terra e portanti le cariche gi, 92, . . ., di- 1, Gi+ 1 - + +, Gn. In valore assolu- 

to la somma di queste cariche è più piccola di gi. Tenendo conto dei segni, 
n 


si può scrivere >jg;=0. Sostituendo g; = Cigi e osservando che 


J53! 
i > 0, si ottiene il risultato richiesto. 


Problemi 


1. Si avvicina ad un conduttore isolato che porta una carica positiva un altro conduttore 
isolato che non è carico. Dimostrare che in questo caso i potenziali dei due conduttori aumen- 
teranno e la differenza di potenziale tra di loro diminuirà. Esaminare anche il caso in cui il 
primo conduttore portava una carica negativa. 

2. Ad un conduttore si comunicano delle cariche ponendolo in contatto con una piastra 
dotata di carica O; la carica della piastra viene poi ripristinata con un generatore, e si ripete 
il procedimento. Sia gi la carica comunicata al conduttore dopo la prima operazione. Determi- 
nare la carica g del conduttore dopo numerose operazioni. 
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Soluzione. Quando si avvicina il conduttore alla piastra, la carica totale si distribuisce in 
un rapporto determinato tra questi corpi. Durante il primo avvicinamento il conduttore acqui- 
sta la carica q1, e sulla piastra rimane una carica uguale a Q — q1. Dopo aver ripetuto molte 
volte l’operazione di carica, ulteriori contatti tra il conduttore e la piastra praticamente non 
modificano la carica del conduttore. Anche la carica della piastra non varierà più e sarà uguale 
a Q, poiché la piastra viene ricaricata dall’elettroforo. La carica q cercata si ottiene per mezzo 


del rapporto 
CI gi 


O Q-g 


3. Tre sfere metalliche isolate perfettamente identiche sono collocate ai vertici di un trian- 
golo equilatero. Si tocca successivamente ciascuna delle sfere con un filo sottile legato ad un 
conduttore carico posto a grande distanza il cui potenziale non è conosciuto, ma è mantenuto 
costante. Dopo questa operazione le cariche delle due prime sfere risultano uguali a q1 e q2. 
Determinare la carica g3 della terza sfera. 

Soluzione. Per ragione di simmetria Vi = V22 = V33= A, Vi2 = Va = V23 = B. Quan- 
do si carica la prima sfera, essa acquista il potenziale g; = Aq1. Quando si caricano le altre 
due sfere, il potenziale della prima sfera varia, ma conoscere il suo nuovo valore non è necessa- 
rio per la soluzione. Quando si carica la seconda sfera, il suo potenziale diventa uguale anche 
a gi = Aq. + Bq1. Parimenti per la terza sfera: g1 = Aq3 + B(q1 + g2). Quindi 


Aq: = Aq. + Bqi = Aq: + B(qi1 + q2), 


da cui 


q33 — .- 
Qi 


4. Quattro sfere metalliche isolate assolutamente identiche sono collocate ai vertici di un 
tetraedro regolare. Si tocca successivamente ciascuna delle sfere con un filo sottile legato ad 
un conduttore carico posto a grande distanza, il cui potenziale non è conosciuto, ma è mante- 
nuto costante. Dopo di che le cariche della prima e della seconda sfera risultano uguali a q1 
e q.. Determinare le cariche delle altre due sfere. 

Risposta. 93 = 93/q1, 94 = G3/qî. 


$ 28. Energia elettrica 


1. Come ogni altra forma di energia, l’energia elettrica dipende soltanto 
dallo stato del sistema e non dipende dal procedimento seguito per condur- 
re il sistema nello stato considerato. Calcoliamo dapprima l’energia di un 
condensatore carico. Essa dipende univocamente dalle cariche sulle sue ar- 
mature o dalla differenza di potenziale tra di esse. Il procedimento di carica 
non esercita alcuna influenza sul valore dell’energia. Utilizziamo un proce- 
dimento di carica per il quale i calcoli risultino più semplici. Se il condensa- 
tore è scarico, ciascuna delle sue armature contiene una miscela di quantità 
uguali d’elettricità positiva e negativa. Trasportiamo l’elettricità positiva in 
porzioni infinitamente piccole dq dall’armatura negativa su quella positiva. 
Per realizzare questo trasferimento, deve essere effettuato un lavoro contro 
il campo elettrico 


6A°5 _ gdq, 
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dove g è la differenza di potenziale istantaneo tra le armature. Il lavoro del 
condensatore stesso sarà uguale ma di segno contrario 


SA = — ©dq. (28.1) 


La carica del condensatore può essere accompagnata dall’emissione o dal- 
l’assorbimento di calore, nonché da una variazione della densità del dielet- 
trico. Nella maggioranza dei casi questi effetti sono insignificanti e non ne 
terremo conto per il momento. Il lavoro 84°" servirà allora interamente ad 
accrescere l’energia elettrica W del condensatore, cioè 


dw = edg = 10 (28.2) 
C 
Se, come abbiamo ipotizzato, né la temperatura né la densità del dielettrico 
variano durante la carica, la permettività € del dielettrico e la capacità C 
del condensatore rimangono ugualmente costanti. Perciò l’integrazione del- 
l’espressione precedente darà 


w= 9-19 =1 co (28.3) 
20 27209. 
2. Daremo ora un procedimento di calcolo generale dell’energia elettri- 
ca. Consideriamo parecchi corpi che portino le cariche gi, Q2, ... edi cui 
potenziali siano @1, 2, . . .; lo spazio tra questi corpi sia occupato da un 
dielettrico immobile (omogeneo o non omogeneo). Per gi, q2, . . . si inten- 


dono qui unicamente le cariche libere e non le cariche di polarizzazione. I 
corpi che portano queste cariche possono essere conduttori o dielettrici. I 
conduttori possono avere dimensioni arbitrarie, mentre i dielettrici devono 
essere sufficientemente piccoli perché i loro potenziali possano essere consi- 
derati costanti in tutti i punti di questi corpi. Questa condizione è sempre 
realizzabile poiché si può suddividere mentalmente ciascuno dei dielettrici 
in parti sufficientemente piccole, e considerare ciascuna di esse un dielettri- 


co distinto. 
Prendiamo come stato iniziale lo stato in cul 1 corpi sono scarichi e co- 


minciamo a trasferire cariche dall’infinito, in porzioni infinitamente picco- 
le, su ciascuno dei corpi. Ragionando come abbiamo fatto nel caso del con- 
densatore, si ottiene 


W = [Digi dqi, 


dove la sommatoria è estesa a tutti i corpi carichi. Gli apici sopra i simboli 
gi € gi servono ad indicare che queste sono grandezze variabili, cioè che esse 
variano durante la carica dei corpi. Il calcolo dell’integrale si effettua facil- 
mente, tenendo conto che il suo valore non dipende dal procedimento di ca- 
rica. Siano qi e gi la carica ed il potenziale dell’i-esimo corpo nello stato 
finale. Realizziamo il procedimento di carica in modo che in ogni istante 
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le cariche variabili 9g; siano proporzionali ai loro valori finali gi; 


gi = kqi, 


dove £ è una grandezza variabile, la stessa per tutte la cariche gi. Questa 
grandezza cresce durante il procedimento di carica partendo dal valore ini- 
ziale X = 0 fino al valore finale X = 1. Dato che la relazione tra D ed E si 
suppone lineare (D = €E) l’accrescimento di tutte le cariche di uno stesso 
fattore fa accrescere dello stesso fattore i potenziali. Si può scrivere, quindi 


gi = Kei. 


Così la sola variabile che determina durante il procedimento di carica i valo- 
ri istantanei delle cariche e dei potenziali è diventata la grandezza X. La sce- 
gliamo dunque come variabile d’integrazione. E del tutto evidente che 
dqi= qidk e quindi 
1 
W = Dpigi\k dk. 


0 


Fseguendo l’integrazione si ottiene 
_1 
W=1 ) odi. (28.4) 


La limitazione concernente le dimensioni dei corpi dielettrici introdotta du- 
rante la deduzione della formula (28.4) può essere tolta scrivendo questa 
formula nella forma 


wW = Ò \cc dV + Ò \co dS, (28.5) 
dove q è la densità spaziale e o la densità superficiale d’elettricità (libera). 
Sotto questa forma la formula è valida qualunque sia la distribuzione spa- 
ziale detconduttori e dei dielettrici. L'integrazione deve essere estesa a tutte 
le cariche libere. 

3. Consideriamo ora il caso particolare in cui tutte le cariche si trovino 
sui conduttori. Si utilizzerà allora l’espressione per W fornita dalla (28.4). 
Le dimensioni e la distribuzione spaziale dei conduttori possono essere arbi- 
trarie. Nel caso particolare del condensatore il numero di conduttori è ugua- 
le a due e le loro cariche sono uguali e di segni contrari. La formula (28.4) 
si riduce allora alla formula (28.3). Supponiamo ora che il numero di con- 
duttori sia arbitrario. Se le cariche sui conduttori subiscono degli incrementi 
infinitamente piccoli dgi, anche i loro potenziali g; variano. L'energia elettri- 


ca varierà allora di 
1 1 
òW = DI ) 0:6G: +3 ) ade. 
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Ma essendo questo incremento uguale a 64°" = > g;dgi, possiamo ugua- 
gliare le due espressioni e ottenere 


dieibgi = Ygido:. (28.6) 


Per mezzo di questa relazione si dimostra facilmente che i coefficienti 
di potenziale V;; ed i coefficienti di capacità Ci; sono simmetrici. Per sempli- 
ficare la dimostrazione, supporremo che solo gli i-esimi e j-esimi conduttori 
siano caricati e che il potenziale g; sia mantenuto costante. Allora si scriverà 


gidgi + gjÒgj = Giòei. (28.6) 
D’altra parte 
gi = Ciigi + Cijej, =d= Cigi + Ciioj 
Dato che g; è costante 
6gi = Ciògi, 6gj = Ciiòei. 


Sostituendo queste espressioni nella relazione (28.6a) si ottiene 
Cij = Ci. (28.7) 


Se ne deduce anche che Vi; = Vji. Quest'ultimo risultato può essere ottenu- 
to direttamente dalla relazione (28.6). 

4. Osserviamo ora che la polarizzazione del dielettrico che sorge quando 
in esso si eccita un campo elettrico può essere accompagnata da una varia- 
zione di temperatura del dielettrico e dall’apparizione di forze meccaniche 
e di tensioni elastiche. A causa di ciò la permettività dielettrica € dei corpi 
dielettrici può variare durante il procedimento di carica, poiché essa dipen- 
de dalla temperatura e dalla densità. Questa circostanza non influenza l’e- 
spressione del lavoro elementare (28.1). Ma dato che l’integrazione di questa 
espressione è stata effettuata nell’ipotesi che la permettività rimanesse co- 
stante, è evidente che con questo procedimento non si può ottenere un°e- 
spressione dell’energia elettrica interna del sistema. Però le espressioni da 
(28.3) a (28.5) definiscono una grandezza fisica non meno importante, cioè 
l’energia libera del sistema o più precisamente la parte dell’energia libera che 
è legata all’elettrizzazione dei corpi. Per dimostrarlo facciamo passare il si- 
stema dallo stato iniziale allo stato finale in due tappe successive. Dappri- 
ma, in assenza di ogni campo elettrico, deformiamo i corpi e comunichia- 
mo loro del calore in modo che la distribuzione della temperatura e della 
densità sia la stessa che nello stato finale. Indichiamo con Yeias: l’incremen- 
to corrispondente dell’energia libera del sistema. Evidentemente esso non 
dipende dal campo elettrico. Se comunichiamo poi ai corpi del sistema del- 
l’elettricità con porzioni infinitamente piccole mantenendo invariabili la 
temperatura e la densità in ogni punto dello spazio, la permettività dielettri- 
ca del mezzo non sarà modificata. Per conseguenza, si può applicare duran- 
te questa tappa il procedimento di calcolo del lavoro già utilizzato per stabi- 
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lire le formule (28.3) e (28.5). Ma secondo la termodinamica il lavoro ester- 
no fornito durante un processo isotermico quasi-statico va ad accrescere l’e- 
nergia libera del sistema. Ciò significa che durante la seconda tappa del pro- 
cedimento l’incremento dell’energia libera del sistema è Ya = W. Se si con- 
viene di porre che nello stato iniziale l’energia libera del sistema fosse uguale 
a Zero, l’energia totale libera del sistema nello stato finale può essere scritta 
nella forma 


Y = Yelast + W. (28.8) 


Il primo termine del secondo membro rappresenta la componente elastica 
dell’energia libera ed il secondo termine, la sua componente elettrica. 


$ 29. Localizzazione spaziale dell'energia elettrica 


1. Le formule (28.3) e (28.5) esprimono l’energia elettrica in termini di 
cariche e potenziali elettrici. Ma essa può essere anche espressa in funzione 
dell’intensità e dell’induzione del campo elettrico. Facciamo questo calcolo 
considerando dapprima un condensatore piano riempito di un dielettrico 
omogeneo. Trascuriamo le perturbazioni del campo elettrico dovuto agli ef- 
fetti di bordo. Se / è la distanza tra le armature, si ha g = Z/. D'altra parte, 
q= 0S = SDy/4r e, quindi, dq = SdDy/47. Sostituendo queste espressio- 
ni nelle formule (28.1) e (28.2) si ottiene 


sA=--- (EaD), (29.1) 
47 


W = vi (E dD), (29.2) 
47 


dove V = S/è il volume del condensatore. Se la relazione D = e£ è valida, 
l’integrazione è facile e dà 


V 2 V V 2 
= — €E = — (ED)= -— D°. 29.3 
87 87 (ED) 8TE 
2. Estendiamo ora il calcolo al caso di un condensatore di forma arbitra- 
ria (cfr. fig. 83). Dividiamo la superficie dell’armatura positiva in elementi 
di superficie dY e tracciamo le linee di forza uscenti dai punti della frontiera 
di questi elementi di superficie; otteniamo così una suddivisione dello spa- 
zio compreso tra le armature in tubi di forza (uno di essi è rappresentato 
nella figura 83). La carica sulla armatura positiva è rappresentata dall’inte- 
grale q = {od L= 3- {Da dX preso sulla sua superficie. Dato che non ci 
T 
sono cariche elettriche all’interno dei tubi di forza, il flusso del vettore D 
attraverso la sezione trasversale di un tubo di forza è lo stesso su tutta la 
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sua lunghezza. Scegliendo arbitrariamente la posizione della sezione tra- 
sversale dS si può scrivere Da dL = DidS, dove D; è la proiezione del vettore 
D sulla direzione della linea di forza che passa per il punto considerato. 
Esprimendo poi la differenza di potenziale tra le armature come integrale 
lungo una linea di forza, riduciamo l’espressione (28.3) alla seguente forma: 





=-1%9=1 IL 
W = 3 91433 \£a Xi Dias. 
Dato che d/dS = dV, questo integrale si riduce all’integrale di volume 
w= 2 ((epav= (E av (29.4) 
8T 87 


esteso a tutto lo spazio compreso tra le armature del condensatore. 

3. La dimostrazione che abbiamo fornito della formula (29.4) suppone 
che nei dielettrici non ci siano cariche libere. La dimostrazione generale di 
questa formula si basa sulla formula (8.3) di Gauss-Ostrogradski}. Suppo- 
niamo dapprima che non ci siano cariche superficiali nello spazio conside- 
rato. Ponendo nella formula (29.4) E = — gradg e utilizzando l’identità 
div (gD) = gdiv D + D grado, nonché il teorema di Gauss (13.5), si 
ottiene 


1 | l 
W=- — \d D) dV + - dV, 
1 [an e av+3 (co 
dove l’integrazione è estesa a tutto lo spazio. Il primo integrale del secondo 
membro è uguale a zero. Per dimostrarlo circondiamo tutti i corpi carichi 
con una superficie sferica S lontana dalle cariche, e sia V il volume che essa 
delimita. Secondo la formula di Gauss-Ostrogradskij 


{ div (gD) dV = $(D ds). 
V S 


Se il raggio r dell’involucro sferico S è molto grande e la carica totale circon- 
data da esso rimane finita, nel calcolo del campo sulla superficie $S si può 
assimilare questa distribuzione di cariche ad una carica puntiforme, il cui 
potenziale decresce in modo inversamente proporzionale ad r, e la cui indu- 
zione D è inversamente proporzionale ad r°. Se la carica totale è uguale a 
zero, la decrescenza di queste grandezze è ancora più rapida. In ogni caso 
il prodotto gD tende a 0 per r +c0 almeno come r 3. La superficie S del- 
l'involucro sferico cresce più lentamente, proporzionalmente a r?. È chiaro 
che l’integrale preso sulla superficie S ed il suo integrale esteso al volume 
V si annullano al limite per r +00, come si voleva. Dunque 


I 
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Introducendo la carica elementare dg = @dV, si può scrivere la relazione 
precedente nella forma 


W = 3 \eda (29.5) 


È inutile procedere ad uno studio speciale delle cariche superficiali, perché 
è sufficiente osservare che ogni superficie carica può essere considerata co- 
me il caso limite di uno strato sottile che porta cariche di volume. La formu- 
la (29.5) è applicabile a questi strati sottili. Suddividendo le cariche elemen- 
tari dq in cariche elementari volumetriche gdV ed in cariche elementari su- 
perficiali odS, si ottiene 


w = 5 \\c dV + 5 |ods (29.6) 
che coincide con la formula (28.5). 

4. Dunque, le formule (29.6) e (29.4) sono equivalenti. La formula (29.6) 
che esprime l’energia W mediante cariche e potenziali dei corpi si inquadra 
perfettamente nella teoria dell’azione a distanza. La grandezza W viene in- 
terpretata come l'energia potenziale dei corpi elettrizzati che si attirano o 
si respingono mutuamente. La formula (29.4) invece corrisponde alle conce- 
zioni della teoria dei campi poiché l’energia elettrica è espressa attraverso 
l'intensità e l’induzione del campo elettrico che agisce nel dielettrico. Que- 
sto tipo di dipendenza conduce all’idea che l’energia elettrica, come la mate- 
ria, sia distribuita nello spazio con una densità spaziale 








_ 1 _ E° _ D° 
"7 Br (ED) = 87 8re (29.7) 
ossia 
w= LL \E dD. (29.8) 
4r 


Quest’ultima espressione è più generale della formula (29.7) poiché non ri- 
chiede l’utilizzazione della relazione D = e£. Si suppone soltanto che il vet- 
tore D sia una funzione univoca del vettore E; la forma di questa dipenden- 
za non importa. 

A quale di queste due differenti concezioni della localizzazione spaziale 
dell’energia elettrica si deve dare la preferenza? Nel quadro dell’elettrostati- 
ca è Impossibile in via di principio immaginare un esperimento che permet- 
ta di fare una scelta. Il fatto è che in elettrostatica il campo elettrico è indivi- 
sibile dalle cariche che ne sono la sorgente, poiché la grandezza e la disposi- 
zione delle cariche definiscono univocamente il campo elettrico. Inversa- 
mente, se si conosce la distribuzione spaziale del campo, è definita in modo 
univoco la densità delle cariche elettrostatiche. La situazione è del tutto di- 
versa nel caso di campi variabili. I campi elettromagnetici variabili possono 
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esistere indipendentemente dalle cariche elettriche che li hanno eccitati. Le 
cariche possono essere neutralizzate, mentre i campi da esse eccitati conti- 
nueranno a sussistere sotto forma di onde elettromagnetiche che posseggo- 
no una certa riserva d’energia. Questa riserva d’energia non può essere con- 
cepita come l’energia potenziale delle cariche elettriche in interazione reci- 
proca a distanza, poiché non ci sono più cariche. La formula (29.6) perde 
ogni significato, mentre le formule (29.4), (29.7) e (29.8) rimangono valide 
anche nel caso dei campi elettromagnetici variabili. Queste formule rappre- 
sentano ancora l’energia elettrica e la sua densità? È un problema a cui è 
impossibile dare la soluzione senza uno studio approfondito. Non si può 
comunque fare alcuna obiezione contro la possibilità di rappresentare l’e- 
nergia elettromagnetica in funzione delle intensità dei campi elettrici e ma- 
gnetici. Sono soltanto le forme concrete delle formule che esprimono questa 
dipendenza che devono essere precisate. Quindi, se si considera l’elettrostati- 
ca come il caso limite dell’elettrodinamica, si dovrebbe dare la preferenza, 
pure in elettrostatica, alla teoria dei campi con la sua concezione della loca- 
lizzazione spaziale dell’energia. 

5. Osserviamo, per concludere, che l’equivalenza matematica delle for- 
mule (29.4) e (29.6) per i campi statici può essere utilizzata allo scopo di di- 
mostrare l’unicità della soluzione del problema elettrostatico formulato nel 
$ 22, punto l. Supponiamo che questo problema ammetta più soluzioni. 
Consideriamone due: 1) E, = — grad gi, Di = €; 2) E2= — grad ©», 
D, = €E.. Secondo il teorema di Gauss, div Di = 471, div D. = 4702, con 
01 = €02, poiché secondo l’enunciato del problema la densità d’elettricità li- 
bera nel dielettrico è data. Di conseguenza div Di = div D.. Consideriamo 
ora le differenze tra le due soluzioni: £ = £, — £, D=D;- D,, 
« = 1 — 2. È evidente che divD = 0, E = — gradg, D= €E, cioè i vet- 
tori E e D soddisfano le equazioni dell’elettrostatica e rappresentano quindi 
un certo campo elettrostatico. In virtù dell’equivalenza delle formule (29.4) 
e (29.6) si può scrivere 


E° ..,_1 1 


Il primo integrale del secondo membro è uguale a zero poiché g = 0. È suf- 
ficiente prendere l’integrale di superficie soltanto sulla superficie dei con- 
duttori, poiché sulle superfici dei dielettrici o = 01 — 02 = 0. Dato che il 
potenziale ©’ di ciascuno dei conduttori è costante, l’integrale di superficie 
può essere rappresentato nella forma 


[podS = Do® $ 0dS = VpAq9g®, 
i s' 


dove g°° = gf” — gf? è la carica totale dell’i-esimo conduttore. Se è asse- 
gnato il potenziale dell’i-esimo conduttore, si ha ©’ = 0; se è assegnata la 
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sua carica si ha g°° = 0. In ambedue i casi 9g = 0. Quindi 
2 
| E gv =0. 
87 


Dato che e è positiva, E° = 0. Ne risulta che E = E; — E. = 0, il che dimo- 
stra l’unicità della soluzione del problema elettrostatico. 





Problemi 


1. Si calcoli l’energia elettrica di una sfera di raggio a posta nel vuoto, sapendo che la cari- 
ca q della sfera è uniformemente distribuita sulla sua superficie. 
Risposta. 


W = q°/(2a). (29.9) 
2. Lo stesso problema per una sfera la cui carica è uniformemente distribuita nel suo 


volume. 
Risposta. 


W = 39°/(5a). (29.10) 


$ 30. Energia mutua delle cariche puntuali 


1. Consideriamo le cariche puntuali gi: e q. che si trovano nel vuoto a 
distanza infinita l’una dall’altra. Per avvicinarle alla distanza r1:, si deve im- 
piegare il lavoro qQ192/F12. L'energia potenziale d’interazione delle cariche è 


Uu= 9 (30.1) 
T2 


Nel caso di più cariche puntuali 
_l ) O > O Gi 
=> Penn (30.2) 


Il fattore 1/2 è dovuto al fatto che nella sommatoria l’energia potenziale di 
ogni coppia di cariche compare due volte: una volta sotto forma del termine 
gigx/rig e un’altra sotto forma del termine qxgi/rxi, che è uguale al primo. 
La formula (30.2) può essere rappresentata come segue: 


l 
U=1 ) Jedi (30.3) 


dove ; è il potenziale nel punto in cui si trova la carica i e che è dovuta 
a tutte le altre cariche 








o= DI (30.4) 
lik 
kzi 
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2. La formula (30.3) si presenta sotto una forma identica a quella della 
formula (24.8) che esprime l’energia elettrica dei conduttori carichi. In ef- 
fetti tra le due formule esiste una differenza essenziale: l’espressione (28.4) 
può essere trasformata nell’integrale di volume (29.4), che è sempre positivo 
mentre l’espressione (30.3) non ammette una tale trasformazione poiché es- 
sa può essere positiva o negativa. L’espressione (30.3) è negativa nel caso di 
due cariche puntuali di segno contrario. Ciascuna delle cariche g; presa se- 
paratamente possiede un’energia elettrica detta energia propria della carica 
gi. Questa energia propria rappresenta l’energia di repulsione mutua delle 
parti infinitamente piccole nelle quali può essere idealmente divisa la carica 
puntuale considerata. Si è tenuto conto di questa energia nella deduzione 
della formula (28.4), ma non se n’è tenuto conto nella deduzione della for- 
mula (30.3). Nel caso della formula (30.3) ogni carica gi; è stata considerata 
come un tutto unico invariabile e si è tenuto conto soltanto del lavoro speso 
per avvicinare queste cariche invariabili senza tener conto del lavoro speso 
per crearle. Invece nel caso della (28.4) si era tenuto conto anche del lavoro 
speso per creare le cariche gi per accumula di porzioni d’elettricità infinita- 
mente piccole trasferite dall’infinito. In conformità a ciò la formula (28.4) 
caratterizza l’energia elettrica totale di un sistema di cariche, mentre la for- 
mula (30.3) rappresenta soltanto la loro energia potenziale mutua. Nella 
formula (28.4) ; rappresenta il potenziale del conduttore dovuto alla totali- 
tà delle cariche presenti e nella formula (30.3) g; è il potenziale dovuto a 
tutte le cariche salvo l’i-esima. 

3. Per chiarire meglio la questione consideriamo due palline infinita- 
mente piccole le cui dimensioni sono invariabili. Inizialmente le palline so- 
no scariche, infinitamente distanti l’una dall’altra e l’elettricità è distribuita 
in tutto lo spazio con una densità infinitamente debole. Raccogliamo ora 
tutta l’elettricità sulle palline. Dato che esse si trovano a distanza infinita 
l’una dall’altra, esse non esercitano alcuna influenza l’una sull’altra e tutto 
il lavoro servirà soltanto ad aumentare le energie proprie delle palline. Que- 
ste energie sono rispettivamente uguali a: 


Avviciniamo ora le palline cariche l’una all’altra, il che richiede un lavoro 
U = qQ192/r12 (la distanza r. tra le palline deve essere infinitamente grande 
rispetto alle loro dimensioni). L'energia elettrica totale delle palline sarà 


w= 2 \eav+ 2 \Eav+U 
87 87 


Ma si può esprimere questa energia anche in un altro modo. Avviciniamo 
le palline ancora scariche alla distanza r12:, poi concentriamo su di esse l’e- 
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lettricità presente nello spazio. Ciò richiederà il lavoro 


IL zav_ 1 (2 LL l 
W = x [e + E.)°dV = a {ei dV + ra [e dV + 7 |CA dV. 


Confrontando le due espressioni sì ottiene 


u= 2 \(evEndy (30.5) 
4r 


$ 31. Termodinamica dei dielettrici 


1. Applichiamo i principi della termodinamica ai processi di polarizza- 
zione dei dielettrici. Si supporrà che i dielettrici siano isotropi tanto in pre- 
senza quanto in assenza del campo elettrico. Di questo tipo sono, ad esem- 
pio, i dielettrici gassosi o liquidi. Isoliamo mentalmente una porzione del 
dielettrico sufficientemente piccola da poter essere considerata omogenea 
con una sufficiente approssimazione. Supponiamo che con lo stesso grado 
di approssimazione possano essere considerate uniformi la pressione .? e 
l’intensità del campo elettrico che agisce in questa porzione del dielettrico. 
Applichiamo ad essa il primo principio della termodinamica 


50 = dU + SA, (31.1) 


dove 60 è la quantità di calore fornita al dielettrico e ZU è l’incremento del- 
l’energia interna. Il lavoro 6A del dielettrico consta di due parti: la prima, 
? dV, è il lavoro fornito contro la pressione esterna, la seconda è il lavoro 
elettrico rappresentato dall’espressione (29.1). Il ruolo del termine #dV è 
stato dettagliatamente studiato nel volume II, perciò ci permettiamo di non 
considerarlo più per semplificare l’esposizione. Quindi, supporremo che la 
polarizzazione del dielettrico non si accompagni da alcuna variazione sensi- 
bile del suo volume o che questo volume sia mantenuto costante. Inoltre, 
senza restringere la generalità, possiamo rapportare tutte le grandezze in 
gioco all’unità di volume del dielettrico, il che equivale a porre V = 1 nella 
formula (29.1). Come risultato si ottiene allora 


1 


E dD. (31.2) 
4r 


50 = dU — 

2. Introduciamo l’entropia S del sistema, la temperatura assoluta 7, 
nonché le seguenti funzioni termodinamiche: l’energia libera 

Y=U- TS, (31.3) 
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il potenziale termodinamico 


®=v-_L ED, (31.4) 
4r 
l’entalpia 
i=u--L ED. (31.5) 
4r 


Nel caso di trasformazioni quasi-statiche vale l’uguaglianza èQ = 7 dS e 
l'equazione (31.2) si può scrivere nella forma 


dU = TdS + > E dD. (31.6) 
Differenziando le relazioni da (31.3) a (31.5) e utilizzando la (31.6) si ottiene 
dt = — SdT + + E dD, (31.7) 
d&=- SdT--L Da, (31.8) 
4r 
dl= Tads--l DaE. (31.9) 
4r 


Le equazioni (31.6)-(31.9) sono le equazioni fondamentali della termodi- 
namica dei dielettrici. Per poter trarne delle conclusioni concrete vi si deve 
aggiungere una « equazione di stato ». Come equazione di stato si utilizzerà 
una relazione della forma 


D = f(E, T, 7), (31.10) 


dove 7 è la densità della sostanza dielettrica. Dato che la termodinamica 
non permette di stabilire una tale equazione di stato, si deve ottenerla par- 
tendo dai dati sperimentali o per mezzo della teoria molecolare della pola- 
rizzazione dei dielettrici. 
3. Ammettendo che i vettori D e £ siano legati dall’equazione di stato 
(31.10) ed integrando l’espressione (31.7) con 7 e 7 costanti si ottiene 
1 


y= — | EdD + Yo(T, 7), (31.11) 
4r 


dove Yo(7, 7) è la costante d’integrazione che rappresenta evidentemente l’e- 
nergia libera del dielettrico in assenza in esso di campo elettrico. Arriviamo 
così a concludere ancora una volta che la formula (29.2) rappresenta non 
l'energia interna, ma l’energia libera del dielettrico, più precisamente la par- 
te dell’energia libera che dipende dall’intensità del campo elettrico. Scrivia- 
mo l’equazione di stato nella forma D = e£. La grandezza € dipende soltan- 
to da 7 e da 7 che devono rimanere costanti nell’integrazione dell’espressio- 
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ne (31.11). Perciò l’integrazione dà 


8E° D° 

= —— . 1.12 
nt 0 Gre 1 °° (31.12) 
Stabiliamo ora un’espressione dell’energia interna U del dielettrico. Per mez- 
zo delle formule (31.3) e (31.7) si ottiene 


U=Y%- r(57), (31.13) 


y = 





OT 


equazione in cui si è indicato in modo esplicito che la densità 7 deve rimane- 
re costante durante la derivazione, poiché tutti i nostri ragionamenti sono 
fondati sull’ipotesi che 7 = cost. Utilizzando l’espressione (31.2) si ottiene 
dalla formula (31.13) il seguente risultato: 


_ Tde\ D _ d9e\ E° 


dove la funzione Uo(7, 7) rappresenta l’energia interna del dielettrico in as- 
senza in esso di un campo elettrico. Se /a permettività dielettrica € non di- 
pende dalla temperatura, le componenti elettriche dell’energia libera e del- 
l'energia interna sono uguali. Questa uguaglianza non è valida se € è funzio- 
ne della temperatura. 

4. Se la variazione della polarizzazione del dielettrico è realizzata in con- 
dizioni quasi-statiche ed adiabatiche, essa generalmente è accompagnata da 
una variazione della temperatura del dielettrico. Questa variazione di tem- 
peratura si chiama effetto elettrocalorico. Per trasformazioni adiabatiche 
quasi-statiche l’entropia S resta costante. Considerando S come funzione di 
E e di T(7rè mantenuta costante), si può scrivere per una trasformazione 


infinitesima 
95 95 _ 
(37) AT 4 (55) AE =0, 
È evidente che 


98) _1 (TI) _1 (50) _ Ce 
oTJe T\ 0T Je T\0T]E T'° 


dove Ce è la capacità termica dell’unità di volume del dielettrico nel caso 
dell’intensità E costante del campo elettrico. D’altra parte dalla formula 


(31.8) si ottiene 
0S\ _ ll 0D _ E de 
dE Jr 4r \dT JE 4n 9T 


TE de 
_ _ © de. 31.15 
AT 4nCe 0T d 


Quindi 
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Ad una variazione finita dell’intensità del campo elettrico da E; a £2, la 
temperatura del dielettrico varierà di 


E, 
___| 7E de 
T,-T= Vate 3T dE. (31.16) 
E 


5. Si definisce qualche volta l’energia interna e le altre funzioni termodi- 
namiche in modo differente. Utilizzando la formula di definizione (13.3) eli- 
miniamo D dalla formula (31.2) ottenendo 


1 


6Q = dU — 77 EdE — Ed 
Introduciamo ora una nuova funzione di stato 
U'=U- E°/(8r). (31.17) 
Si ha allora 
60 = dU' — EdP (31.18) 


La funzione U' si ottiene sottraendo dalla funzione U la grandezza £°/(87) 
che può essere interpretata come la densità d'energia elettrica nel vuoto. 
Quindi, U’ rappresenta la parte della densità di energia interna del dielettri- 
co, che è legata alla sua polarizzazione. Non è tuttavia necessario ricorrere 
ad una tale interpretazione nelle applicazioni della termodinamica. In ter- 
modinamica la sola cosa che importa è che la grandezza U'’ sia una funzio- 
ne di stato. Si può utilizzarla al posto dell’energia interna U nelle relazioni 
termodinamiche, per di più con la stessa efficienza. Si potrebbe chiamare 
la grandezza U'’ energia di polarizzazione dei dielettrici. Introducendo que- 
sta grandezza, la relazione (31.6) si riduce a 


dU' = TdS + EdP. (31.19) 


L'energia libera di polarizzazione di un dielettrico deve essere definita per 
mezzo dell’espressione f’ = U’ — 7S. Le definizioni (31.4) e (31.5), nonché 
le relazioni termodinamiche (31.7)-(31.9) dovranno essere modificate di 
conseguenza. 


Problema 


Si calcoli la differenza tra le capacità termiche di una unità di volume del dielettrico nel 
caso d’induzione costante (Cp) e nel caso d’intensità costante del campo elettrico (Ce). Come 
si deve realizzare il riscaldamento del dielettrico con D = cost e E = cost? 

Risposta. 


2 2 
Co - Co = DL (SE\(P\__TE(®) (31.20) 
4x OT /p\ 0T JE 4x E OT 
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Il riscaldamento del dielettrico deve essere realizzato in un condensatore piano. Se il condensa- 
tore è sconnesso dalla sorgente di tensione, si ha D = cost, e se esso è connesso alla sorgente 
di tensione che mantiene costante la differenza di potenziale tra le armature del condensatore, 
E = cost. 


$ 32. L'energia libera e le forze ponderomotrici 


1. In presenza di un campo elettrico i dielettrici e i conduttori sono sot- 
toposti a forze dette forze ponderomotrici, cioè forze che si esercitano sui 
corpi ponderabili. Questo termine è stato introdotto in un’epoca in cui, in 
fisica, si ammetteva l’esistenza, al pari delle sostanze usuali, di molte sostan- 
ze imponderabili (flogisto, etere, fluidi elettrici e magnetici, ecc.). Questo 
termine ora è in disuso poiché non esistono sostanze imponderabili, ma noi 
lo utilizzeremo lo stesso, in mancanza di un altro termine. La prima causa 
dell’apparizione di forze ponderomotrici è la presenza di cariche elettriche 
accumulate sui corpi. Ma l’effetto dell’accumulo di cariche sui corpi è com- 
plicato dall’apparizione di cariche di polarizzazione e di deformazioni ela- 
stiche nei conduttori e nei dielettrici. Il calcolo delle forze ponderomotrici 
e lo studio simultaneo del meccanismo della loro comparsa sono, nel caso 
generale, assai difficili da effettuare. La termodinamica fornisce tuttavia un 
metodo generale per calcolare le forze ponderomotrici prescindendo dallo 
studio delle loro cause. 

2. Esponiamo questo metodo considerando, ad esempio, un condensa- 
tore piano nel quale lo spazio tra le armature è occupato da un dielettrico 
qualunque. Carichiamo il condensatore, poi sconnettiamolo dalla sorgente 
elettrica, assicurando così la costanza delle cariche elettriche accumulate 
sulle armature. Tra le armature compaiono allora delle forze d’attrazione. 
Indichiamo con F una di queste, ad esempio quella che agisce sull’armatura 
caricata positivamente (fig. 84). Blocchiamo l’armatura negativa ed appli- 
chiamo a quella positiva una forza F’ che equilibri la forza F. Se si rompe 





Fig. 84. 


l’equilibrio modificando infinitamente poco la forza F‘,l’armatura caricata 
positivamente comincerà a spostarsi con un moto infinitamente lento. Dato 
che questo processo può essere realizzato in modo arbitrariamente lento 
(quasi-staticamente) e per un tempo arbitrariamente lungo, si può trascura- 
re l'energia cinetica del moto dell’armatura positiva. La differenza tra le for- 
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ze F' e F sarà infinitamente piccola e perciò i lavori dA’ e dA di queste forze 
saranno, a meno di infinitesimi d’ordine superiore, uguali e di segni contra- 
ri: dA’ = — 6A. La trasformazione può essere accompagnata da liberazio- 
ne o da assorbimento di calore. Evacuiamo questo calore affinché /a tempe- 
ratura del sistema rimanga costante. Il lavoro della forza esterna F'’ sarà al- 
lora utilizzato per accrescere l'energia libera del sistema: dA’ = dY, ossia 


SA + (4Y)g,r = 0. (32.1) 


Gli indici q e T indicano che il calcolo dell’incremento dell’energia libera de- 
ve essere effettuata per gq e 7 costanti. Avendo calcolato mediante la formu- 
la (32.1) il lavoro dA, si arriva a calcolare anche la forza F cercata. 

La formula (32.1) ha un carattere del tutto generale. Essa è valida per 
qualsiasi sistema e non soltanto per il condensatore piano, a condizione di 
intendere per 6A il lavoro di tutte le forze che si manifestano nel sistema 
nel caso di spostamenti infinitesimi di tutti i corpi che costituiscono il siste- 
ma e del mezzo dielettrico che occupa lo spazio intermedio. Questi sposta- 
menti sì chiamano spostamenti virtuali, per disiinguerli dagli spostamenti 
reali che si hanno quando il sistema è in movimento. Ed è opportuno osser- 
vare qui che nel dedurre la formula (32.1) abbiamo commesso un’inesattez- 
za. Spostando l’armatura, il dielettrico può uscire o immergersi nel conden- 
satore. La grandezza dA dovrebbe comprendere anche il lavoro delle forze 
che assicurano questo spostamento del dielettrico. 

3. Secondo la formula (28.8) l’energia libera totale Y si compone di una 
parte elettrica Yer = W e di una parte elastica Yeiast. Il lavoro virtuale dA 
può essere ugualmente suddiviso in due parti, date da 


5Aa + (AW)g.r = 0, (32.2) 
OAelast + (AWeast)g,T = 0. (32.3) 


Procedendo così si può suddividere le forze ponderomotrici che agiscono sui 
conduttori e sui dielettrici in forze elettriche ed in forze elastiche. 

Si può calcolare la componente elettrica 6A. del lavoro virtuale in un 
altro modo. La formula (32.2) si riferisce al caso im cui /e cariche dei corpi 
sì mantengono costanti durante il loro spostamento virtuale. Supponiamo 
ora che 1 corpi del sistema siano collegati a delle sorgenti di elettricità (ad 
elementi galvanici, ad esempio) che mantengono costanti i potenziali di tut- 
ti i corpi durante il loro spostamento virtuale. È evidente che le forze ponde- 
romotrici e dunque il valore del lavoro virtuale è Ax, non dipendono dal fat- 
to che gli spostamenti virtuali dei corpi si effettuino a cariche costanti, a 
potenziali costanti o in qualche altro modo. Si deve considerare l’introdu- 
zione degli spostamenti virtuali come un artificio utile per calcolare le forze 
che si manifestano nel sistema. Gli spostamenti virtuali non hanno alcun 
rapporto diretto con l’origine di queste forze, ma l’incremento dell’energia 
libera d4W durante gli spostamenti virtuali dipende essenzialmente dalle 
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condizioni in cui essi si effettuano. Illustriamo questa proposizione pren- 
dendo come esempio il caso del condensatore. In conseguenza di sposta- 
menti virtuali delle sue armature o del dielettrico che si trova tra di esse, la 
capacità C del condensatore varia. Se il condensatore non è collegato ad 
una sorgente d’elettricità (qQ = cost), l'incremento di energia libera 
W = q°/(2C) sarà dato da 


q° l q° 1 2 
(AW)g,r = 2° s(t) = 202 òC = N) "dC, 
il lavoro virtuale essendo uguale, secondo la (32.2), a $Aa = g°8C/2. Se il 
condensatore è connesso ad un elemento galvanico (g = cost), allora, scri- 
vendo W nella forma W = Cg°/2, si ottiene 





(dM),.7 = 5 250. 


Questa espressione si distingue dalla precedente per il segno. La differenza 
è dovuta al fatto che nel secondo caso l’elemento galvanico comunica al 
condensatore una carica supplementare òq = g$C, producendo così il lavo- 
ro dAc.g. = gèq = g°SC. In quest’ultimo caso l’incremento di energia libera 
del sistema è determinato dal lavoro esterno totale, cioè dalla formula 


5Ac.g. — bAel = 0°8C — g°5C/2 = g°8C/2. 
Di conseguenza 


(AW)g,r = — (dW)c,7, (32.4) 
dAa — (AWM)e,r = 0. (32.5) 


4. L'applicabilità delle formule ottenute (32.4) e (32.5) non è limitata al 
caso del condensatore, ma è del tutto generale. Per assicurarcene consideria- 
mo un sistema arbitrario di conduttori tra i quali si trova un dielettrico qua- 
lunque. L’energia libera di questo sistema è determinata dall’espressione 


(28.4) ossia 
1 1 
W = 3 ) {vere "3 d Vi;jdidj. 


Quando i conduttori o il mezzo dielettrico intermedio subiscono degli spo- 
stamenti virtuali, i coefficienti di capacità ed i coefficienti di potenziale va- 
riano. Se gli spostamenti si effettuano tenendo costanti i potenziali dei con- 
duttori, si ha 


1 
(Mer =3 ) eiehCi 
I, J 
Se invece avvengono a cariche costanti, si ha 
1 
(dW)g,7=3 2 pad Vij. 
I, J 
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Dimostriamo che queste espressioni soddisfano alla relazione (32.4). Sosti- 
tuendo nella formula (27.5) l’espressione di g; ricavata dalla formula (27.4) 
si ottiene 


gi = DIC Vik, 
j.k 


da cui 
VCiVik = dik, (32.6) 
J 


dove dix è uguale a zero per i # X e all’unità per i = X. Prendendo la varia- 
zione della relazione ottenuta si ottiene 


DbCi Vin + LCub Vik = 0, (32.7) 
j j 
espressione in cui in virtù della simmetria dei coefficienti di capacità e di 


potenziale si può permutare gli indici i ed j, nonché j e X. Utilizzando le 
relazioni (32.6) e (32.7) si n° scrivere 


(AMa,r = 1 DI qiòVi;=1 D | CaCioreibVi; = 


i,.j,K,l 
1 Gua 3 CubVy= - 1) ) Cuore 2, 5CkiVi = 
25% 257 
- 13 oenbcud) ViCu= -1 Dj eosCuda = 
i,k,l i, kK,l 


1 
= -3 > gxei6Cri = — (AW)o,r. 


Quindi la relazione (32.4) è dimostrata. In questa dimostrazione abbia- 
mo supposto che le cariche libere fossero portate soltanto dai conduttori, 
ma la dimostrazione potrebbe essere estesa al caso in cui anche i dielettrici 
portassero delle cariche libere. È sufficiente per questo dividere mentalmen- 
te i dielettrici in parti abbastanza piccole in modo tale che si possa con una 
sufficiente approssimazione considerare costanti i potenziali dei differenti 
punti di ciascuna di queste parti. Per tali piccoli parti dei dielettrici si posso- 
no introdurre dei coefficienti di capacità e di potenziale, esattamente come 
nel caso di conduttori. Perciò la dimostrazione suindicata si applica al caso 
dei dielettrici. 

5. Consideriamo ora un sistema qualunque di conduttori carichi, posti 
nel vuoto. Riempiamo tutto lo spazio compreso tra i conduttori di un liqui- 
do incomprimibile di permettività dielettrica e mantenendo invariate le cari- 
che dei conduttori. A causa di ciò l’induzione D del campo non subirà mo- 
dificazioni, mentre l’intensità £ del campo diminuirà di e volte (cfr. $ 22, 
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punto 3). La componente elettrica dell’energia libera W diminuirà anch'essa 
di £ volte. Dato che il liquido è incomprimibile, la componente elastica del- 
l'energia libera Y non varierà nel caso di spostamenti virtuali. Per conse- 
guenza le forze d’interazione, che si esercitano tra i conduttori, saranno de- 
terminate soltanto dalle variazioni della grandezza W. E dato che questa 
grandezza diminuisce di e volte quando si riempie di liquido dielettrico lo 
spazio tra i conduttori, le forze d’interazione dei conduttori diminuiranno 
dello stesso fattore. 

6. Per concludere riprendiamo l’esempio con cui abbiamo cominciato 
questo paragrafo e conduciamo a termine il calcolo della forza d’attrazione 
tra le armature del condensatore piano supponendo che tutto lo spazio sia 
occupato da un liquido omogeneo incomprimibile di permettività dielettri- 
ca e (si veda fig. 84). La componente elastica dell’energia libera può essere 
trascurata poiché per un liquido incomprimibile è 4Y = dW. Orientiamo 
l’asse X nella direzione che va dall’armatura negativa verso quella positiva 
e spostiamo di òx l'armatura positiva nella direzione dell’asse X, mantenen- 
do costanti le cariche sulle armature. Dato che le cariche non variano, tanto 
l’induzione D nel condensatore quanto la densità volumetrica dell’energia 
libera rimarranno costanti: 

D? 
8re 





W = 


A causa dello spostamento il volume del condensatore si accresce di 
6V = Sòx, dove Sè l’area dell’armatura. Una parte del liquido penetrerà nel 
condensatore e la sua energia libera aumenterà di (A0Y),,7 = wòV = Sw òx 
(si trascurano gli effetti di bordo). Il lavoro virtuale fornito dalla forza F 
è BA = F dx = Sf òx. Sostituendo queste espressioni nella formula (32.1), 
si ottiene 
D® 8E° 

f=-w= se a 87° (32.8) 
Quindi la forza f per unità di superficie è numericamente uguale alla densi- 
tà di energia libera w. Questa forza è negativa nel senso che essa è diretta 
nella direzione negativa dell’asse .X, cioè è una forza d'attrazione. 

7. L'espressione (32.8) definisce la forza d’attrazione totale che si esercita 
tra le armature del condensatore (rapportata all’unità di superficie). Questa 
forza totale si compone di una forza elastica feiast e di una elettrica fe. 

Per mettere in evidenza queste due forze bisogna considerare il liquido 
incomprimibile come il caso limite di un liquido compressibile. È importan- 
te osservare che lo spostamento virtuale òx può essere qualunque senza che 
il valore della forza totale f cambi. Consideriamo uno spostamento virtuale 
òx dell'armatura positiva tale che il liquido non penetri nel condensatore. 
Per questo bisognerà introdurre delle forze di compensazione supplementa- 
ri, ma queste forze non produrranno nessun lavoro poiché sono applicate 





137 


alle parti immobili del liquido. Se le cariche sono mantenute costanti, l’in- 
duzione D non varierà, ma la densità 7 del liquido contenuto nel condensa- 
tore e di conseguenza anche la sua permettività e varieranno. Nel caso di 
un liquido compressibile, si deve tener conto della variazione della compo- 
nente elastica dell’energia libera: AW = dYeast + dW. La variazione della 
componente elastica dell’energia libera è 


AYeiast = TT (P—- AISV, 


dove #è la pressione idrostatica del liquido contenuto nel condensatore e 
A è la pressione fuori del condensatore. La variazione della componente 
elettrica dell’energia libera è data da 


_ D° _ Dè |(V\_ D° D° 
@Mar = 5(-') = 2(2) =" Bre 7 gr 








La permettività dielettrica e è funzione soltanto della densità 7 del liquido 
e della temperatura 7, così che 


La variazione della densità del liquido contenuto nel condensatore si 
può ricavare dalla condizione di conservazione della massa: 7V = cost, da 
cui segue Vè7 + 7èV = 0. Ricavando è7 e osservando che òV = Sòx sI 
ottiene 


_ de \ E° 
(AW)g.T — (e +7 PIE Sx. 


Sostituendo queste espressioni nella relazione (32.1), si ottiene il seguente 
risultato: 


f=(P- R) - (+ DS (32.9) 


Questa formula permette di individuare la componente elastica della 
forza fetast = P— A. Per i liquidi incomprimibili (più esattamente poco 
compressibili) nello stato di equilibrio la formula (32.9) deve ridursi alla 
formula (32.8), cioè deve essere 


_ _{de\ E° 
P- A = (3), 87 . (32.10) 


Quindi la forza elettrica supplementare 


-s(d E° 
dr /r 87° 
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che appare a causa della dipendenza della permettività dielettrica dalla den- 
sità, viene compensata dalla pressione idrostatica. Si darà nei $$ 33 e 34 una 
giustificazione più rigorosa di questa affermazione; per ora ci limitiamo ad 
osservare che questa compensazione avviene soltanto in elettrostatica. Se il 
campo elettrico è variabile nel tempo, questa compensazione, in generale, 
non si manifesta. 


Problemi 


1. Trovare l’espressione della forza d’attrazione che si esercita tra le armature di un con- 
densatore ad aria piano considerando questa forza come il risultato dell’interazione delle cari- 
che elettriche. 

Soluzione. Una delle armature del condensatore crea il campo elettrico E, = 2x0 che agi- 
sce sull’altra armatura con una forza F = SoE, = 2xo°S. La densità superficiale d’elettricità 
o è legata all’intensità £ del campo elettrico che agisce nel condensatore dal rapporto E = 4ro. 
Eliminando o si ottiene 


F= — S. (32.11) 


2. Si introduce una piastra a facce piane e parallele di un dielettrico solido tra le armature 
di un condensatore ad aria piano, in modo che tra questa piastra e le armature rimangano degli 
strati d’aria. Come varierà in questo caso la forza d’attrazione mutua tra le armature? 

Risposta. La forza d’attrazione resterà la stessa. 

3. Un condensatore di capacità variabile si compone di due armature metalliche immobili 
poste ad una distanza d l’una dall’altra e tra le quali è disposta una lastra dielettrica mobile 
che può ruotare attorno ad un asse ed introdursi così nello spazio compreso tra le due armature 
immobili (fig. 85). Armature e lastra dielettrica sono di forma semicircolare di raggio R, la 
distanza che separa la lastra dielettrica dalle armature metalliche è trascurabilmente piccola 
rispetto a d. Trascurando gli effetti di bordo, calcolare il momento M delle forze applicate alla 
lastra dielettrica quando essa non si trova nella sua posizione d’equilibrio. Il condensatore vie- 
ne caricato fino a che la differenza dei potenziali sia uguale a ©; la permettività della lastra 
dielettrica è £. 





Risposta. M = (e — 1)R?g°/(16rd). Il momento M tende ad attirare la lastra dielettrica 
nel condensatore. 

4. Nel problema precedente abbiamo ammesso che il momento M non dipende dall’ango- 
lo di rotazione è della lastra dielettrica. Ma nella posizione d’equilibrio, quando d = 0, il mo- 
mento M deve annullarsi. Si spieghi questa contraddizione. 
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$ 33. Tensioni e pressioni maxvelliane 


1. In questo paragrafo e nel seguente continueremo lo studio delle forze 
ponderomotrici che si manifestano nei campi elettrici. Calcoliamo le forze 
ponderomotrici che agiscono sulla frontiera di separazione fra due dielettri- 
ci di permettività €1 e €2. La densità superficiale delle cariche libere sulla 
superficie di separazione può essere uguale a zero, ma può anche essere di- 
versa da zero; ciò non ha importanza per i calcoli successivi. Consideriamo 
dapprima il caso in cui il campo elettrico è uniforme e perpendicolare alla 
superficie di separazione. Può servire da esempio il caso di un condensatore 
piano, tra le armature del quale si trovano due liquidi dielettrici omogenei 
che confinano lungo un piano parallelo alle armature del condensatore (fig. 
86). Supponiamo che i liquidi siano incompressibili; in tal caso la compo- 
nente elastica dell’energia libera non varierà per spostamenti virtuali. Spo- 
stiamo verso l’alto di una distanza òx la superficie di separazione dei dielet- 
trici, in maniera isotermica e mantenendo costanti le cariche delle armature. 





Fig. 86. Fig. 87. 


Essendo costanti le cariche, risulteranno costanti anche le induzioni D;, D, 
nei due dielettrici, e con esse anche le densità di energia libera 
Dî € E? DÎ €,E3 
W=—— = e W, = = -. 33.1 
! 87€: 87 2 8TeE2. 87 





Durante questo spostamento il liquido di permettività €: penetrerà nel con- 
densatore, mentre il liquido di permettività €. ne uscirà. L'incremento corri- 
spondente di energia libera sarà uguale a 


(AY)a,7 = (AW)a,T = (wi — wa) Sòx, 


ed il lavoro delle forze ponderomotrici sarà 6A = fSòx. Sostituendo queste 
espressioni nella formula (32.1) si ottiene la forza f applicata all’unità di su- 
perficie della frontiera di separazione: 


f=Ww-w, (33.2) 
il senso positivo essendo quello della verticale ascendente. 
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2. Si può utilizzare lo stesso procedimento di calcolo nel caso in cui i/ 
campo elettrico è parallelo alla frontiera di separazione dei dielettrici. Con- 
sideriamo un condensatore piano con due liquidi dielettrici (fig. 87). In que- 
sto caso è comodo realizzare lo spostamento virtuale òx della frontiera di 
separazione mantenendo costante la differenza di potenziale tra le armature 
del condensatore, in modo che le densità di energia libera wi e w. nei due 
dielettrici restino invariate. L'energia libera subisce l’incremento 


(AY)c.r = (AW)o,r = (Wi — w.) Siòx, 


dove Si è l’area della superficie di separazione tra i dielettrici. Il lavoro vir- 
tuale è BA = Syfdx. Sostituendo queste espressioni nella formula (32.5) si 
ottiene la forza f che si esercita sull’unità di superficie della frontiera di 
separazione 


f=W— Wa, (33.3) 


il senso positivo essendo quello che va dal primo dielettrico al secondo. 


3. Esaminando le formule (33.2) e (33.3) vediamo che è come se esistes- 
sero una tensione che si esercita lungo le linee di forza ed una pressione che 
si esercita perpendicolarmente ad esse. I valori della tensione .7 e della pres- 
sione II = — .7 sono numericamente uguali alla densità dell’energia libera 
elettrica w. La formula (33.2) indica che la forza agente è determinata dalla 
differenza delle tensioni esistenti dai due lati della frontiera di separazione, 
nella formula (33.3) essa è determinata dalla differenza delle pressioni. Que- 
sta interpretazione si trova in accordo anche con la formula (32.8) che defi- 
nisce la forza che si esercita sulla frontiera di un conduttore carico. Le gran- 
dezze / e Il sono state chiamate rispettivamente tensione e pressione max- 
welliane. Secondo Faraday e Maxwell queste grandezze erano del tutto ana- 
loghe alle tensioni elastiche ed alle pressioni esistenti nei dielettrici e nell’e- 
tere universale. La scienza moderna ha già da tempo rifiutato questo con- 
cetto, ma nel calcolo delle forze ponderomotrici si può utilizzare l’immagine 
concreta delle tensioni e delle pressioni maxwelliane poiché essa conduce a 
risultati corretti. 

4. Se il campo elettrico E è parallelo alla frontiera di separazione, allora 
E, = È), il che permette di omettere gli indici 1 e 2 e scrivere 


f= (€ — €2)E°. (33.4) 


1 
87 
Supponiamo che £1 > €2; allora f > 0, cioè la forza f è orientata da sinistra 
a destra (cfr. fig. 87), nel senso che va dal dielettrico di maggiore permettivi- 
tà verso quello di permettività minore. Lo stesso avviene nel caso in cui il 


campo £ è normale alla superficie di separazione tra i dielettrici, se que- 
st’ultima non porta nessuna carica elettrica libera. Infatti, se questa condi- 
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zione è soddisfatta si ha Di = D. = De la formula (33.2) si riduce a 
2 
_ D (3 _ 1) (33.5) 


Se €1 > €, sihaf>0, cioè la forza f è orientata verso l’alto, nel senso che 
va dal primo al secondo dielettrico (cfr. fig. 86). In generale, qualunque sia 
la direzione del campo elettrico, /e forze ponderomotrici che si esercitano 
sulla superficie di separazione non carica di due dielettrici sono sempre 
orientate verso il dielettrico di permettività più piccola. È l’esistenza di tali 
forze che determina l’attrazione di pezzettini di carta da parte di una bac- 
chetta elettrizzata. 

Se si immergono parzialmente due piastre metalliche parallele in un li- 
quido dielettrico, esso si innalza leggermente sotto l’azione delle forze capil- 
lari. Se si crea tra queste piastre una differenza dei potenziali di qualche mi- 
gliaio di volt, il livello del liquido tra le piastre si innalza ancora di più, per- 
ché il liquido viene attirato verso l’interno del condensatore. 

Se la permettività dielettrica di un corpo è più piccola di quella del mez- 
zo circostante, il corpo viene respinto in una regione in cui il campo elettrico 
è più debole. Per dimostrarlo si realizzi il seguente esperimento. Si prende 
un recipiente di vetro riempito di petrolio o di acqua distillata nel quale è 
posto un tubo di vetro. Attraverso l’estremità superiore del tubo viene insuf- 
flata l’aria a debole pressione che poi esce attraverso l’orifizio A dell’estre- 
mità inferiore ricurva del tubo di vetro immersa nel liquido (fig. 88). In as- 
senza di un campo elettrico, le bolle d’aria salgono lungo la verticale. Ma 





Fig. 88. 


se si immerge nel liquido una pallina caricata d’elettricità, si constata che 
le bolle d’aria sono respinte dalla pallina e la loro traiettoria subisce una 
deviazione. - 

5. Ricavando le formule (33.2) e (33.3) abbiamo considerato i dielettrici 
come liquidi assolutamente incompressibili. Procedendo così non si poteva 
separare le forze elettriche e le forze elastiche. Per ottenere ciò si deve tener 
conto della compressibilità dei liquidi esattamente come abbiamo fatto nel 
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paragrafo precedente, cioè si devono considerare spostamenti virtuali della 
superficie di separazione dei dielettrici per i quali la densità dei liquidi cam- 
bi. Lo facciamo per il caso in cui il campo elettrico è parallelo alla frontiera 
di separazione tra i dielettrici (cfr. fig. 87). Realizziamo uno spostamento 
virtuale della frontiera in modo che le quantità dei due dielettrici contenuti 
nel condensatore restino invariate. Si può evitare il calcolo dell’incremento 
della componente elastica dell’energia libera, purché, come si è mostrato nel 
paragrafo precedente, si aggiunga la pressione idrostatica # alla pressione 
elettrica e la si sottragga dalla tensione elettrica. Perciò ci limitiamo al cal- 
colo degli incrementi della componente elettrica dell’energia libera. Se Vi 
è il volume del primo dielettrico e V2 quello del secondo, allora W = 
= Viwi + V2w.. Realizziamo lo spostamento virtuale della frontiera appli- 
cando una differenza di potenziale costante tra le armature del condensato- 
re. Allora l’intensità £ del campo elettrico che agisce nel condensatore non 
varierà con lo spostamento e perciò 


2 
dW,7 = 5 [B(Vic1) + 8(V.62)], 
ossia 
E? 
dWe.r = ra [(Videi + W26£2) + (E16V1 + e26V2)]. 


La permettività dielettrica di un liquido dipende soltanto dalla sua densità 
e dalla sua temperatura. Per un processo isotermico 


_ { 9€ 
dE = (3) jo. 


Dato che la massa del primo dielettrico è mantenuta costante, si ha 





Vit, = cost, da cui Viòr; = — 716VW, ed allora 
Vide: = — TI de oVi. 
OT 1 
Analogamente per il secondo dielettrico 
e) 
V.6E2 = — 72 az 6V.. 
ky) 
D'altra parte è evidente che èV, = — 6V, = Siòx. Calcoliamo ora dW,,r e 


sostituiamo l’espressione ottenuta nella formula (32.5). Teniamo anche con- 
to della pressione idrostatica. Allora invece della formula (33.3) otterremo 
la seguente espressione: 


2 he) 2 9 
1=A4+4 (a_n e) 3-4 (e-n Sl (33.6) 
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Il ragionamento è del tutto analogo nel casò in cui il campo elettrico è per- 
pendicolare alla superficie di separazione dei dielettrici. Si ottiene allora in- 
vece della formula (33.2) il seguente risultato: 


2 2 
f= -A+$- (+ 3) +A- 4 (+ De). (33.7) 








OT2 OT 


Questi risultati dimostrano che tenendo conto della dipendenza della per- 
mettività dielettrica dalla densità del liquido le forze ponderomottrici del 
dielettrico si riducono ad una tensione che si esercita lungo le linee di forza 
Ye ad una pressione II lungo la direzione perpendicolare. Cambiano sol- 
tanto le formule che esprimono queste grandezze 


2 
7= 944 (+75) (33.8) 
87 OT 
2 
I=9+ E (C-3). (33.9) 
87 OT 


È la differenza di queste grandezze dalle due parti della superficie di separa- 
zione che determina le forze che si esercitano sull’unità di superficie di que- 
sta frontiera. Le forze supplementari dovute alla dipendenza della permet- 
tività dalla densità del dielettrico si chiamano forze elettrostrittive; la varia- 
zione della pressione idrostatica e della densità del dielettrico che ne risulta 
si chiama elettrostrizione. Le forze elettrostrittive sono state prese in esame 
per la prima volta da Helmholtz (1821-1894). Maxwell non ne teneva conto, 
sebbene il valore di 70£/07 sia, di regola, dello stesso ordine di grandezza 
di e. Ciò nondimeno in elettrostatica i risultati ai quali conducono i calcoli 
di Maxwell per i liquidi incompressibili (più esattamente, poco compressibi- 
li) sono corretti, come segue dalla deduzione che ne abbiamo dato sopra. 
Questi risultati devono quindi coincidere con le forze (33.8) e (33.9). Perciò 
se un liquido incompressibile è in equilibrio (idrostatico), le forze elettro- 
strittive devono essere compensate dalle forze della pressione idrostatica. In 
altre parole, in tutti i punti del liquido deve essere verificata la relazione 


de\ E 
P- (3), 87 = Cost. (33.10) 


Questo risultato corrisponde alla formula (32.10) ottenuta prima. Però se 
il campo elettrico varia rapidamente nel tempo, la relazione (33.10) cessa, 
in generale, di essere valida. 


Problemi 


1. Si introduce nello spazio compreso tra le armature di un condensatore ad aria piano 
una piastra dielettrica di spessore /. e di permettività e. (fig. 89). Il condensatore è parzialmen- 
te immerso in un liquido di permettività dielettrica 1 e di densità 7. Trascurando gli effetti di 
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capillarità, si calcoli l’altezza di salita / del liquido nel condensatore se la differenza di poten- 
ziale tra le sue armature è uguale a g. Lo spessore totale delle colonne del liquido nel condensa- 


tore è uguale a /,. 
h= E- 1 E. 2 
— 8r7g \ekb+ed}] 


Risposta. 

2. Si introduce tra le armature di un condensatore ad aria piano una piastra dielettrica 
di spessore /. e di permettività e (fig. 90). Tra la piastra e le armature rimangono degli strati 
d’aria di spessore totale uguale a /1. Si calcoli la forza d’attrazione F che si esercita tra le arma- 
ture se la differenza di potenziale tra di esse è uguale a g e l’area della piastra è uguale a S. 
Che forma assume l’espressione di nel caso limite /1-+0? 


( @ _T_T_TRÈT'TNNSNS 


ALLE LZ, 


(CTZ 
Fig. 89. Fig. 90. 


S 2 
F- i) | 
8r \ let 


3. Un voltmetro capillare si compone di un tubo capillare di vetro la cui superficie interna 
metallizzata e semitrasparente costituisce una delle armature del condensatore cilindrico. La 
seconda armatura è costituita da un filo metallico sottile coassiale alla superficie cilindrica in- 
terna del tubo di vetro. Si calcoli l’altezza di salita A del menisco d’acqua nel voltmetro quando 
si applica alle armature una tensione V = 100 volt, se il diametro interno del capillare è 
D = 0,5 mm ed il diametro del filo è d = 0,05 mm. 

Risposta. 





Risposta. 


2 _— 
ha SED 25 mm 


xr8(D° — d°) In (D/d) 


4. Una goccia di liquido è carica di elettricità. Si calcoli la dipendenza della tensione di 
vapore saturo al di sopra della superficie della goccia dalla sua carica g. Utilizzando il risultato 
ottenuto si spieghi il principio di funzionamento della camera di Wilson. 

Soluzione. La dipendenza cercata si determina con lo stesso procedimento usato per stabi- 
lire la dipendenza della tensione di vapore saturo dalla curvatura della superficie del liquido. 
Si possono ripetere qui, parola per parola, i ragionamenti esposti nel volume II, $ 118. In ag- 
giunta a questi si deve soltanto tener conto dell’influenza che il campo elettrico esercita sull’al- 
tezza di salita del luquido nel capillare. Il campo elettrico deve essere perpendicolare alla super- 
ficie del menisco del liquido del capillare. L'influenza di questo campo equivale ad una diminu- 
zione della tensione superficiale o del liquido. Si deve sottrarre dalla pressione capillare 20/r 
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la tensione maxwelliana 





D° 1-1 _ q” 1] 
87 E 8ar! E ” 


dove e è la permettività dielettrica della goccia ed r il suo raggio. Per una goccia conduttrice 
si deve porre in questa formula e = co. Si può ugualmente porre € = co per l’acqua in virtù 
del suo valore molto grande di permettività (e = 81). Per conseguenza, invece della formula 
(118.5) del volume II si ottiene la seguente relazione: 





P, 20 2 
in = 22 (pop 49). (33.1) 
P RT r gar 


Perr=0er= co questa formula fornisce rispettivamente P = 0 e P = Po. Nell'intervallo 
tra questi valori la tensione di vapore saturo P raggiunge il suo massimo. Derivando (33.11) 
rispetto a r e ponendo dP/dr = 0, si ottiene che ciò avviene quando 


r=r=Na/(4r0). (33.12) 


Applichiamo i risultati ottenuti ad una goccia d’acqua che porta una carica q uguale alla carica 
elementare e posta al centro della goccia. A 20 °C si ha, per l’acqua, o = 73 dine/cm. Secondo 
la formula (33.12) si ottiene ro = 6,3-107 * cm. Per gocce di dimensioni tanto piccole, le formu- 
le macroscopiche che esprimono relazioni quantitative esatte sono di dubbia validità. Ciò no- 
nostante le utilizzeremo ugualmente sperando che il risultato che otterremo sia almeno qualita- 
tivamente corretto. Non diamo neanche importanza al fatto che nelle condizioni reali gli ioni 
che si depositano possono finire in qualsiasi punto della goccia, non solo nel suo centro. La 





Fig. 91. 


dipendenza della tensione di vapore saturo al di sopra della goccia carica dal suo raggio è illu- 
strata nella figura 91. Questa dipendenza, per una goccia non carica, è rappresentata nella stes- 
sa figura da una curva tratteggiata. La carica portata dalla goccia fa diminuire la tensione di 
vapore saturo, mentre per r < ro la tensione di vapore aumenta con il raggio della goccia; que- 
sto spiega la condensazione del vapore sugli ioni (cfr. v. II, $ 119). 
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$ 34. Procedimento generale di calcolo 
delle forze ponderomotrici 


1. Senza perdere in generalità, supporremo che l’elettricità e la sostanza 
siano distribuite nello spazio in modo continuo. Rappresentiamo la compo- 
nente elettrica dell’energia libera nella forma 


D° 
W= \|\-- dv. 34.1 

| 8re (34.1) 
Supponiamo che ogni particella di un dielettrico, insieme con la sua carica 
elettrica, abbia subito uno spostamento virtuale infinitamente piccolo 
q = q(r). L'incremento della grandezza W per un tale spostamento virtuale 


sarà 
2 
dW = \6 DI dv= 1 DòD gv a 1 D°*$ 1 dV, 
8reE 4r € 87 E 


dw=L \zsD dv - DL |P dV. 
4r 87 

Il simbolo è indica qui le variazioni /ocali delle grandezze corrispondenti, 
cioè le variazioni che queste grandezze subiscono in uno stesso punto dello 
spazio quando l’elettricità e la sostanza subiscono spostamenti virtuali. 
L’integrazione è estesa a tutto lo spazio infinito. Trasformiamo il primo inte- 
grale per mezzo del teorema di Gauss-Ostrogradskij. Integrando dapprima 
su un volume finito delimitato da una superficie chiusa $ si ha 


|EsD dV = -| grad g-5D dV = - | div (g8D)dV + 
+ { ediv 6D dV = - è £6D dS + 4r\pde dv. 


ossia 


Supponendo che tutte le cariche si trovino in una regione limitata dello spa- 
zio, allontaniamo all’infinito la superficie chiusa S che le circonda. Allora 
al limite il primo integrale si annulla e si ottiene 


dW = \eso dV — 7 \ 2: dV. (34.2) 

2. Supporremo ora, per semplificare le considerazioni successive, che 
soltanto le particelle della sostanza che si trovano all’interno di un cilindro 
infinitamente sottile orientato lungo l’asse X subiscano spostamenti virtua- 
li. Poniamo che questi spostamenti virtuali infinitamente piccoli avvengano 
parallelamente all’asse X e siano funzioni arbitrarie della coordinata 
x:Q=Xx—- x' = q(x) (fig. 92). Calcoliamo le variazioni /ocali della densi- 
tà elettrica o e della permettività dielettrica de all’interno dell’elemento di 
volume ABCD. Attraverso la sezione AB la carica g(x)0(x)dS entra nel vo- 
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lume e attraverso la sezione CD la carica g(x + dx)o(x + dx)dS esce da 
questo volume, dove dS è l’area della sezione trasversale. La differenza tra 
la carica che entra e quella uscente risulta uguale a 


[209 0 (2) — gx + de) o (x + de)las = — LOD. ay 


dove dV = dS dx è la misura dell’elemento di volume considerato. Questa 
stessa differenza può essere rappresentata mediante l’espressione èodV, per 
cui 


50 = — 2009) . (34.3) 





Calcoliamo ora l’incremento /ocale della permettività dielettrica de. 
Questo incremento è determinato, da una parte, dal fatto che lo spostamen- 
to fa entrare nel volume ABCD porzioni di sostanza che si trovavano in altre 
regioni dello spazio in cui € ha un valore differente, e d’altra parte, dal fat- 
to che lo spostamento di ogni elemento del mezzo fa variare la sua densità 


2’ cdr’ QC xr+dx 





pbe—_—__()—T| 
pe g(ae+d2)___| 


Fig. 92. 


T € per conseguenza la sua permettività dielettrica. Dopo lo spostamento 
della sostanza dall’elemento di volume A’B’C’D’ nell’elemento ABCDla 
densità della sostanza 7’ = 7(x’) subisce un incremento Ar e diventa uguale 
a 7’ + Ar. Dato che la massa della sostanza non varia nello spostamento, 
si ha 

dx'rT’ = dx(r' + Ar), 


da cui 
dx’ — dx d(x’ — x) 


AT= ————_— '=——___ r', 


dx dx 


ossia, a meno di infinitesimi di ordine superiore, 
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Perciò la sostanza entra nel volume ABCD avendo una permettività dielet- 
trica uguale a 


de , de 0dq 

dr 93° 73 dx 

Sottraendone il valore e nel volume ABCD prima dello spostamento si 
ottiene 


E' + 


_ or _a__ 96 99 
de = E ECT dx 
, , , de de. 
Ma dato che e’ — € = E(x') — E(x) = (x Oi 7a 8 
_ dE de dq 
de = - dd dx (34.4) 


3. Poiché l’elettricità si sposta con la sostanza, la carica elettrica di ogni 
elemento di volume del mezzo non varia durante lo spostamento; perciò so- 
stituendo le espressioni (34.3) e (34.4) nella formula (34.2) si ottiene l’incre- 
mento della grandezza W a carica costante 

+ co + 0 


(AM 7 = -ds | N09) 4 |) 





x 87 
Integrando per parti e osservando che al bordo del dominio di integrazione 


tutte le grandezze si annullano, si ottiene 
+ 0 + 00 + 0 


\é 09) dx = — (CEE | qe£, di 





0x 0x 


Il secondo integrale si trasforma nello stesso modo. Si ottiene finalmente 
+ c0 


__ _ E° de 1 d _de 2 
(AW)a,7 = as | È Farai 


Se f°! è la densità volumetrica delle forze ponderomotrici elettriche che si 
esercitano nel dielettrico, il lavoro prodotto da queste forze nel corso dello 
spostamento virtuale in esame sarà 

+ co 


$Ae = dS { So qa dx. 


— 00 


Sostituendo queste espressioni nella formula (32.2) e osservando che la fun- 
zione q = Q(x) può essere fissata ed arbitraria, si ottiene S9. Si deve aggiun- 
gere a questa forza la forza di pressione idrostatica — 9#/0x. Per conse- 
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guenza la componente x della densità spaziale della forza ponderomotrice 
totale è data dalla seguente espressione: 

E° de 1 0 dE _) d0P 

= — — + c (ar E)---—. 

Se= @Ex 7 87 dx * Br dx ( 97 ) dx 


Si possono scrivere espressioni analoghe per le componenti y e z della forza 
Sf. Riunendole in una formula vettoriale si ottiene 


2 

f= — grad ?-+ 0E — La grad e + grad ( $ E). (34.5) 

4. Riprendiamo la dimostrazione fatta, supponendo questa volta che il 
liquido sia « incompressibile ». Per ogni spostamento di un elemento del 
liquido da una regione dello spazio ad un’altra, il valore di € non varia, e 
quindi non varierà nemmeno la componente elastica dell’energia libera. Per 
conseguenza nella formula (34.5) mancano il primo e l’ultimo termine, il 
che conduce al risultato 

2 


f= 0E - £- grad e. (34.6) 


Questa è l’espressione della forza ponderomotrice stabilita da Maxwell. Il 
| o) , | sa | 
termine supplementare a grad ( sed E°) è stato introdotto più tardi da 

2 
Helmholtz ed è dello stesso ordine di grandezza del termine La grad € 


preso in considerazione da Maxwell. Tuttavia nel caso di liquidi « incom- 
pressibili » i due modi di ragionamento esposti sono ugualmente validi. Per- 
ciò nei campi elettrici statici deve essere verificata la relazione 


co_ 1 dE _) 
ossia dopo l’integrazione 
__ 1 dE 2 


Questa formula significa che /a componente supplementare della forza pon- - 
deromotrice che appare a causa della dipendenza della permettività dielet- 
trica dalla densità del liquido, è compensata dalla pressione idrostatica che 
appare nel liquido quando vi si applica un campo elettrico. Ma nei campi 
che variano rapidamente nel corso del tempo, questa compensazione non 
ha luogo e la relazione (34.8) in questo caso non è più verificata. Supponia- 
mo infatti che il campo elettrico sia stato applicato istantaneamente. Le per- 
turbazioni elettriche si propagano nei dielettrici approssimativamente con 
la velocità della luce, e le perturbazioni elastiche con la velocià del suono. 
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Perciò nei campi rapidamente variabili la pressione idrostatica # non avrà 


1] tempo di raggiungere l’equilibrio con la « pressione elettrica » 3° re E°, 
T 07 


e la formula (34.7) non sarà quindi applicabile. 


Problema 


Si dimostri che la forza ponderomotrice (34.5) si riduce alla tensione (33.8) lungo le linee 
di forza e alla pressione (33.9) lungo una direzione perpendicolare alle linee di forza. 

Soluzione. Procediamo a ritroso: supponendo conosciute le tensioni e le pressioni calco- 
liamo la forza risultante f che agisce sull’unità di volume del dielettrico e verifichiamo che la 
forza risultante così ottenuta coincide con la formula (34.5). Tagliamo mentalmente nel dielet- 
trico un parallelepipedo rettangolo infinitamente piccolo i cui spigoli dx, dy, 47 sono paralleli 
agli assi di coordinate (fig. 93). La base / di questo parallelepipedo è sottoposta alla forza di 





Fig. 93. 


pressione idrostatica # (x) dy dz, la base 2 è sottoposta ad una forza diretta in senso inverso 
—#(x + dx) dy dz. La risultante di queste due forze agisce nel senso positivo dell’asse X ed 
è uguale a 


dP 
[# (x) — #(x + dx)] dy dz = dr dx dy dz. 
x 


Si ottengono analogamente le forze che agiscono lungo gli altri due assi coordinati. Unendo 
le espressioni ricavate e dividendole per il volume del parallelepipedo dx dy dz si ottiene la for- 
za di pressione idrostatica totale rapportata all’unità di volume del dielettrico 


PD 
fi = — 97 +4 7;4 9 = — grad? 
dx dy dz 


Si deve aggiungere a questa forza la forza di tensione tridimensionale isotropa che appare sotto 
l’azione del campo elettrico applicato ‘ 


T de 
2 = grad -—— —— E , 
n= 8 (& dr ) 
che si calcola mediante lo stesso procedimento. Non resta che calcolare la forza f3 determinata 
dalla tensione &£°/(87x), che si esercita lungo la direzione del campo, e dalla pressione, ad essa 
uguale, che si esercita lungo una direzione ortogonale alle linee di forza. Per semplificare il 


calcolo di questa forza orientiamo l’asse X lungo la direzione del campo elettrico E. Si ha 
allora 


fia È È (Ei - l eEdj- L_ ev 
T dx dy dz 
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ossia 
| 1 34 
= — —— grad (e£E°) + —— — (6E)). 
fa sa E (£E°) an CEI 


Trasformiamo questa espressione. Scriviamo dapprima 


grad (eE°) = E° grade + 2eE grad E. 


Dato che il vettore E contiene soltanto la componente x, si avrà 











d0E, dE, 0E, 
€E grad E = DgradE, = D Ù + Î + k}. 
dx dy dz 





Analogamente, dE,/9z = 0. Quindi 


dE 
€EgradE=D—--i. 
dx 


D'altra parte 


D 9E i+ 9 (€E>)i had E div D = 4r0E 
— — - | —— = = = . 
dx dx 02 dx uv me 


Sommando le espressioni per fi, f. e f: si ottiene la formula (34.5). 


$ 35. Teoria elettronica della polarizzazione 
dei dielettrici non polari 


1. Nel $ 12 è stato esaminato qualitativamente il meccanismo elettronico 
della polarizzazione dei dielettrici. In tutti i casi la polarizzazione dei dielet- 
trici sorge per effetto di uno spostamento degli elettroni e dei nuclei atomici 
sotto l’azione del campo elettrico in cui il dielettrico è introdotto. Dedichia- 
moci ora all’esposizione della teoria quantitativa della polarizzazione. 

Cominciamo dai dielettrici non polari. Così si chiamano i dielettrici le 
cui molecole non hanno momenti dipolari in assenza di un campo elettrico 
esterno. Tutti gli atomi sono non polari. Secondo la teoria semiclassica di 
Bohr, l’atomo di idrogeno, che è più semplice di tutti, si compone di un nu- 
cleo e di un elettrone che ruota attorno ad esso su un'orbita circolare o ellit- 
tica. Dato che l’elettrone è spostato rispetto al nucleo, questo modello di 
atomo avrà in ogni istante un momento di dipolo non nullo. Tuttavia a cau- 
sa della rapida rotazione dell’elettrone attorno al nucleo, l’orientamento di 
questo momento dipolare varia molto rapidamente, così che il momento di- 
polare medio dell’atomo è uguale a zero. In meccanica quantistica una tale 
media rispetto alle posizioni istantanee dell’elettrone sull’orbita di Bohr di- 
venta inutile, perché secondo il principio di indeterminazione di Heisenberg 
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la concezione del movimento dell’elettrone nell’atomo su orbite classiche 
perde la sua validità (cfr. v. I, $ 5). La descrizione classica del moto viene 
sostituita con una descrizione probabilistica. Si può parlare soltanto della 
probabilità di trovare l’elettrone in un punto dato dello spazio. Nell’atomo 
l’elettrone si comporta come una nube elettronica caratterizzata da una di- 
stribuzione continua di elettricità. Negli stati stazionari degli atomi, la di- 
stribuzione della carica in questa nube elettronica non varia nel corso del 
tempo. Se l’atomo si trova in uno stato normale, cioè non eccitato, la distri- 
buzione della carica nella nube elettronica presenta una simmetria sferica 
rispetto al nucleo. Perciò il momento dipolare dell’atomo è esattamente 
uguale a zero, il che è valido non soltanto per l’atomo di idrogeno, ma anche 
per qualsiasi atomo o ione che siano in uno stato non eccitato. Se invece 
l'atomo è eccitato, la simmetria sferica sarà turbata. Ma dato che il nucleo 
è sempre il centro della simmetria dell’atomo, il suo momento dipolare sarà 
nullo anche in questo caso. Le molecole simmetriche composte di atomi 
neutri sono ugualmente non polari. Tale è, ad esempio, il caso della moleco- 
la H.. 

2. Supponiamo ora che una molecola non polare sia introdotta in un 
campo elettrico omogeneo esterno F. Le cariche negative della molecola si 
spostano leggermente rispetto alle cariche positive ed in seguito a ciò com- 
pare un momento dipolare elettrico p, il cui valore dipende dall’intensità £ 
del campo esterno. Al fine di ottenere la forma di questa dipendenza, si de- 
ve osservare che nella polarizzazione dei dielettrici intervengono campi elet- 
trici esterni la cui intensità è mo/to piccola rispetto all’intensità dei campi 
elettrici che si esercitano all’interno degli atomi e delle molecole. Ad esem- 
pio, nello stato normale dell’atomo d’idrogeno, la distanza media tra l’elet- 
trone ed il nucleo è r = rg = 0,53-107* cm (raggio di Bohr). Il campo elet- 
trico creato dal nucleo a questa distanza è uguale a 


i = 1,7-10” un. CGSE = 5-10° V/cm. 


Per farsi un’idea di questo campo, basti osservare che per far scoccare una 
scintilla tra due palline metalliche di 2,5 cm di raggio ciascuna e distanti di 
1 cm l’una dall’altra, nell’aria secca è necessaria una differenza di potenziale 
di — 30000 V, cioè un campo elettrico di intensità E — 3-10% V/cm. Un tale 
campo è 100 000, volte più debole del campo interno dell’atomo di idrogeno. 
È chiaro che in queste condizioni gli spostamenti delle molecole sottoposte 
alla polarizzazione siano trascurabili e si può, quindi, ammettere che il mo- 
mento dipolare indotto p dipenda linearmente dall’intensità £ del campo 
applicato. Se la molecola presenta una simmetria sferica, sì può scrivere 


p= BE. (35.1) 


La grandezza 6 è costante per una molecola data e dipende dalla sua confìi- 
gurazione. Essa si chiama polarizzabilità della molecola. 
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3. Per determinare il valore di 8 si può assimilare la molecola ad una 
pallina conduttrice di raggio a. Abbiamo dimostrato nei $$ 16 e 23 che in 
un campo elettrico esterno £ questa pallina acquista un momento dipolare 
p = a°E. Perciò per il modello in esame 


B=daì. (35.2) 


In meccanica quantistica l’analogo classico della molecola è una nude elet- 
tronica nel centro della quale si trova una carica puntuale positiva. La pola- 
rizzazione di questa nube in un campo esterno omogeneo è analoga a quella 
di una pallina conduttrice. Ma la nube non ha dei confini precisi e bisogna 
precisare che cosa si deve intendere per a. Si può fare ciò utilizzando i proce- 
dimenti di calcolo della meccanica quantistica. Per l’atomo di idrogeno nel- 
lo stato non eccitato la meccanica quantistica fornisce il seguente risultato: 


B=9/2rk, (35.3) 


dove r8 è il raggio di Bohr il cui valore numerico è stato già indicato. Quindi 
la teoria dà per l’atomo di idrogeno 8 = 0,67-107°* cmì. 

4. Se la molecola non presenta una simmetria sferica, le direzioni dei 
vettori É£ e p in generale non coincidono. Ciò nondimeno una relazione li- 
neare tra le componenti di questi vettori continua a valere. Al posto della 


relazione (35.1) dovremo scrivere: 
pi= 2BiEj (6j=% » 2). (35.4) 
J 


Le nove grandezze &;; costituiscono il cosiddetto tensore di polarizzabilità 
della molecola. Questo tensore dipende dalla struttura della molecola e dal- 
la sua orientazione rispetto agli assi coordinati. 

Il tensore di polarizzabilità delle molecole è simmetrico, cioè Bij = Bj. 
Questa asserzione si basa sulla legge della conservazione dell’energia. Se il 
campo elettrico varia di dE le cariche contenute nella molecola si spostano 
di dra e alla molecola viene fornito il lavoro 


SA = Y eE dra'= Edp. 


Questo lavoro è utilizzato per accrescere l’energia potenziale di deformazio- 
ne della molecola 


dUdaer = E dp. (35.5) 


Per integrare quest’espressione osserviamo che la grandezza Uder non può 
dipendere dal procedimento usato per portare la molecola al suo stato fina- 
le. Facciamo crescere l’intensità del campo £ mantenendo costante la sua 
direzione. Siano ora £ e p l’intensità del campo elettrico ed il momento di- 
polare della molecola nello stato finale. Se si aumenta il campo di volte 
a causa della relazione lineare tra E e p il vettore p aumenterà dello stesso 
fattore, mentre la sua direzione rimarrà la stessa. Si può caratterizzare quin- 
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di uno stato intermedio della molecola mediante i vettori E’ = \E, p’' = \p 
e la grandezza QUaer può essere rappresentata dall’espressione 
AUaer = Ep\dx. Integrando questa espressione nei limiti \ = 0 (stato inizia- 
le) e X = I (stato finale) si ottiene 


Uaer = 1/2 pE. (35.6) 


Ricaviamo da questa relazione il differenziale dUaer e uguagliamolo all’e- 
spressione (35.5). Si ottiene così 
pdE = E ap. (35.7) 


Scrivendo questa uguaglianza in funzione delle coordinate si avrà 
dd BiEdE; = 2, EB;dE,, 
ossia, permutando gli indici nelle sommatorie, 
XY65EdE; = Y6;EdEi. 


Dato che i dE; sono scelti arbittariamente si ha 6;; = 6B}ji. 

5. Passiamo dall’esame delle molecole isolate a quello dei corpi macro- 
scopici, costituiti da una moltitudine di molecole. Per semplificare suppor- 
remo che le molecole siano a simmetria sferica. Sia E il campo elettrico ma- 
croscopico medio, secondo la definizione data nel $ 10. Assumiamo che 
questo campo coincida con il campo £' che agisce su ciascuna delle mole- 
cole del dielettrico. L’uguaglianza di questi campi può essere soltanto ap- 
prossimativa. Infatti il campo che agisce su una molecola è creato dalle cari- 
che esterne e da tutte le molecole, salvo quella in esame. Se le molecole vici- 
ne si trovano a piccola distanza le une dalle altre, il campo £'’ non può esse- 
re omogeneo, esso varia notevolmente nei limiti di una molecola. In questo 
caso l’ipotesi £’ = E non è giustificata. Questo stato di cose si osserva nei 
corpi solidi e nei liquidi ai quali i risultati ottenuti non si applicano. L’ugua- 
glianza dei campi £’ e E pèùò-realizzarsi nei gas, in cui le distanze medie 
tra molecole vicine sono grandi rispetto alle loro dimensioni. È il caso che 
noi prendiamo in considerazione. Se vale l'uguaglianza £’ = €, il momen- 
to dipolare indotto della molecola è determinato dall’espressione (35.1) ed 
il vettore polarizzazione del mezzo P = np è dato dall’espressione 


P = aE, (35.8) 
dove a rappresenta la polarizzabilità dell’unità di volume del dielettrico: 
a = nB (35.9) 
(nèil numero di molecole contenute nell’unità di volume). Secondo la for- 
mula (15.3) la permettività dielettrica è uguale a 
= 1+47an8. (35.10) 


Come abbiamo già detto, la polarizzabilità della molecola 8 è una co- 
stante molecolare che dipende soltanto dalla struttura interna della moleco- 
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la. Per conseguenza la grandezza € — 1 deve essere proporzionale alla densi- 
tà del gas 


€-1 _ cost. (35.11) 





Per la stessa ragione la permettività dielettrica dei gas composti di molecole 
non polari è indipendente dalla temperatura. Infatti ogni molecola è un si- 
stema quantistico la cui energia interna può prendere soltanto dei valori di- 
screti. Alla temperatura ordinaria le molecole sono nello stato non eccitato, 
cioè occupano i livelli energetici più bassi. L'energia del moto termico è ge- 
neralmente insufficiente per portare le molecole in uno stato eccitato. Perciò 
un aumento della temperatura non può modificare né la struttura interna 
della molecola, né la permettività dielettrica del gas (a densità costante). È 
solo alle alte temperature che una parte notevole delle molecole passa allo 
stato eccitato o si dissocia, e la grandezza € diventa funzione della tempera- 
tura. 

Dato che la permettività e non dipende dalla temperatura l’energia inter- 
na U nei gas composti da molecole non polari coincide con l’energia libera 
ed è espressa dalla formula (29.4). Questo risultato segue direttamente dalla 
relazione (31.14). L'influenza delle proprietà dielettriche sull’energia interna 
ha un’interpretazione fisica semplice. La densità dell’energia interna U è 
somma di due parti: 1) la densità dell’energia del campo elettrico nel vuoto 
E*/(8r) e 2) la densità dell’energia di deformazione delle molecole 
1/2npE = 1/2PE. La somma di queste parti è uguale a £°/(87) + 
+ (PE)/2 = (ED)/(87), il che coincide con la formula (29.7). 

6. Se si cerca di estendere queste considerazioni ai mezzi densi (i liquidi 
ed i corpi solidi), sorgono delle grosse difficoltà. Il modo più semplice per 
tentare questa estensione è il seguente. Trascuriamo le dimensioni reali delle 
molecole e consideriamole « puntuali »; supponiamo cioè che le loro di- 
mensioni lineari siano piccole rispetto alle loro distanze di separazione me- 
die. Si possono allora trascurare le variazioni del campo elettrico entro i li- 
miti di una molecola, cioè ritenere che il campo £’ assuma in ogni punto 
dello spazio occupato da una molecola lo stesso valore che assume nel suo 
centro. Per ricavare il momento dipolare di una molecola, si deve sostituire 
E con EF’ nella formula (35.1), cioè scrivere 


p= BE". (35.12) 


Il problema si riduce allora al calcolo del campo £'’. Per farlo, scegliamo 
nel dielettrico una molecola A qualunque e consideriamo attorno ad essa 
una sferetta ausiliaria fisicamente infinitesima S il cui centro O coincide con 
quello della molecola. Il campo E’ nel punto O viene eccitato da tutte le 
cariche salvo le cariche della molecola stessa. Il valore assunto all’interno 
della sfera S dal campo elettrico Es: creato da tutte le cariche che si trovano 
fuori di essa può essere calcolato ammettendo che queste cariche siano di- 
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stribuite nello spazio in modo continuo. Dato che la sfera S è fisicamente 
infinitesima, si può ritenere che vicino ad essa la polarizzazione del dielet- 
trico sia omogenea. Si può quindi utilizzare la formula (16.7) e scrivere 


Exa = E + Rai P. 

In particolare questo sarà il campo creato dalle cariche esterne nel centro 
O della sfera S. Per calcolare il campo effettivo bisogna aggiungere al vetto- 
re Fest il campo £; creato nel punto O da tutte le cariche contenute all’inter- 
no della sfera S (ad eccezione delle cariche della molecola A). Sotto certe 
condizioni si può affermare che E; = 0. È il caso dei cristalli cubici costitui- 
ti da molecole puntiformi elettricamente neutre ed isotrope. Queste moleco- 
le eccitano campi elettrici uguali a quelli dovuti a dipoli puntuali di momen- 
ti dipolari indotti p orientati lungo il campo medio £. Se r è il raggio vettore 
condotto dal punto O ad uno di questi dipoli, il campo £; nel punto O sarà 
rappresentato dalla somma 


3 
E, = DI (e _ 5) 


dove la somma è effettuata su tutti i dipoli contenuti nella sfera S, ad ecce- 
zione del dipolo che si trova nel centro O. Dato che la sfera S è fisicamente 
infinitesima, i momenti dipolari indotti p di tutte le molecole all’interno 
della sfera sono uguali e possono essere portati fuori dal segno di sommato- 
ria. Utilizzando ancora l’uguaglianza r? = x? + y? + 2? si ottiene per la 
componente x del vettore E; la seguente espressione: 


_ 32 _ 2 
En = pe VPI pd pd 


Le due ultime somme si annullano in virtù della simmetria cubica del retico- 
lo cristallino. Sempre in virtù della simmetria cubica si ha d’altra parte 


x _ L= VIE 
r° ‘ri ri 


così che Ex = 0. Lo stesso risultato è valido per le componenti y e z del vet- 
tore Ei, e perciò E; = 0. Quindi il campo risultante si riduce a Éest, ciOÈ 


E'=E+ sul P. (35.13) 
Questa formula è dovuta al fisico olandese H.A. Lorentz. Essa può essere 
utilizzata non soltanto per i cristalli cubici ma anche per i gas di grande den- 
sità costituiti da molecole puntuali non polari, se si intende per £'’ il campo 
effettivo mediato rispetto al tempo. Infatti le molecole gassose sono distri- 
buite caoticamente nello spazio, la posizione di ciascuna di esse essendo 
praticamente indipendente da quella delle altre. Perciò i ragionamenti che 
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ci hanno permesso di convincerci che il vettore E; è uguale a zero restano 
validi anche in questo caso (prendendo la media di É; rispetto al tempo). 
Ma la formula (35.13) non è applicabile ai dielettrici composti da molecole 
polari, perché in dielettrici di questo tipo ciascuna delle molecole dipolari 
subisce un notevole effetto di riorientamento dovuto a tutte le altre moleco- 
le dipolari. È evidene che in assenza di un campo elettrico esterno tutte le 
direzioni degli assi dei dipoli molecolari sono equiprobabili. Tuttavia esiste 
una certa correlazione tra le direzioni dei momenti dipolari di molecole vici- 
ne che varia assai poco anche con l’applicazione di un campo elettrico ester- 
no. È per questa ragione che la formula (35.13) non si applica ai dielettrici 
costituiti da molecole polari. 

7. Applichiamo ora la formula (35.13) per calcolare la polarizzazione 
P = np = nBE' di un dielettrico. Si ottiene 


P=n6(E+ 4 P). 





3 
da cui 
____nb 
Ps 1 - 4/37n8 E. 
Si ha quindi 
1 +8/37n8 
D= E + 4rP= 7 4Fan6 , 

e di conseguenza 

__1+ 8/37nB 
Risolvendo quest’equazione rispetto a 4/37n6, si ottiene 

e-l 47 

5x3 3 3 n8. (35.15) 


Dato che la grandezza n è proporzionale alla densità 7 del dielettrico, per 
ogni variazione della densità deve essere soddisfatta la relazione 
1eEe-1 


Questa relazione è la formula di Mossotti (1791-1863)-Clausius (1822-1888). 
La dimostrazione riportata è dovuta a H.A. Lorentz. Per i dielettrici che ve- 
rificano la formula (35.16), la permettività e dipende solo dalla densità, ma 
non dalla temperatura. Quindi, l’energia libera di questi dielettrici (più esat- 
tamente la sua componente elettrica) è uguale alla loro energia interna. Per 
piccoli valori di €, vicini all’unità, la formula (35.16) si riduce alla formula 
(35.11). 
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La formula di Mossotti-Clausius concorda assai bene con i dati speri- 
mentali relativi ai dielettrici liquidi e gassosi costituiti da molecole non po- 
lari, sebbene la condizione del carattere puntuale delle molecole, utilizzata 
nella formula (35.16), non sia verificata nel caso dei liquidi. Così, ad esem- 
pio, per il solfuro di carbonio CS, gassoso alla temperatura di 0 °C e alla 
pressione atmosferica il valore misurato di e è 1,0029. Sostituendo questo 
valore nella formula (35.10) si ottiene 4rn8 = 0,0029. La densità del CS) li- 
quido è 381 volte più grande di quella del CS; gassoso. Se è valida l’ipotesi 
secondo la quale la polarizzabilità 8 delle molecole non varia quando si pas- 
sa dallo stato gassoso allo stato liquido, per il solfuro di carbonio liquido 
il valore di 47n8 dovrebbe essere di 381 volte più grande, cioè essere uguale 
a l,ll. A questo valore, secondo la formula (35.14), corrisponde e = 2,74, 
valore uguale al valore ottenuto sperimentalmente e = 2,64. 

Per i dielettrici costituiti da molecole polari (acqua, alcool, etere, ecc.), 
la formula di Mossotti-Clausius non è confermata dall’esperimento. Se, ad 
esempio, si effettuassero per l’acqua gli stessi calcoli fatti per il solfuro di 
carbonio, si otterrebbe 47n8 = 13,2. Sostituendo questo valore nella for- 
mula (35.14) si otterrebbe per e un valore negativo, mentre per l’acqua l’e- 
sperimento dà € = 81. 


$ 36. Teoria elettronica della polarizzazione 
dei dielettrici gassosi polari 


1. Nell’esporre la teoria della polarizzazione dei dielettrici costituiti da 
molecole polari, ci limiteremo allo studio delle sostanze gassose. Si può in 
questo caso identificare il campo £’ col campo maxwelliano medio E. Per 
molecole tipicamente polari (H20, HCI, HBr, HI, CO, alcool, etere ecc.) i 
momenti dipolari po sono dell’ordine di 107! un. CGSE. Rispetto ad essi 
i momenti dipolari indotti sono più piccoli di alcuni ordini di grandezza. 
Infatti, utilizzando la formula (35.2), si ottiene 8 — 107? cm}. In un cam- 
po elettrico assai intenso £ — 100 un. CGSE (30 000 V/cm) una molecola 
acquista un momento dipolare di — 107? un. CGSE. In prima approssi- 
mazione si può quindi trascurare del tutto il momento indotto rispetto a po. 
In questa approssimazione la polarizzazione del dielettrico è dovuta so/tan- 
to alle rotazioni degli assi delle molecole dipolari nel campo elettrico. Per 
descrivere la distribuzione spaziale degli assi dei dipoli introduciamo la fun- 
zione di distribuzione f(b). Per definizione la grandezza dn = nf(b) dQ rap- 
presenta il numero medio di dipoli contenuti nell’unità di volume i cui assi 
sono compresi in un angolo solido dL. Il vettore unitario d indica la direzio- 
ne dell’asse di un angolo solido elementare d02. In assenza di un campo elet- 
trico tutte le direzioni degli assi dipolari sono equiprobabili, e quindi la fun- 
zione f(b) è costante. In presenza di un campo elettrico la funzione f(b) è 


159 


definita dalla formula di Boltzmann 
f= Cet&D, (36.1) 


dove C è una costante e u = — (po£) è l’energia potenziale del dipolo po nel 
campo esterno E. I campi sono di solito « deboli », cioè soddisfano la 
condizione 

PoE 

TT < |. (36.2) 
In questi casi si può scomporre la funzione (36.1) in serie di potenze ferman- 
dosi ai primi due termini dello sviluppo. Ponendo che il campo £ sia paral- 
lelo all’asse Z, si ottiene 


_ pPoE \ _ PoE 
fb) = c( +57) - c( +57 di). 


La costante C è determinata dalla condizione di normalizzazione 
{S5)da = 1, (36.3) 


dove l’integrazione è estesa a tutte le direzioni dello spazio. Nel caso in esa- 
me questa condizione di normalizzazione è espressa da 


C |m+ 0 BE | o. da - 1. 

Il primo integrale è uguale a 47; il secondo si annulla poiché la proiezione 

b, assume altrettanto spesso valori positivi e valori, ad essi uguali in modu- 

lo, negativi. Quindi C = 1/(47) e di conseguenza 

_ PoE 

S(b) = za (1 +5 b.). (36.4) 
2. Il vettore polarizzazione del mezzo avrà evidentemente la stessa dire- 

zione del vettore E, sarà cioè parallelo all’asse Z. Il suo modulo è uguale a 








P= n (po:S(b) do = npo (b:S®) da = fa fb. dO + pb LE dA. 
Come abbiamo visto, il primo integrale del secondo membro è uguale a ze- 
ro. Per calcolare l’ultimo integrale utilizziamo la relazione b? + b? + b? = 
= ], che, integrata, dà 

[bt da + [b5 do + [bî da = 47. 


Questi tre integrali sono uguali per motivi di simmetria, e perciò per ciascu- 
no di essi si ottiene 47/3. Quina 





P= gr E (36.5) 





npò 

= 37° (36.6) 
4rxnpò 
e=l+ —3kT (36.7) 
Osserviamo che i risultati ottenuti, compreso il fattore 1/3, restano validi 
anche in meccanica quantistica (nella misura in cui la statistica di Boltz- 
mann è vera). È questa la differenza sostanziale fra le formule (36.5)-(36.7) 
e le formule corrispondenti della teoria del paramagnetismo (cfr. $ 77). 

Osserviamo ancora che tutti i risultati (36.5)-(36.7) sono validi 4/ secon- 
do ordine rispetto al parametro poE/(KT) anziché soltanto al primo ordine 
come si potrebbe supporre partendo dal procedimento di dimostrazione uti- 
lizzato. Infatti, se si conservano nello sviluppo di f(b) i termini quadratici 
rispetto al parametro indicato, nel calcolo del vettore polarizzazione P si ag- 
giungeranno degli integrali di funzioni di primo e di terzo grado nella proie- 
zione b.. In virtù della simmetria tutti questi integrali sono uguali a zero 
e non esercitano nessuna influenza sul risultato finale. Di questa osservazio- 
ne occorre tenere conto nel risolvere il problema 4. 

3. In realtà le molecole polari sottoposte ad un campo elettrico non solo 
ruotano, ma anche si deformano cioè acquistano momenti dipolari indotti. 
Nel caso generale la polarizzabilità a di un dielettrico è somma di due con- 
tributi; uno di orientazione np3/(3KT) e l’altro di deformazione n8. Perciò 


2 
npo 


e=l1l+47mn8 +47 3KT 


(36.8) 





Il contributo alla polarizzabilità dovuto alla deformazione non dipende dal- 
la temperatura, mentre l’altro è inversamente proporzionale alla temperatu- 
ra assoluta. Lo studio della variazione di permettività dielettrica in funzione 
della temperatura permette quindi di separare queste due componenti della 
polarizzabilità. Ponendo sull’asse delle ascisse il reciproco della temperatura 
e sull’asse delle ordinate la differenza € — 1, si ottiene una retta (fig. 94), 
la quale estrapolata verso le alte temperature taglia sull’asse delle ordinate 
un segmento OA = 4xn8. Misurando la lunghezza di questo segmento, si 
ottiene la polarizzabilità 0 della molecola, e misurando l’inclinazione della 
retta si determina il suo momento dipolare costante po. Proprio per mezzo 
di questo procedimento si determinano spesso i momenti dipolari delle mo- 
lecole polari. 

Vediamo, infine, che cosa significa la condizione (36.2). Poniamo che 
Po = 107!* un. CGSE. Alla temperatura ordinaria (7 = 300 K) la teoria è 
utilizzabile se 


E <« na = 4-:104 un. CGSE = 10’ V/cm. 
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Per E > KT/po i momenti dipolari di tutte le molecole dovrebbero orieritarsi 
lungo il campo E. Si arriverebbe così ad uno stato di saturazione nel quale 
la polarizzazione P del dielettrico non aumenterebbe più per ulteriori incre- 
menti dell’intensità del campo elettrico. Per i gas non si arriva ad ottenere 
questo stato di saturazione, poiché, per intensità del campo ben più basse, 
si giunge alla scarica distruttiva nel mezzo. 





Fig. 94. 


4. La formula (31.14) permette di calcolare l’energia interna di un dielet- 
trico gassoso costituito da molecole polari. Sostituendovi l’espressione 
(36.7) di € si ottiene 


= — . (36.9) 


Quindi, l’energia interna U nel caso in esame dipende so/tanto dall’intensità 
E del campo elettrico. La sostanza di per sé stessa non influenza direttamen- 
te il valore dell’energia interna. La sua influenza si manifesta soltanto nella 
misura in cui essa modifichi l’intensità £ del campo elettrico. Questo risul- 
tato si interpreta facilmente. L’energia interna si compone dell’energia del 
campo elettrico £°/(87) e dell’energia della sostanza che si trova nel campo. 
Quest'ultima si compone dell’energia cinetica e dell’energia potenziale. 
Quando l’intensità del campo aumenta, l’energia potenziale — (poÈ) del di- 
polo diminuisce e la sua energia cinetica aumenta della stessa quantità. La 
somma della energia cinetica e potenziale dei dipoli resta costante a condi- 
zione che non si fornisca calore e non si produca alcun lavoro macroscopico 
supplementare. 


Problemi 


1. Si calcoli la densità della forza ponderomotrice f che si esercita in un dielettrico gasso- 
so, omogeneo e non carico. 

Soluzione. Secondo le formule (35.11) e (36.8), per i dielettrici gassosi la grandezza € — 1 
è proporzionale alla densità 7 del dielettrico. Applicando la formula (34.5) si ottiene 


e-1 


f= grad E° — grad 9? (36.10) 
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In un campo elettrostatico all’equilibrio la forza f si annulla, cioè le forze di elettrostrizione 





8 grad E? sono compensate dalle forze di pressione elettrostatica. 
x 


Il risultato (36.10) si interpreta facilmente dal punto di vista della teoria atomica della pola- 
rizzazione dei dielettrici. Nei gas le molecole possono essere considerate indipendenti le une 
dalle altre. Ogni dipolo che si trova in un campo elettrico è sottoposto alla forza (p V)E; i dipo- 

e_l (EV)E. 
x 
Tenendo conto del carattere potenziale del vettore E, è facile dimostrare che (EV)E = 
= 1/2 grad E°. Quindi diventa chiaro il significato del primo termine della formula (36.10). 
2. Lo stesso problema del n. 1, per un dielettrico che soddisfa la formula di Mossotti- 
Clausius (35.16). 
Risposta. 





li contenuti nell’unità di volume di gas sono sottoposti alla forza (PV )E = 


_ (e — D(e + 2) 


5a grad E? — grad? (36.11) 
x 


f 


3. Si calcoli la funzione di distribuzione f(b) a meno del termine di secondo ordine com- 
preso rispetto al parametro (po£E)/(K7). 


Risposta. ‘ 
252 252 
s=L p4 POE PE, E . (36.12) 
47 KT 2k°T° 6k°T° 


4. Per mezzo della formula di Boltzmann che stabilisce una relazione tra l’entropia e la 
probabilità calcolare la parte dell’entropia di un dielettrico gassoso costituito da molecole po- 
lari, che dipende dal campo elettrico. 

Soluzione. Si definisce l’entropia dell’unità di volume di un dielettrico mediante la seguen- 
te formula: 


S= - kn { f In fd92 + cost (36.13) 


(si veda v. II, $ 81). Dato che vogliamo calcolare soltanto la parte dell’entropia che dipende 
dal campo elettrico, possiamo non tenere conto della dipendenza della funzione di distribuzio- 
ne f dall’energia cinetica dei movimenti di traslazione e di rotazione delle molecole, ed è suffi- 
ciente integrarla soltanto rispetto alla direzione degli assi delle molecole. Trascurando la co- 
stante additiva, che è inessenziale, si ottiene dalla formula (36.12) al secondo ordine 

PE | p$E° A PSE” 
K ° 6kRT° 27 





Inf = 


Z° 


Sostituendo questa espressione nella formula (36.13) e omettendo tutti gli integrali che si an- 
nullano a causa della simmetria, si ottiene 


kn PoE poE 3E° 
sS= (14 PO (8 - 2° \an= 
4r kKT KT 6k°T° 





_ E (21 npè E° 
4xkT° ° 6 3KT 27° 
o in base alle formule (36.6) e (36.7) 
E° eE-1 E° 
S=-a = - , (36.14) 
2T 87 T 
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Utilizzando la formula U = Y + 7S se ne ricava la densità di energia interna U = £°/(87r). 
Come era da aspettarsi questo risultato coincide con il risultato di (36.9) che è stato ottenuto 
per mezzo di un metodo termodinamico. 

5. Si calcoli la variazione della temperatura di un dielettrico gassoso costituito da moleco- 
le polari nel caso di annullamento adiabatico di un campo elettrico se durante l'annullamento 
del campo si mantiene costante il volume del gas (effetto elettrocalorico). 

Soluzione. La formula (36.7) dimostra che per questo tipo di dielettrici è valida la 
relazione 


(e — 1)T 


T 


de e-l 
atti TO 


Sostituendo questa espressione nella formula (31.16) e integrando rispetto a £ si ottiene 


= Cost, (36.15) 


da cui 





e-l1 , 
T,.-Ti=- E, 
8rCE 





dove E è il valore iniziale dell’intensità del campo elettrico. (Abbiamo trascurato nell’integrare 

la dipendenza di e dalla temperatura.) Cx indica qui la capacità termica dell’unità di volume 

del dielettrico quando il volume e l’intensità del campo elettrico sono costanti. Si può trascura- 

re la dipendenza della capacità termica dall’intensità del campo elettrico. Si ottiene allora 
CyP 


Ce = l 
EC RT 





dove Cy è la capacità termica molare del gas a volume costante. Utilizzando la relazione 
Cp — Cy = R, si può esprimere Cx in funzione della costante adiabatica y = Cp/Cy. Sosti- 
tuendo il risultato ottenuto nella formula per 7) — 7, s' ha 

_ €- DOA- 1 


T-Ti=- —T—————<€ ET. 36.16 
2-T 9 (36.16) 


Utilizzando la formula (36.7) nonché la relazione # = nX7, riduciamo quest’ultima espressio- 
ne alla forma 


= 1) Dè 
T-T=-IODP pi (36.17) 
24xk°T 


Quindi questa formula dimostra che nel caso di annullamento adiabatico di un campo elettri- 
co, il dielettrico si raffredda. L’abbassamento della temperatura 72 — 7; è inversamente pro- 
porzionale alla temperatura assoluta 7. Prendiamo, ad esempio, y = 1,4, po = 107! un. 
CGSE, E = 100 un. CGSE, 7 = 100 K. Allora in base alla formula (36.17) si ottiene 
T.-T,=3107° K. 


$ 37. Piezoelettricità 


1. In molti cristalli sottoposti a distensione o compressione lungo certe 
direzioni si manifesta una polarizzazione elettrica. In conseguenza di ciò, 
sulla loro superficie appaiono cariche elettriche dei due segni. Questo effet- 
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to, scoperto nel 1880 da Pierre Curie (1859-1906) e suo fratello Paul Jacques 
Curie (1855-1941) fu chiamato effetto piezoelettrico diretto. Questo effetto 
fu osservato in seguito, sui cristalli di tormalina, blenda, clorato di sodio, 
acido tartarico, zucchero di canna, sale di Seignette, titaniato di bario, ecc. 
Solo i cristalli ionici possono presentare l’effetto piezoelettrico. Se le defor- 
mazioni subite dai reticoli cristallini degli ioni positivi e negativi che com- 
pongono questi cristalli sono diverse, allora sulle facce opposte di questi cri- 
stalli compaiono cariche elettriche di segni contrari; è l’effetto piezoelettri- 
co. Se la deformazione è omogenea, l’effetto piezoelettrico si osserva quan- 
do il cristallo ha uno o più assi polari. Per asse (o direzione) polare di un 
cristallo si intende ogni retta che passi attraverso il cristallo e le cui estremità 
non siano equivalenti, non siano cioè intercambiabili. Ciò significa che 
quando si fa ruotare il cristallo di 180° attorno ad una qualunque retta per- 
pendicolare all’asse polare, il cristallo non si sovrappone a sé stesso. In gene- 
rale, l’effetto piezoelettrico chè accompagna una deformazione omogenea 
si osserva soltanto nei cristalli che non possiedono centro di simmetria. In- 
fatti, se il cristallo non deformato avesse un centro di simmetria, quest’ulti- 
mo sussisterebbe anche dopo una deformazione omogenea del cristallo. 
D’altra parte, in un cristallo elettricamente polarizzato, esiste una direzione 
particolare che è quella del vettore polarizzazione. In tutti i casi in cul esiste - 
questa direzione, il cristallo non può avere centro di simmetria, e questo di- 
mostra la nostra asserzione. Tra le 32 classi di cristalli, 21 non possiedono 
centro di simmetria. Una di queste ultime classi possiede però una combina- 
zione di elementi di simmetria tale che l’effetto piezoelettrico non può ma- 
nifestarsi neanche in questo caso. Quindi, solo i cristalli di 20 classi cristal- 
lografiche possono presentare l’effetto piezoelettrico. 

2. Esamineremo l’effetto piezoelettrico prendendo come esempio il cri- 
stallo di quarzo, il più importante tra i cristalli piezoelettrici, che grazie alle 
sue eccellenti proprietà elettriche e meccaniche ha trovato numerose appli- 
cazioni nella scienza e nella tecnica. A temperatura e pressione ordinarie il 
quarzo esiste nella cosiddetta modificazione a. Il cristallo di quarzo a ap- 
partiene al sistema trigonale e possiede tre assi binari X1, X2, X3 rappresen- 
tati nella figura 95. Sono gli assi polari del cristallo. Ciascuno di questi assi 
congiunge due spigoli opposti ma non equivalenti di un prisma esagonale. 
Ci si può rendere conto della non equivalenza di questi spigoli, osservando 
che uno di essi è contiguo alle facce piccole del cristallo (contrassegnate con 
a e b nella figura 95), mentre all’altro spigolo nessuna faccia è contigua. Il 
quarto asse Z è un asse ternario. Si chiama asse ottico del cristallo, perché 
una rotazione di qualunque angolo attorno a quest’asse non esercita alcuna 
influenza sulla propagazione della luce nel cristallo. 

Quando si sottopone un cristallo di quarzo ad azioni meccaniche, si ve- 
dono apparire alle estremità di un asse polare (più esattamente sulle facce 
normali a quest’asse) cariche elettriche di segni contrari. Non è necessario 
che le forze esterne siano applicate lungo un asse polare, è sufficiente che 
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sotto l’azione di queste forze il cristallo subisca una distensione o una com- 
pressione lungo quest’asse. 

Fino a 200 °C circa le proprietà piezoelettriche del quarzo sono pratica- 
mente indipendenti dalla temperatura. Al di sopra di 200 °C l’intensità del- 
l’effetto piezoelettrico diminuisce lentamente. A 576 °C il quarzo a subisce 
una trasformazione di fase e si riduce alla modificazione #8 del quarzo. I cri- 
stalli del quarzo 8 appartengono al sistema esagonale e per questo non si 
manifestano in essi effetti piezoelettrici, conformemente a ciò che è stato 
indicato. Quando la temperatura si abbassa al di sotto di 576 °C, il quarzo 
riprende la struttura della modificazione a, ma questa trasformazione in- 
versa ha luogo solo a temperature più basse che la trasformazione diretta 
(effetto di isteresi). Nel seguito tratteremo soltanto del quarzo a. 


Z 





3. È facile spiegare la comparsa dell’effetto piezoelettrico utilizzando il 
modello suggerito da Meissner (1882-1974). La formula chimica del quarzo 
è SiO.. Il suo reticolo cristallino si compone di ioni silicio positivi e di ioni 
ossigeno negativi. Ogni ione silicio porta quattro cariche elementari e ogni 
ione ossigeno ne porta due. In prima approssimazione possiamo immagina- 
re che gli ioni silicio ed ossigeno siano distribuiti in maglie esagonali, una 
delle quali è rappresentata nella figura 96, se si osserva il cristallo lungo .l 
suo asse ottico che è perpendicolare al piano della figura. Gli ioni silicio so- 
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no rappresentati qui dalle sfere /, 2 e 3 e gli ioni ossigeno dalle sfere più 
piccole. Le due specie di ioni sono disposte lungo unica il cui senso di ro- 
tazione dipende dal tipo di cristallo di quarzo, sinistro o destro (le figure 
95 e 96 si riferiscono al quarzo sinistro). Lo ione silicio 3 si trova ad una 
profondità leggermente maggiore rispetto allo ione 2 il quale a sua volta si 
trova alla profondità più bassa rispetto allo ione /. La disposizione degli 
ioni ossigeno non richiede ulteriori spiegazioni perché è evidente. Nel suo 
insieme la maglia è elettricamente neutra e non possiede momenti elettrici 
dipolari. 

Per semplificare gli ulteriori ragionamenti sostituiamo ogni coppia di 
ioni ossigeno vicini con un solo ione negativo di carica due volte maggiore. 
Arriviamo così ad un modello semplificato della maglia rappresentato nella 
figura 97,a. Se si sottopone questa maglia ad una compressione lungo l’asse 
polare Xi (fig. 97,5), lo ione silicio 3 e lo ione ossigeno 4 tenderanno ad 
intercalarsi tra gli ioni adiacenti. Sul piano A della lamina di quarzo appari- 
rà perciò una carica negativa e sul piano 8 una carica positiva (effetto pie- 
zoelettrico longitudinale). 





Fig. 97. 


A causa di una compressione lungo una direzione laterale (perpendico- 
lare agli assi polare e ottico, fig. 97,c) gli ioni silicio / e 2 si spostano di una 
medesima distanza ma in sensi contrari all’interno della maglia. Gli ioni os- 
sigeno 5 e 6 subiscono uno spostamento analogo. La maglia conserva la sua 
simmetria rispetto al piano mediano fra i piani C e D, sui quali non appare 
alcuna carica elettrica. Ma dato che lo ione silicio 3 e lo ione ossigeno 4 
si spostano fuori della maglia, appare un momento dipolare orientato nel 
senso positivo dell’asse polare X1. Sul piano A appare una carica positiva 
e sul piano B una carica negativa (effetto piezoelettrico trasversale). I segni 
delle cariche negli effetti longitudinale e trasversale sono quindi opposti. 

Questo modello dimostra anche che se si sostituisce la contrazione del 
cristallo alla sua distensione, i segni delle cariche, che compaiono per effetto 


167 


piezoelettrico devono invertirsi e che la polarizzazione è proporzionale alla 
deformazione del cristallo (quando la deformazione è piccola). Ma dato che 
la forza e la deformazione risultante secondo la legge di Hooke (1635-1703) 
sono direttamente proporzionali anche la polarizzazione del cristallo risul- 
tante dall’effetto piezoelettrico deve essere proporzionale alla forza applica- 
ta. Infine, questo modello dimostra che né la compressione né la distensione 
applicata lungo l’asse ottico può condurre ad un effetto piezoelettrico. Tutte 
queste conclusioni sono confermate dall’esperimento. 

4. Conformemente alle considerazioni precedenti per ottenere il massi- 
mo delle cariche elettriche bisogna sottoporre il cristallo di quarzo ad una 
distensione o ad una compressione diretta lungo un asse polare. Per conse- 
guenza le lamine e gli steli di quarzo utilizzati negli esperimenti e negli ap- 
parecchi piezoelettrici vengono tagliati in modo che una coppia di piani sia 
perpendicolare ad uno degli assi polari. Tale asse si chiama anche asse elet- 
trico e sì indica di solito con X. L’asse ottico viene preso come asse Z di 
un sistema destrorso di coordinat?. L’asse Y di questo sistema si chiama asse 
meccanico del cristallo. La figura 98 rappresenta una lamina tagliata nel 
modo suindicato. Le lunghezze degli spigoli sono indicate con / (lunghezza), 
b (larghezza), % (spessore). 

In conformità alle esplicazioni sopraindicate durante una distensione o 
una compressione lungo l’asse ottico Z non si ha effetto piezoelettrico. In 
seguito ad una distensione lungo l’asse elettrico X la faccia interna della la- 
mina prende una carica positiva e la faccia superiore prende una carica ne- 
gativa. Lo stesso si osserva in seguito ad una compressione lungo l’asse mec- 
canico Y. Sostituendo la compressione alla trazione o viceversa, i segni delle 
cariche si invertono. Se non vi sono tensioni tangenziali, la polarizzazione 
della lamina di quarzo che accompagna la sua compressione o la sua trazio- 
ne è determinata dall’espressione 


P. = di1(7x _ Ty), (37.1) 


dove 7x e 7, sono le tensioni meccaniche che si esercitano parallelamente agli 
assi Xe Yed è una costante che si chiama modulo piezoelettrico (il signi- 
ficato del doppio indice di d sarà spiegato nel punto 9). Per il quarzo 


di; = 6,99-107* dine !%.cm. 


Ammettiamo, ad esempio, che 7; = 10° dine-cm > °, 7, = 0. La faccia inter- 
na della lamina acquista allora una carica positiva di una densità 
o = P, = 6,99-107? un. CGSE = 2,33-1077 C/m?°. A questa carica corri 
sponde, all’interno della lamina, un campo elettrico E, = 470 = = 0,88 un. 
CGSE = 240 V/cm. Con uno spessore 4 = 0,5 cm, la lamina prende una 
differenza di potenziale g = 120 V. 

AI fine di poter utilizzare le cariche di polarizzazione che appaiono sulle 
facce opposte di una lamina di quarzo durante la sua deformazione, sì ap- 
plicano a queste facce dei rivestimenti metallici. Su questi rivestimenti sono 
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indotte cariche uguali e di segni opposti alle cariche di polarizzazione e nei 
fili esterni che legano i rivestimenti circola una corrente elettrica. 

5. Le proprietà piezoelettriche del sale di Seignette sono più marcate che 
quelle del quarzo, grazie a ciò esso trova una vasta applicazione in molti di- 
spositivi piezoelettrici. Ma il sale di Seignette è molto fragile e possiede un 
basso punto di fusione (+63 °C) il che limita moltissimo la possibilità del 
suo impiego pratico. Esso è però molto utile per dimostrare l’effetto piezoe- 
lettrico diretto. Si stringe una lamina del sale di Seignette tra due rivesti- 
menti di ottone (fig. 99). I rivestimenti sono collegati per mezzo di fili ad 


A 8 





X 





Fig. 98. Fig. 99. 


una lampada al neon costituita da un tubo di vetro riempito di gas neon 
rarefatto. All’interno del tubo sono disposti due elettrodi metallici. Quando 
la differenza di potenziale tra gli elettrodi supera un certo valore (potenziale 
di accensione), nella lampada ha luogo una scarica elettrica che rende il 
neon luminescente. Se si batte sulla lamina del sale di Seignette con un mar- 
tello di caucciù, si osserva ad ogni colpo un lampo nel tubo al neon. In que- 
sto esperimento si può utilizzare invece del sale di Seignette una lamina di 
titaniato di bario. 

6. Nel 1881 Lippmann (1845-1921), basandosi su considerazioni termo- 
dinamiche, predisse l’esistenza di un effetto piezoelettrico inverso che fu evi- 
denziato dai fratelli Pierre e Paule Jacques Curie nel corso dello stesso an- 
no. L'effetto piezoelettrico inverso consiste in questo: quando ad un cristallo 
piezoelettrico si applica un campo elettrico, compaiono in esso tensioni 
meccaniche che lo deformano. 

Supponiamo di applicare ad una lamina di quarzo (cfr. fig. 98) un cam- 
po elettrico parallelo all’asse X. Supponiamo che questa lamina sia sottopo- 
sta anche all’azione delle tensioni meccaniche 7x e 7, rispettivamente paralle- 
le agli assi X e Y. Se V = Ablè il volume della lamina, il lavoro elementare 
che deve essere speso per polarizzarla in un processo quasi-statico è dè Apol = 
= VEdP = VE,dP.,. Invece il lavoro meccanico elementare fornito dalle 
forze di trazione per un allungamento quasi-statico degli spigoli / e / è 
6Amecc = blrxdh + hbrydl. Applichiamo a questo processo la relazione del- 
la termodinamica dU = 7dS + 6A. Dividendo per V ed indicando con s ed 
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u l’entropia e l’energia interna specifiche, si ottiene 
dh dl 


x t>T 


du = Tds + ExdP, + rx 7 


ossia 
du = T ds + ExdP, + r:dinh + redini. 


Introducendo la funzione g = u — 75 — ExP. — trlnh — 7yInl, riduciamo 
questa relazione alla forma 


dg = — SdT — PxdE, = Inhdr sn In / dry. 


Dato che il secondo termine è il differenziale esatto della funzione g, si deve 
avere 

OP, _ fdlnh _1 dh 

drrfro 9E. Jr h dE,° 


OP, _ {dlni\ - 1 ol 
dr, }ro 9E. Jr | dE° 
e tenendo conto della relazione (37.1) si ottiene 
oh ol 
F) Pi) 


Sono queste le formule che descrivono l’effetto piezoelettrico inverso per il 
quarzo. Nell’approssimazione lineare, la sola in cui valga la teoria che stia- 
mo esponendo, le formule (37.2) si possono scrivere nel modo seguente: 

















— ld. (37.2) 








6h = di hE, = dig, (37.3). 
51 = — dlE, = -;; duo, (37.4) 


dove dh e è/ sono gli incrementi assoluti delle dimensioni della lamina sotto 
l’azione del campo elettrico applicato Ex, g = hEx è la differenza di poten- 
ziale tra la faccia DI e la faccia opposta (vedi fig. 98). 

La formula (37.3) esprime l’effetto piezoelettrico inverso longitudinale 
e la formula (37.4) quello trasversale. Quando si applica alla lamina un 
campo elettrico parallelo all’asse elettrico, si osserva una variazione del suo 
spessore (effetto longitudinale) e una variazione della sua lunghezza (effetto 
trasversale). Se lo spessore 4 aumenta, la lunghezza / diminuisce e viceversa; 
1 valori assoluti delle variazioni relative a queste dimensioni sono uguali, 
quindi il volume della lamina resta costante. Il valore assoluto di è4 non di- 
pende dallo spessore della lamina ed è determinato soltanto dalla differenza 
di potenziale applicata g. Per g = 3 000 V = 10 un. CGSE, si ottiene per 
mezzo della formula (37.3) sh = 6,99-1077 cm = 6,99-107* um. Se 
I = 10À, con la stessa differenza di potenziale l’effetto trasversale sarà 10 
volte più grande. Il modulo di Young del quarzo lungo l’asse elettrico è 
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uguale a = 7,87-10!! dine/cm°. Per uno spessore della lamina di & = 0,5 
cm, nel caso dell’effetto longitudinale che appare nell’esempio suindicato 
sorgono delle tensioni o delle pressioni #= €54/h = 1,1-10° di- 
ne/cm? = 1,1 atm. 

I ragionamenti termodinamici sopra sviluppati si basano sul presuppo- 
sto che la temperatura resti costante. Si può quindi dire che il modulo pie- 
-oelettrico di1 è il modulo isotermico. È facile modificare i ragionamenti al 
fine di applicarli ai processi adiabatici. Le formule (37.1), (37.2) e (37.4) re- 
stano valide per i processi adiabatici, a condizione che il modulo piezoelet- 
trico isotermico di; sia sostituito con il modulo adiabatico. 

7. Per quanto riguarda la relazione tra i sensi dei cambiamenti che si ma- 
nifestano negli effetti piezoelettrici diretto ed inverso, si può applicare ad 
essa il principio generale di Le Chatelier (cfr. v. II, $ 51); per convincersene 
è sufficiente utilizzare le formule (37.1), (37.3) e (37.4). Per esempio, nel ca- 
so della distensione della lamina lungo l’asse X (cfr. fig. 98) o della sua con- 
trazione lungo l’asse Y, una carica positiva appare sulla faccia inferiore e 
sulla faccia superiore appare una carica negativa (P, > 0). In altre parole, 
il campo elettrico creato all’interno della lamina è orientato verso l’alto 
(Ex < 0). Secondo il principio di Le Chatelier, si può considerare l’appari- 
zione di questo campo come un’opposizione del sistema alle forze di trazio- 
ne e di compressione ad esso applicate. Questa opposizione si manifesta con 
la comparsa di forze che tendono a comprimere la lamina nella direzione 
X e a distenderla nella direzione Y. Se si aumenta l’intensità £, del campo, 
le forze di reazione aumentano pure. Queste forze appaiono anche in una 
lamina non deformata quando le si applica un campo elettrico. Se il campo 
è diretto verso l’alto (Ex < 0), la lamina subisce una contrazione lungo l’asse 
X ed una distensione lungo l’asse Y. Questa conclusione è in pieno accordo 
con le formule (37.3) e (37.4). Lo stesso ragionamento si applica a tutti gli 
altri casi. 

8. La natura fisica dell’effetto piezoelettrico inverso si può spiegare per 
mezzo del modello che abbiamo già utilizzato per l’effetto diretto. Se, ad 
esempio, si depongono sulle superfici A e B (cfr. fig. 97,b) cariche dei segni 
indicati, lo ione silicio 3 sarà attratto verso la superficie A e lo ione ossigeno 
4 sarà attratto verso la superficie B, e di conseguenza la maglia si allungherà 
nella direzione dell’asse X,. Gli ioni silicio / e 2 saranno respinti dalla super- 
ficie B e gli ioni ossigeno tenderanno ad allontanarsi dalla superficie A; tut- 
ti questi ioni cercheranno di intercalarsi tra gli ioni 3 e 4 provocando una 
contrazione della maglia in senso trasversale (lungo l’asse meccanico Y). 

L'effetto piezoelettrico inverso presenta una somiglianza esteriore con 
l’elettrostrizione ($ 33), ma tra questi due fenomeni esiste una differenza so- 
stanziale. L’elettrostrizione si manifesta in tutti i dielettrici posti in un cam- 
po elettrico non omogeneo, mentre l’effetto piezoelettrico inverso si osserva 
soltanto nei cristalli, e non in tutti. L'effetto piezoelettrico inverso si manife- 
sta anche se il campo elettrico è omogeneo. Le forze di elettrostrizione sor- 
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gono a causa dell’azione di un campo elettrico su un dielettrico polare, la 
cui polarizzazione è determinata dallo stesso campo elettrico. Perciò le for- 
ze di elettrostrizione sono quadratiche rispetto al campo e non variano 
quando si inverte la direzione del campo. Al contrario, l’effetto piezoelettri- 
co inverso appare in seguito all’azione di un campo elettrico esterno sui reti- 
coli ionici di segni contrari preesistenti nel cristallo. Le forze che appaiono 
sono lineari rispetto al campo e si invertono se si inverte il segno del campo. 

9. In diversi cristalli l’effetto piezoelettrico può apparire non soltanto in 
seguito all’azione delle forze normali di pressione o di tensione, ma anche 
per effetto di forze tangenziali. In un cristallo lo stato interno delle tensioni 
elastiche viene caratterizzato mediante il tensore simmetrico delle tensioni 
elastiche (cfr. v. I, $ 74): 


Txxs Tyys Tazza Tyz = Tzyg Tax = Txzy Toy = Tyx 


(il primo indice rappresenta la direzione della normale esterna alla superfi- 
cie a cui è applicata la forza di tensione ed il secondo la direzione dell’asse 
di coordinate sul quale è proiettata questa forza). Per abbreviare la scrittura 
è di uso frequente segnare le componenti di questo tensore con un solo indi- 
ce, ponendo 


T1= Txxy 72 = Tyyy 73 = Tx 


T4 = Tyz = Ta, TS Tx F Txz Te # Try = Tyx. 


L'esperimento dimostra che nel caso di piccole deformazioni esiste una re/a- 
zione lineare tra le componenti del vettore polarizzazione P e le componenti 
del tensore delle tensioni. Questa relazione è analoga alla legge di Hooke 
e ha approssimativamente lo stesso spazio di applicazione. Si scriverà quin- 
di nel caso generale 


P, = diri + di272 + di373 + dia4ta4 + dists + diste, 
P, = dati + da272 + da373 + da474 + dasts + da6Te, (37.5) 
P, = d3171 + d3272 + d3373 + ds4t4 + d3sts + dere. 


Queste relazioni mostrano che nel caso generale le proprietà piezoelettri- 
che di un cristallo sono caratterizzate da diciotto costanti, dette moduli pie- 
zoelettrici. Osserviamo tra l’altro che il numero di moduli piezoelettrici in- 
dipendenti diminuisce in virtù della simmetria del cristallo. Più la simmetria 
di un cristallo è elevata, più piccolo è il numero di moduli piezoelettrici indi- 
pendenti che lo caratterizzano. Così nel caso del quarzo di: = — di1, 
dis = — dia, dé = — 2d,, e tutti gli altri moduli piezoelettrici si annulla- 
no. Quindi, le proprietà piezoelettriche del quarzo sono caratterizzate sol- 
tanto da due moduli che sono dii e d:4. Allora 


P, = diri — dita + dara, 
P, _ di4T5s _ 2d1T6, (37.6) 
P, 0, 
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dove dia = — 2,0-107* dine !.cm. Il valore numerico di dii è stato già 
riportato. 

10. Sono conosciute centinaia di sostanze che potrebbero in via di prin- 
cipio essere utilizzate nelle applicazioni pratiche della piezoelettricità. Ma 
le esigenze supplementari relative alle qualità a cui dovrebbero sodisfare i 
cristalli piezoelettrici (grande valore dell’effetto, grandi resistenze elettriche 
e meccaniche, resistenza all’umidità, ecc.) riducono notevolmente il numero 
di quelli praticamente utilizzabili. Fra questi, il più importante è il quarzo. 
Dato che è un eccellente isolante, si può creare in esso dei campi elettrici 
di grande intensità, dell’ordine di 30 000 V/cm. Le applicazioni scientifiche 
e tecniche dell’effetto piezoelettrico diretto ed inverso sono veramente varie 
e numerose. Non avendo possibilità di soffermarci molto sulle applicazioni, 
ricordiamo il manometro piezoelettrico che si utilizza per misurare pressio- 
ni rapidamente variabili. In questo dispositivo una lamina di quarzo conve- 
nientemente tagliata è posta all’interno del gas in esame. La pressione viene 
determinata in base al valore delle cariche piezoelettriche che appaiono sul- 
la lamina. Ricordiamo anche vari tipi di trasformatori piezoelettrici: stabi- 
lizzatori e filtri piezoelettrici per la radiotecnica, i sensori piezoelettrici per 
l'automazione e per la telemeccanica, vibrometri e testine rivelatrici per la 
tecnica di riproduzione del suono, microfoni, telefoni, idrofoni per l’acusti- 
ca, ecc. Una particolare importanza hanno i generatori di ultrasuoni a quar- 
zo, proposti durante la prima guerra mondiale dal fisico francese Langevin 
(1872-1946). Gli spostamenti che avvengono in una lamina di quarzo sotto 
l’azione di un campo elettrico statico sono molto piccoli. Ma si può accre- 
scerli di migliaia di volte e aumentare di milioni di volte l’energia delle oscil- 
lazioni utilizzando un campo elettrico variabile. Si sfrutta a questo scopo 
il fenomeno della risonanza, cioè si sceglie la frequenza del campo elettrico 
applicato uguale ad una delle frequenze proprie delle oscillazioni meccani- 
che del quarzo. Le frequenze proprie del quarzo sono definite dalla 
relazione 


dove X è la lunghezza dell’onda ultrasonica nel quarzo e n un numero intero. 
Per n = 1 si ottiene la frequenza fondamentale della lamina e per n = 
= 2,3,4...le armoniche corrispondenti. Quando la frequenza del campo 
elettrico coincide con una di queste, la lamina di quarzo, come aveva dimo- 
strato Langevin, diventa un potente generatore di ultrasuoni. Langevin ave- 
va anche suggerito di utilizzare questo tipo di generatori di ultrasuoni per 
il sondaggio dei fondi marini e per le comunicazioni subacquee. Da quelle 
considerazioni hanno preso avvio numerose applicazioni pratiche della 
piezoelettricità. 
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$ 38. Piroelettricità 


1. Incerti cristalli piezoelettrici in condizioni di equilibrio termodinami- 
co il reticolo degli ioni positivi è spostato rispetto a quello degli ioni negati- 
vi, di modo che i cristalli risultano po/arizzati anche in assenza di un campo 
elettrico. Una tale polarizzazione si chiama spontanea ed i cristalli in cui 
essa si manifesta si chiamano piroelettrici. Di solito la polarizzazione spon- 
tanea è mascherata dalle cariche superficiali libere che appaiono in seguito 
alla deposizione di ioni atmosferici e che si propagano poi su tutta la super- 
ficie del cristallo grazie alla sua conducibilità elettrica che, anche se molto 
debole, è pur sempre diversa da zero. Se si riscalda il cristallo, i reticoli ioni- 
ci, di cui è costituito il cristallo, si spostano l’uno rispetto all’altro, il che 
fa apparire cariche elettriche di segni opposti sulla superficie del cristallo. 
L’apparizione di queste cariche costituisce l’effetto piroelettrico diretto, e le 
sostanze in cui esso si manifesta si chiamano piroelettriche (dal greco pyr— 
fuoco). 

Una tra le sostanze piroelettriche più note è la tormalina. Un cristallo 
di tormalina immerso nella cenere calda dapprima l’attira e poi la respinge. 
Pare che questo effetto fosse conosciuto in India ed in Sri Lanka (isola di 
Ceylon) dai tempi più remoti. In Europa fu conosciuto soltanto all’inizio 
del XVIII secolo, quando i mercanti olandesi cominciarono ad importare 
la tormalina da Sri Lanka. 

Per evidenziare l’effetto piroelettrico, August Kundt (1839-1894) immer- 
geva un cristallo di tormalina in una miscela di polvere di minio e di zolfo. 
Durante la preparazione della miscela le particelle di minio e quelle di zolfo 
si elettrizzano per attrito reciproco: le particelle di minio si caricano positi- 
vamente e quelle di zolfo negativamente. Di conseguenza le particelle rosse 
di minio vengono attratte dalle facce del cristallo di tormalina che a causa 
del riscaldamento sì sono caricate negativamente, mentre le particelle gialle 
di zolfo si depositano sulle facce cariche positivamente. Le regioni cariche 
si collocano alle estremità opposte del cristallo. Si scopre la presenza di cari- 
che elettriche ovunque le facce del cristallo presentino delle fessure dovute 
alle tensioni locali. Per convincersi che la tormalina presenti una polarizza- 
zione spontanea alla temperatura ordinaria, è sufficiente spaccare in due un 
cristallo: sì constata che i piani di frattura sono sempre carichi di elettricità. 
Voigt (1850-1919) immergeva i due pezzi di un cristallo di tormalina appena 
spaccato in due coppe riempite di mercurio e collegate ad un galvanometro. 
Misurando la quantità di elettricità che passava attraverso il galvanometro, 
sì poteva determinare il valore della polarizzazione spontanea P del cristal- 
lo. Voigt ha scoperto così che a 24 °C il limite inferiore di P era uguale a 
33 un. CGSE. I campi elettrici esterni modificano solo leggermente la pola- 
rizzazione dei cristalli piroelettrici che anche in assenza di qualsiasi campo 
sono già polarizzati praticamente fino alla saturazione. 

Variazioni prolungate della temperatura ambientale, anche se piccole, 
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possono far apparire delle macchie di polvere in prossimità di un cristallo 
di tormalina. Se si pone, ad esempio, un cristallo di tormalina su un foglio 
di carta bianca, in un punto della stanza in cui l’aria è stagnante ma subisce 
variazioni anche lievi di temperatura, si vedono apparire dopo qualche mese 
macchie di polvere in prossimità delle estremità del cristallo. Il fatto è che 
sotto l’azione delle forze elettriche le particelle di polvere vengono attratte 
verso le estremità del cristallo di tormalina, dove il campo è più intenso, e 
si depositano sulla carta. 

Se cambia la temperatura del cristallo, cambia anche il suo volume; il 
cristallo cioè si deforma. Questa deformazione è accompagnata di solito 
dall’apparizione di cariche piezoelettriche. Perciò, per osservare l’effetto pi- 
roelettrico propriamente detto, bisogna riscaldare il cristallo mantenendo 
costante il suo volume e la sua forma. E se nel cristallo non si crea un gra- 
diente di temperatura, la polarizzazione che appare in queste condizioni si 
chiama effetto piroelettrico primario (o diretto). Quanto all’elettrizzazione 
che accompagna la deformazione del cristallo durante il suo riscaldamento, 
essa si chiama effetto piroelettrico secondario (0 indiretto). In generale l’ef- 
fetto secondario è più intenso di quello primario. In certi cristalli l’effetto 
primario è talmente debole che non si riesce a rilevarlo. Infine, cariche elet- 
triche possono apparire su un cristallo se il suo riscaldamento non è omoge- 
neo, cioè in presenza nel cristallo di un gradiente di temperatura. Questo fe- 
nomeno si chiama effetto piroelettrico terziario (o falso effetto piroelettri- 
co). Il fatto è che a causa del riscaldamento non omogeneo nel cristallo si 
crea un gradiente di temperatura che in seguito alla dilatazione termica pro- 
voca tensioni e deformazioni non omogenee. Come risultato sorgono cari- 
che piezoelettriche le quali possono essere attribuite, erroneamente, o all’ef- 
fetto piroelettrico primario o a quello secondario se l’esperimento non è sta- 
to effettuato con tutta la cura necessaria. 

2. L'assenza di un centro di simmetria non è sufficiente perché si manife- 
sti l’effetto piroelettrico, cioè la polarizzazione spontanea del cristallo. In- 
fatti, in un cristallo piroelettrico deve esistere, anche in assenza di campo 
clettrico, una direzione particolare lungo la quale si manifesta la polarizza- 
zione spontanea. I cristalli di quarzo, ad esempio, non possiedono una tale 
direzione privilegiata. I tre assi elettrici del quarzo X1, X2, X3 (cfr. fig. 95) 
sono perfettamente equivalenti e nessuno di loro può comportarsi in un mo- 
do particolare. Quindi, non tutti i cristalli piezoelettrici presentano necessa- 
riamente proprietà piroelettriche. Viceversa ogni cristallo piroelettrico è an- 
che piezoelettrico. Soltanto dieci su trentadue classi cristallografiche possie- 
dono proprietà piroelettriche. 

3. Oltre all’effetto diretto, esiste un effetto piroelettrico inverso. Que- 
st’ultimo consiste nel fatto che ogni variazione del campo elettrico realizza- 
ta senza somministrazione o estrazione di calore (trasformazione adiabati- 
ca) è accompagnata da una variazione di temperatura del cristallo piroelet- 
trico. Questo effetto inverso deve necessariamente apparire in virtù dell’esi- 
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stenza dell’effetto piroelettrico diretto e delle leggi della termodinamica. In- 
fatti, scriviamo la relazione della termodinamica du = T ds + E dP per l’u- 
nità di volume del cristallo supponendo che il volume v durante il processo 
resti costante. Da questa relazione segue 


d(u — TS — EP)= — sdT - PdE, 


(E): (7): 


Dato che esiste, a volume costante, una relazione funzionale tra le grandezze 


s Ee T,si ha 
as) __ (85) (3T 
d0EJTO OT ]E\0dE Js 


Introduciamo ora il calore specifico della sostanza a volume ed intensità di 


campo costanti 
_ ds 
MES r(37) v,E 


83T\ __ T (9P\ 
(37). Cv, E (7) (38.1) 


È questa la formula che esprime la relazione tra gli effetti piroelettrici diret- 
to ed inverso. 


da cui 


Si avrà allora 





$ 39. Ferroelettricità 


1. Alcuni cristalli dielettrici presentano in un certo intervallo di tempera- 
ture, detto regione polare, un comportamento piroelettrico, cioè presentano 
una polarizzazione spontanea, anche in assenza di un campo elettrico ester- 
no. Ai confini di questo intervallo di temperature essi subiscono dei cambia- 
menti di fase, passando ad altre modificazioni cristalline per le quali non 
si ha polarizzazione spontanea. Queste sostanze sono dette ferroelettriche. 
I cristalli ferroelettrici si distinguono dai cristalli piroelettrici ordinari anche 
per il fatto che il senso della polarizzazione spontanea può essere invertito 
nei materiali ferroelettrici applicando un campo elettrico relativamente de- 
bole, mentre nei piroelettrici ordinari ciò non si verifica anche con campi 
molto intensi. 

Ogni retta parallela al vettore della polarizzazione spontanea si chiama 
asse polare. Esistono cristalli ferroelettrici che hanno un solo asse polare (il 
sale di Seignette, ad esempio) ed altri che hanno più di un asse polare (il 
titaniato di bario, ad esempio). 
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La modificazione cristallina di una sostanza ferroelettrica che presenta 
una polarizzazione spontanea si chiama fase polare, mentre una modifica- 
zione cristallina che non presenta la polarizzazione spontanea è detta fase 
non polare. La temperatura 7c di trasformazione della fase polare in quella 
non polare (e viceversa) si chiama punto (o temperatura di Curie) dielettri- 
co, in memoria di Pierre Curie che ha introdotto una nozione analoga nella 
teoria del ferromagnetismo (cfr. $$ 74 e 79). Di regola le sostanze ferroelet- 
triche possiedono soltanto un punto di Curie al di sotto del quale esse sussi- 
stono sotto forma di una fase polare e al di sopra del quale si presentano 
in fasi non polari. Fanno eccezione il sale di Seignette, i sali ad esso isomorfi 
nonché i composti Ag2H3I0sg e Ag:D3106 che possiedono due punti di Cu- 
rie: uno inferiore Tior e uno superiore Tsup. Per questi composti la polarizza- 
zione spontanea esiste soltanto nell’intervallo di temperature compreso tra 
i punti di Curie e non si osserva ad altre temperature. 

Le sostanze ferroelettriche sono caratterizzate da una serie di proprietà 
dielettriche e fisiche anomale (piezoelettriche, elettroottiche, ecc.) collegate 
tra loro da relazioni termodinamiche. Queste anomalie sono state scoperte 
dapprima nei cristalli del sale di Seignette, dal cui nome sono stati tratti i 
termini di « seignetto-elettrici » e « seignetto-elettricità » con cui talvolta 
si indica questo fenomeno. Da molti punti di vista le proprietà dielettriche 
di queste sostanze sono analoghe alle proprietà magnetiche dei materiali 
ferromagnetici (cfr. $$ 74 e 79). Da questo nasce il nome di sostanze ferroe- 
lettriche. Il sale di Seignette NaKC4H406-4H20 è un sale doppio dell’acido 
tartarico contenente quattro molecole di acqua di cristallizzazione. Esso 
possiede due punti di Curie: Zinr = 255 K (-18 °C) e Zsup= 297 K 
(+24 °C). Molti altri sali dell’acido tartarico, per esempio 
NaNH4C4H40g:4H20 (sale ammoniacale di Seignette), 
NaRbC4H40g:4H:0, NaTlC4H406-:4H230 possiedono delle proprietà fer- 
roelettriche. Già nel 1880 i fratelli Curie avevano scoperto l’esistenza di un 
effetto piezoelettrico di intensità anomala nei cristalli del sale di Seignette. 
Poi nel 1894 Pockels ha esaminato quantitativamente questo effetto (non- 
ché l’effetto elettroottico, cioè la variazione dell’indice di rifrazione in fun- 
zione del campo elettrico). Le proprietà dielettriche anomale del sale di Sei- 
gnette sono state scoperte da ValaSek nel 1921; sono state studiate più detta- 
gliatamente all’inizio degli anni trenta da IV. Kurtatov (1903-1960), P.P. Ko- 
beko (1897-1954). Nel 1944 B.M. Wul (nato nel 1903) e I.M. Goldman (nato 
nel 1910) nell’URSS, Wainer e Solomon negli USA e Ogawa nel Giappone 
hanno scoperto, indipendentemente gli uni dagli altri, l’esistenza di proprie- 
tà dielettriche anomale nelle ceramiche contenenti titaniato di bario 
(BaTiO3). Questa è la sostanza ferroelettrica più usata per le applicazioni, 
perché possiede eccellenti proprietà meccaniche e una grande stabilità chi- 
mica (temperatura di Curie 7c = 393 K = 120 °C). Da qui prese l’avvio uno 
sviluppo rapido della ferroelettricità e delle sue applicazioni. Risultò che la 
ferroelettricità è un fenomeno molto più diffuso di quanto si pensasse. At- 
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tualmente sono conosciute più di cento sostanze ferroelettriche, senza con- 
tare un gran numero di soluzioni solide ferroelettriche. La ferroelettricità 
costituisce attualmente un ramo importante della fisica dello stato solido 
che si sviluppa a ritmi sempre più rapidi. In un corso di fisica generale si 
può dedicare alla ferroelettricità soltanto poche pagine. 

2. Studiamo il comportamento dei ferroelettrici prendendo per 
esempio il sale di Seignette e il titaniato di bario. Nella fase non polare (per 
T< Tinge T > Tsup)icristalli del sale di Seignette appartengono al sistema 
rombico e sono piezoelettrici. La figura 100 illustra la forma di un cri- 
stallo ortorombico. Le facce più sviluppate e più tipiche sono le facce (001) 
e le facce prismatiche (110), invece sono meno sviluppate le facce (210), (120) 
e (010). Nella maggioranza dei casi le facce (100) sono molto piccole o man- 
cano del tutto. La fase polare del sale di Seignette appartiene al sistema mo- 
noclino; l’asse polare a [100] è parallelo all’asse 4 del cristallo ortorombico 
iniziale. (In generale le fasi polari delle sostanze ferroelettriche sono sempre 
caratterizzate da un livello di simmetria più basso rispetto a quello delle fasi 
non polari.) Le proprietà dielettriche anomale del sale di Seignette sono 
massime quando il campo esterno £ è diretto parallelamente all’asse a. Se 
invece il campo £ è parallelo agli assi db e c non si osserva nessuna anomalia. 

3. Tra tutte le sostanze ferroelettriche conosciute il titaniato di bario 
possiede la struttura cristallina più semplice. Al di sopra di 120 °C, la fase 
non polare presenta la struttura cubica del tipo perowskite, rappresentata 
nella figura 101 (questa struttura prende il suo nome dal minerale perowski- 
te CaTiO;). Dato che la fase non polare del titaniato di bario possiede un 
centro di simmetria esso non gode di proprietà piezoelettriche. Nella regio- 
ne polare di temperature, tra 120 °C (punto di Curie) e 5 °C i cristalli di 
BaTiO; presentano una simmetria tetragonale e diventano piezoelettrici. Il 
cambiamento di fase che ha luogo a 120 °C consiste nel fatto che uno degli 
spigoli della maglia cubica si allunga e diventa l’asse di simmetria polare 
tetragonale, indicato con c, mentre gli altri due spigoli del cubo si accorcia- 
no di uno stesso fattore e diventano gli assi tetragonali, indicati con a. Qua- 
le degli spigoli della maglia cubica si troverà ad allungarsi e a diventare l’as- 
se polare c dipende dal caso; ma se per una qualche fluttuazione uno degli 
spigoli subisce un allungamento, questo determinerà la direzione privilegia- 
ta lungo la quale avranno luogo gli allungamenti ulteriori. Dato che i tre 
spigoli della maglia cubica sono equivalenti, ciascuno di essi può diventare 
l’asse polare. La fase tetragonale, quindi, presenta sei direzioni possibili lun- 
go le quali può apparire la polarizzazione spontanea parallele agli spigoli 
della maglia cubica e a due a due reciprocamente opposte. Al di sotto di 
S °C il titaniato di bario sibisce un secondo cambiamento di fase in seguito 
al quale appare una nuova fase ferroelettrica che è stabile tra $ °C e — 90 °C 
e possiede una simmetria ortorombica. La maglia elementare può essere ot- 
tenuta dalla maglia cubica iniziale allungando quest’ultima lungo una dia- 
gonale di una delle facce del cubo e poi comprimendola lungo l’altra diago- 
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nale della stessa faccia. La diagonale allungata diventa l’asse polare del cri- 
stallo ortorombico. Vi sono sei facce e dodici sono le loro diagonali. Ma 
queste ultime sono a due a due parallele, per cui nella fase ortorombica vi 
sono dodici direzioni distinte lungo le quali può orientarsi il vettore polariz- 
zazione spontanea del cristallo. A_— 90 °C si produce il terzo cambiamento 
di fase ed il cristallo diventa romboedrico, con l’asse polare orientato lungo 





Fig. 101. 


una delle diagonali spaziali del cubo, cioè quelle che collegano i vertici dia- 
metralmente opposti del cubo. Dato che la maglia cubica iniziale ha quattro 
diagonali spaziali equivalenti e che a ciascuna di esse corrispondono due 
possibili direzioni (fra loro opposte), la fase romboedrica presenta otto dire- 
zioni distinte lungo le quali può orientarsi il vettore polarizzazione 
spontanea. 

4. La polarizzazione spontanea P; di un materiale ferroelettrico varia 
con la temperatura e si annulla alle frontiere della regione polare. Per il sale 
di Seignette P, raggiunge il suo valore massimo a 5 °C: P; = 7,5-10° un. 
CGSE = 2,5-107” C/cm?. Per il titaniato di bario la polarizzazione sponta- 
nea lungo l’asse polare è quasi di 100 volte più grande e alla temperatura 
ordinaria P; = 7,8-10* un. CGSE = 2,6-107° C/cm?. 

La polarizzazione di un materiale ferroelettrico varia quando gli si ap- 
plica un campo elettrico. Per le fasi polari essa si compone della polarizza- 
zione spontanea P., che è indipendente dal campo £, e della polarizzazione 
indotta Pi dovuta al campo applicato. Dato che la relazione tra P e E non 
è lineare, le definizioni usuali della polarizzabilità a e della permettività die- 
lettrica € non sono applicabili alle fasi polari dei ferroelettrici. Soltanto nel 
caso di campi deboli ci si può limitare alla approssimazione lineare, ponen- 
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do P= P\ + aEoP. = aE. Quindi, la relazione usuale tra la polarizzazio- 
ne ed il campo, P = a£, nel caso di materiali ferroelettrici sottoposti a cam- 
pi deboli si applica soltanto alla polarizzazione indotta e non alla polarizza- 
zione totale. Il coefficiente a si chiama polarizzabilità (o suscettività dielet- 
trica) del materiale ferroelettrico. Dato che i cristalli sono anisotropi la po- 
larizzabilità a è un fensore. Per semplicità trascuriamo l’anisotropia dei cri- 
stalli; ciò è lecito a condizione che il campo £ sia parallelo ad uno dei tre 
assi principali del tensore a. In tal caso le proprietà tensoriali della grandez- 
za a non si manifestano e si può considerarla uno scalare. Nei campi forti 
la polarizzabilità a viene definita come derivata, a = 9P;/0E, e dipende 
dall’intensità del campo elettrico. La permettività dielettrica è sempre legata 
ada dalla relazione e = 1 + 47a. I valori numerici di € e di a riportati sot- 
to corrispondono a misurazioni effettuate in campi deboli. 

5. Una delle proprietà più caratteristiche dei materiali ferroelettrici è che 
i valori della permettività dielettrica delle fasi polari sono molto grandi. Per 
il sale di Seignette il valore massimo di e è = 10000 e per il titaniato di bario 
Emax = 6000-7000. 

In una fase non polare le sostanze ferroelettriche si comportano, come 
dielettrici lineari ordinari in cui la polarizzazione è proporzionale all’inten- 
sità del campo elettrico. Ma la polarizzabilità a e la permettività dielettrica 
€ variano con la temperatura. In prossimità del punto di Curie vale la /egge 
di Curie-Weiss, espressa dalla relazione 


€ 
T-To° 


dove C e To sono costanti; 7o si chiama temperatura di Curie-Weiss, e dif- 
ferisce molto poco dalla temperatura di Curie 7c alla quale ha luogo la 
transizione dalla fase polare nella fase non polare (o viceversa). In generale 
questa differenza viene trascurata. Se ci sono due punti di Curie, in prossi- 
mità di ciascuno di essi, nella fase non polare si verifica la /egge di Curie- 
Weiss: in prossimità del punto di Curie superiore questa legge si scrive co- 
me indicato nella (39.1) ed in prossimità del punto di Curie inferiore assume 
la forma - 
C' 
a = TT (39.2) 
(le costanti C’ e 7 hanno evidentemente valori differenti). Vediamo che an- 
che nelle fasi non polari in prossimità dei punti di Curie i valori di € e di 
a sono grandi in maniera anomala. 
La figura 102 rappresenta la dipendenza dalla temperatura della permet- 
tività dielettrica €, di un monocristallo del sale di Seignette, misurata lungo 
l’asse polare @ (secondo le misurazioni di Hablutzel). La figura 103 rap- 
presenta i risultati relativi al titaniato di bario (secondo le misurazioni di 
Merz). Nella fase tetragonale il titaniato di bario possiede due valori prin- 


(39.1) 


oO = 
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cipali della permettività dielettrica: il valore di &- misurata lungo l’asse pola- 
re e quello di eg lungo un asse perpendicolare. I valori riportati nel grafico 
si riferiscono ad un cristallo monodominio (si veda sotto). Nelle fasi or- 
torombica e tetragonale il valore di € è stato misurato lungo queste stesse 
direzioni. In queste fasi il cristallo è diviso in domini (si veda sotto), per 
questo le curve rilevate per valori crescenti e decrescenti del campo elettrico 
non coincidono in prossimità dei punti di transizione di fase. 
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Fig. 103. 


6. Ogni materiale ferroelettrico polarizzato spontaneamente nella regio- 
ne polare di temperature deve essere più stabile rispetto allo stato non pola- 
rizzato. Nel caso contrario in questa regione di temperature esso passerebbe 
spontaneamente in una fase non polarizzata, il che non si osserva nella real- 
tà. Perciò si possono applicare allo studio dei materiali ferroelettrici i prin- 
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cipi generali dell'equilibrio termodinamico, per esempio il principio del mi- 
nimo dell’energia o di una qualche altra funzione termodinamica a seconda 
dei parametri termodinamici che vengono mantenuti costanti. Da questi 
principi segue che pure in assenza di un campo elettrico esterno ogni cristal- 
lo ferroelettrico di dimensioni sufficientemente grandi deve scomporsi 
spontaneamente in regioni caratterizzate da differenti direzioni del vettore 
polarizzazione, dette domini (più esattamente domini dielettrici). Infatti un 
cristallo polarizzato crea un campo elettrico non soltanto al suo interno, ma 
anche nello spazio circostante. Al campo esterno corrisponde una certa 
energia elettrica. L’energia totale del cristallo si compone di tre parti: 1) la 
somma delle energie interne di tutti i domini; 2) l'energia del campo elettri- 
co esterno; 3) l’energia superficiale alle frontiere di separazione di domini. 
L’energia del campo elettrico esterno è massima quando tutto il volume del 
cristallo è polarizzato in modo omogeneo. Perciò la scomposizione in do- 
mini può risultare « energeticamente vantaggiosa », cioè essere accompa- 
gnata da una diminuzione dell’energia totale. Ma la scomposizione in domi- 
ni°porta ad un aumento dell’energia superficiale. Questo processo si arresta 
quando l’energia totale raggiunge il suo valore minimo. 

Nel caso in cui il cristallo ferroelettrico possieda un so/o asse polare, si 
hanno soltanto due direzioni (di senso opposto) che sono parallele all’asse 
polare. Questi cristalli presentano una struttura stratificata dei domini. Nei 
cristalli ferroelettrici che hanno un numero maggiore di assi polari la strut- 
tura dei domini è più varia poiché il numero delle direzioni di polarizzazio- 
ne dei domini è il doppio del numero di assi polari. 

Le prove sperimentali dell’esistenza di domini erano all’inizio prove indi- 
rette. Si è avuta una prova diretta osservando i cristalli ferroelettrici in luce 
polarizzata. Un altro procedimento è basato sull'attacco chimico della su- 
perficie dei cristalli. Il bordo positivo di un dominio di BaTiO;, ad esempio, 
è attaccato dagli acidi più fortemente di quello negativo. 

7. A causa dell’esistenza di domini il momento dipolare dei cristalli fer- 
roelettrici è uguale a zero in assenza di un campo esterno, poiché la polariz- 
zazione di certi domini è compensata dalla polarizzazione in senso opposto 
di altri. Il cristallo si comporta come se non fosse polarizzato. Quando si 
applica un campo elettrico, alcuni domini modificano la loro orientazione 
mentre altri si accrescono a spese dei domini adiacenti. Il cristallo acquista 
quindi una polarizzazione P. La dipendenza di P dall’intensità E del campo 
elettrico è illustrata nella figura 104. All’inizio l'incremento di P avviene 
lungo la curva OA. Nel punto A la polarizzazione di tutti i domini risulta 
orientata lungo il campo £. A partire da questo punto l’ulteriore incremen- 
to di P è dovuto alla polarizzazione indotta P; = «E e la curva 0A diventa 
un segmento di retta (AD). Se questo segmento si prolunga a sinistra fino 
alla sua intersezione con l’asse delle ordinate, esso vi stacca un segmento OC 
la cui lunghezza è uguale alla polarizzazione spontanea P.. 

Se diminuiamo ora l’intensità del campo elettrico, si constata che la va 
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riazione della polarizzazione P non avviene lungo la curva descritta prece- 
dentemente DAO, ma lungo una curva DAB'A'D' che passa al di sopra 
della curva DAO. Questo effetto si chiama isteresi dielettrica ed è legato al- 
l’esistenza dei domini dielettrici: i processi di riorientazione e di accresci- 
mento dei domini in un campo elettrico subiscono un rallentamento che ri- 
corda l’effetto di blocco dovuto alle forze d’attrito secco (cfr. v. I. $ 17). 
Quindi, la polarizzazione P non è univocamente determinata dal valore at- 
tuale del campo €, ma dalla storia precedente del materiale. Se invertiamo 
il campo elettrico, la dipendenza di P da £ sarà rappresentata dalla curva 
inferiore D’'A’BAD simmetrica alla curva D’ A’ B'AD rispetto all’origine 
delle coordinate O. Si ha quindi una curva chiusa AB’A'’ BA detta ciclo di 
isteresi dielettrica. Si possono ottenere dei cicli di isteresi più piccoli, uno 
dei quali è rappresentato nella figura 104. Si otterranno dei cicli di isteresi 
analoghi riportando in ordinata l’induzione D = E + 47xP. Questi cicli non 
si distinguono praticamente dalle curve P = P(£E) (più precisamente ne dif- 
feriscono per le dimensioni), poiché nei materiali ferroelettrici E < D, il che 
permette di trascurare £. 


N 





Fig. 104. 7 Fig. 105. 


8. I cicli di isteresi si possono riprodurre facilmente sullo schermo di un 
oscilloscopio. A questo scopo si collegano in serie due condensatori Co e 
Cx ai quali si applica una corrente alternata fornita da uno stesso generatore 
(fig. 105). Il condensatore Co è riempito di un dielettrico ordinario 
« lineare » di permettività dielettrica costante go e il condensatore C, di una 
sostanza ferroelettrica. È evidente che la tensione ai capi del condensatore 
C; è proporzionale al campo E nel materiale ferroelettrico. Dato che i con- 
densatori sono collegati in serie, le loro cariche sono uguali e sono uguali 
quindi le loro induzioni: Do = D. Poiché la grandezza 20 è costante, la ten- 
sione ai capi del condensatore Co sarà proporzionale all’induzione Do = D. 
Se si applica alle placche di deviazione orizzontale dell’oscilloscopio la ten- 
sione esistente ai capi del condensatore C,, e a quelle di deviazione verticale 
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la tensione del condensatore Co, si otterrà sullo schermo dell’oscilloscopio 
la curva D = D(E), cioè il ciclo di isteresi. 

9. Non esporremo qui le teorie microscopiche della ferroelettricità, che 
sono ancora lontane da una sistemazione definitiva, e ci limiteremo a fare 
la seguente osservazione. Supponiamo che ad un dielettrico con dipoli in- 
dotti sia applicabile la relazione £’ = £ + aP, dove a è una costante. (Se- 
condo Lorentz per i cristalli cubici costruiti con atomi puntuali isotropi 

= 47/3, cfr. $ 35). Siano Bla polarizzazione della molecola e N il numero 
di molecole contenute nell’unità di volume. Allora N8BE' = P= N8BE + 
+ NagP, ossia 


(1 — NaB)P = NBE. 


Se NaB = 1e E = 0, quest’equazione ha due soluzioni: 1) P = 0; 2) P #0. 
A queste soluzioni corrispondono due stati del materiale ferroelettrico, ma 
si realizza soltanto quello che è più stabile termodinamicamente. Supponia- 
mo che lo stato più stabile sia quello corrispondente a P # 0. I) dielettrico 
si polarizza allora spontaneamente: se all’inizio P = 0, ogni fluttuazione 
della polarizzazione P farà passare il dielettrico in uno stato più stabile in 
cui P_# 0. La grandezza Na6 dipende dalla temperatura (anche a causa del- 
la dilatazione termica del dielettrico). La condizione Na8 = 1 definisce la 
posizione del punto di Curie. In prossimità del punto di Curie la polarizza- 
zione del dielettrico a = N8/(1 — Na£6) sarà molto grande. Scomponendo 
il denominatore (1 — Naf) in serie di potenze di (7 — 7c) e limitandosi al 
termine lineare, si ottiene la relazione a = cost/(7 — 7c), cioè la legge di 
Curie-Weiss. Questo esempio non può essere considerato come una « teoria 
della ferroelettricità ». Esso dimostra soltanto che è possibile in linea di 
principio spiegare l’esistenza di una polarizzazione spontanea e l’elevato va- 
lore assunto dalla grandezza € in prossimità del punto di Curie. 

10. Più concrete rispetto alle teorie molecolari della ferroelettricità sono 
le teorie termodinamiche. Si dovrebbe piuttosto definirle teorie fenomeno- 
logiche poiché si basano sia sulla termodinamica che su certe ipotesi feno- 
menologiche. Le teorie fenomenologiche non possono evidentemente spie- 
gare la natura fisica della ferroelettricità: esse permettono soltanto di stabi- 
lire delle relazioni tra le varie grandezze che caratterizzano i materiali fer- 
roelettrici. Tra i primi ad aver elaborato una teoria termodinamica della fer- 
roelettricità è stato V.L. Ginsburg (nato nel 1916). Qui di seguito diamo una 
breve esposizione della teoria di Ginsburg. 

Scriviamo la relazione termodinamica, che descrive i processi di equili- 
brio in un dielettrico sottoposto all’azione di un campo elettrico E, nella 
forma 


dU = TdS — PdV + E dP (39.3) 


(Trascuriamo l’anisotropia del dielettrico e supponiamo che non ci siano 
tensioni meccaniche. Si potrebbe scrivere E 4D/(47r), invece di E dP, con- 
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formemente a ciò che è stato detto nel $ 31.) Se si introduce il potenziale 
termodinamico ® = U — TS + PV — EP, questa relazione si scriverà 


d® = — SdT + VdP- PdE. (39.4) 


La funzione ® dipende dalle seguenti variabili indipendenti: la temperatura 
T, la pressione # e l’intensità E del campo elettrico. Conoscendo queste 
grandezze risultano determinati tutti gli altri parametri interni che caratte- 
rizzano il dielettrico allo stato di equilibrio termodinamico. Tuttavia per i 
nostri scopi è necessario introdurre alcune deviazioni dall’equilibrio termo- 
dinamico e di supporre che la polarizzazione P possa variare indipendente- 
mente. Allora il processo di trasformazione non avviene più in condizioni 
di equilibrio e nella relazione (39.3) invece del segno di uguaglianza si deve 
mettere il segno < 0. L’uguaglianza (39.4) si riduce allora alla disu- 
guaglianza 


d® < —-SdT + Vd?—- PdE. 


Se le grandezze 7; 4 E sono costanti allora d® < 0. Ne deriva che a//o stato 
d’equilibrio termodinamico il potenziale termodinamico è minimo (per T, 
P e E costanti). Il valore d’equilibrio della polarizzazione P si ottiene dalla 
condizione del minimo di È. 

11. Dopo queste considerazioni termodinamiche, passiamo all’esposi- 
zione della teoria di Ginsburg. L’essenziale in questa teoria è l’idea che i/ 
passaggio dalla fase polare alla fase non polare di un cristallo ferroelettrico 
(e viceversa) è una trasformazione di fase di secondo ordine o una trasfor- 
mazione di primo grado che se ne distingue assai poco (cfr. v. II. $ 120). 
Ginsburg ha applicato ai materiali ferroelettrici la teoria delle trasformazio- 
ni di fase di second’ordine sviluppata da L.D. Landau (1908-1968). Suppo- 
niamo dapprima che non vi sia un campo elettrico (E = 0). Nella fase pola- 
re P# 0e nella fase non polare P = 0. Ammettiamo che al punto di Curie 
la polarizzazione P sia una funzione continua della temperatura e che in 
prossimità di questo punto si possa sviluppare il potenziale termodinamico 
® in serie di potenze rispetto a P. Questa ipotesi è il punto debole della teo- 
ria di Ginsburg, come l’analoga ipotesi della teoria generale delle trasforma- 
zioni di fase di second’ordine di Landau. Ma se tale decomposizione è possi- 
bile, essa deve contenere soltanto potenze pari di P, poiché il potenziale È 
non deve variare quando si inverte il senso del vettore P in assenza di un 
campo elettrico. Tenendo conto di questa osservazione, e arrestando lo svi- 
luppo al quarto ordine, si scriverà 


® = bo + AP° +3 1 gp‘, (39.5) 


dove Po, A, B sono funzioni della temperatura e della pressione. La polariz- 
zazione P all’equilibrio si otterrà dalla condizione del minimo di ®, il che 
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conduce alla relazione 





° do 3} _ 
=p = XAP + BP°)= 0, (39.6) 

2 
di = 2(A +3BP°)> 0. (39.7) 


L'equazione (39.6) ha due soluzioni: 
prima soluzione 


P=0 (T=>Tc); (39.8) 
seconda soluzione 
pe= - È (T< Tx). (39.9) 


La prima soluzione si riferisce alla fase non polare (7 = 7c), la seconda alla 
fase polare (7 < 7c). Al punto di Curie P = 0, quindi il coefficiente A deve 
annullarsi: A(7c) = 0. Nella fase non polare (7 = 7c) la soluzione P = 0 
deve soddisfare alla condizione (39.7) e perciò per 7 > 7c si deve avere 
A > 0. Nella fase polare (7 < Tc) la soluzione P = 0 non soddisfa alla 
condizione di minimo e si ha A < 0, B > 0, conformemente alla condizione 
(39.7), dove P° è una grandezza essenzialmente positiva. Quindi, in prossi- 
mità del punto di Curie A è una funzione crescente della temperatura: 
(FA) 7 > 0. In prossimità immediata del punto di Curie la grandez- 
_Î | | , | 0A 
za A può essere approssimata mediante l’espressione A = (37), 0 _ 
— Tc,, trascurando la variazione di B con la temperatura. In queste condi- 
zioni la (39.9) conduce a 


P? = cost (POT) Te -D (T<To. (39.10) 


12. Secondo la formula (39.4) l’entropia di un materiale ferroelettrico è 
definita dall’espressione 
s-_d® __ 900 _ pa 9A _ ,9P°_ PÒ 9B_B 9P° 

E E 9T 2 dT 2 IT 





to) OT OT 


AI punto di Curie tutti i termini salvo 0®0/07 si annullano. Ciò significa 
che l’entropia non varia durante il processo di trasformazione di fase, e 
quindi il calore latente è uguale a zero, come deve avvenire nel caso di tra- 
sformazioni di fase di second’ordine. Però avviene un salto della capacità 
termica. Infatti al punto di Curie la capacità termica della fase non polare è 
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c per la fase polare si ha 
9° Do 9P° 9A dd T (54 ) 
PIT -2T PT —=-(7 +2/(—- , 
c 9T° 9T 9T ( 9T )e B\oT } |c 
— nPol _ ,n.pol _ T 0A 2 
Ac,= Co — Cw 2[7 (CINE (39.11) 


Sottraendo 8 dalle formule (39.10) e (39.11) si ottiene per la polarizzazione 
spontanea P; 





pi=___fS__(T- TS. (39.12) 


RELUCONI 


Questa relazione può essere verificata attraverso l’esperimento, poiché tutte 
le grandezze che ne fanno parte possono essere misurate indipendentemente 
le une dalle altre: Ac, può essere misurato per mezzo di un calorimetro, P, 
secondo la carica di un condensatore riempito di una sostanza ferroelettri- 


ca, (34) si deduce dal valore della permettività dielettrica €. 
P 


13. Calcoliamo ora la polarizzabilità a (o la permettività dielettrica 
e = 1 + 4ra) nei campi elettrici deboli. Introduciamo a questo scopo una 
nuova funzione termodinamica = ® + EP Come risulta immediatamen- 
te dalla (39.4), per questa funzione si deve avere 


dA = — SdT + VdP+ EdP. (39.13) 
Prendendo come variabili indipendenti 7, #e P si ottiene 
00) 99 
E= —— = —— . . 
>P (IP) (39.14) 
In virtù della (39.5) in prossimità del punto di Curie si deve avere 
Q=%0+ AP + 3 BP*. (39.15) 


Dato che ®o, A, B dipendono soltanto dalla temperatura e dalla pressione, 
si ha 


E = 2(AP + BPÈ). 


AI di sopra del punto di Curie (7 > Tc) si può trascurare il termine BPÌ. 
Si ottiene allora una relazione lineare tra P_ ed £ e la polarizzabilità 
a = 1/(2A), ossia sostituendo A con (04/07)c(T — Tc) 


n.pol _ 1 
al-P° = 20A/9T)\(T — To) (T> TC). (39.16) 
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AI di sotto del punto di Curie la polarizzabilità a è definita dalla derivata 
OP 1 


© E XA+3BP) 
In questa espressione si può trascurare la polarizzazione indotta, ponendo 
P = P.. Allora, in virtù della formula (39.10) si ottiene 


pol __ l 
aP° = ARTT =D (T< Tc) (39.17) 
Vediamo che a distanze uguali dal punto di Curie a"P° = 2aP°. 

14. Per concludere menzioniamo l’esistenza dell’antiferroelettricità. 
Questo effetto è della stessa natura fisica della ferroelettricità e consiste nel 
fatto che in certi cristalli in una certa gamma di temperature gli ioni vicini 
della stessa specie si orientano in modo spontaneo, non parallelamente ma 
antiparallelamente gli uni rispetto agli altri. Questi cristalli si chiamano an- 
tiferroelettrici. Un cristallo antiferroelettrico può essere considerato un cri- 
stallo costituito da due sottoreticoli compenetrati l’uno nell’altro; i momen- 
ti dipolari degli ioni di uno dei sottoreticoli sono orientati parallelamente 
in un senso e quelli dell’altro sottoreticolo sono orientati lungo la direzione 
diametralmente opposta così che il momento dipolare di tutto il cristallo sia 
uguale a zero. Il passaggio da una disposizione ordinata degli ioni a quella 
disordinata avviene nel punto di Curie antiferroelettrico: la disposizione or- 
dinata si osserva generalmente al di sotto del punto di Curie e quella disor- 
dinata al di sopra di questo punto. Nel punto stesso di Curie si osserva un 





Fig. 106. 


massimo della permettività dielettrica, inferiore a quelli della maggioranza 
dei ferroelettrici. Quando si applica un campo elettrico, appare una polariz- 
zazione elettrica P. Dato che in assenza del campo P = 0, nei campi deboli 
la relazione tra P e E è praticamente lineare. Ma se il campo è sufficiente- 
mente forte, un cristallo antiferroelettrico può passare allo stato ferroelettri- 
co. Nel caso di trasformazione di fase « forzata » nei campi forti, si osserva- 
no dei cicli di isteresi doppi (fig. 106). 
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II. LA CORRENTE ELETTRICA 


$ 40. Densità di corrente. Legge della conservazione 
della carica elettrica 


1. La corrente elettrica è il movimento ordinato delle cariche elettriche. 
Queste cariche nella teoria delle correnti elettriche si chiamano portatori di 
corrente. Nei metalli e nei semiconduttori i portatori di corrente sono e/et- 
troni, mentre negli elettroliti e nei gas ionizzati sono ioni positivi e negativi. 

Consideriamo dapprima il caso più semplice in cui tutti i portatori di 
corrente sono identici (per esempio, gli elettroni nei metalli). Isoliamo men- 
talmente, nel mezzo percorso da una corrente, un elemento di volume qua- 
lunque fisicamente infinitesimo e indichiamo con il vettore velocità media 
dei portatori considerati in questo elemento di volume. Questo vettore u è 
detto velocità media, velocità di deriva o ancora velocità di movimento or- 
dinato dei portatori di corrente. Indichiamo con n la concentrazione dei 
portatori di corrente, cioè il loro numero per unità di volume. Consideriamo 
un elemento infinitesimo di superficie 4S perpendicolare alla velocità w e 
costruiamo su questo elemento di superficie un cilindro retto di altezza infi- 
nitesima uv df, come indicato nella figura 107,a. Tutte le particelle contenute 


ds 


a) b) 
Fig. 107. 


in questo cilindro attraverseranno nel tempo d' l’area dS e trasporteranno 
attraverso quest'area nella direzione del vettore u una carica elettrica 
dq = neu dSdt, dove e è la carica di una singola particella. Quindi, la cari- 
ca elettrica trasportata attraverso l’unità di superficie per unità di tempo è 
| = neu. Il vettore 


j = neu (40.1) 
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è detto densità di corrente elettrica. Il modulo di questo vettore rappresenta 
la carica trasportata per unità di tempo attraverso l’unità di superficie per- 
pendicolare alla corrente. Il senso del vettore j coincide con il senso del mo- 
vimento ordinato dell’elettricità positiva. 

Queste considerazioni si estendono facilmente al caso in cui ci sono va- 
rie specie di cariche che creano la corrente. La densità di corrente in questo 
caso è definita dall’espressione 


Îj = di nei, (40.2) 


dove la somma si effettua su tutte le specie di portatori di corrente (ni;, €;, 
u; indicano rispettivamente la concentrazione, la carica e la velocità del mo- 
vimento ordinato dell’i-esimo portatore). 

Fissiamo arbitrariamente il senso positivo della normale all’elemento di 
superficie dS e conduciamo lungo questa direzione il vettore unitario n. Se 
le particelle sono positive la carica trasportata lungo la normale n sarà posi- 
tiva o negativa a seconda che le particelle si muovano nel senso del vettore 
n o in senso inverso. Se le particelle sono negative, il risultato sarà opposto. 
In generale la quantità di elettricità trasportata per unità di tempo può esse- 


re scritta nella forma 
dq = (jn) dS = jn dS. (40.3) 


Questa formula resta valida anche se l’elemento di superficie 45 non è 
perpendicolare al vettore j (fig. 107,b). Per rendersene conto è sufficiente 
osservare che la componente del vettore j, perpendicolare al vettore n, non 
trasporta nessuna carica attraverso dS. 

2. Una delle leggi fondamentali della fisica è la legge della conservazio- 
ne delle cariche elettriche (cfr. $ 2). Esprimiamo questa legge sotto una for- 
ma quantitativa per mezzo delle seguenti grandezze macroscopiche: la den- 
sità della carica o e la densità della corrente elettrica j. Tracciamo nel mezzo 
una superficie chiusa S che delimiti il volume V (fig. 108). La quantità di 
elettricità che esce ogni secondo dal volume V attraverso la superficie S è 
data dall’integrale ° ÎndS. La stessa grandezza può essere rappresentata nel- 
la forma — 09/0t, dove gq è la carica contenuta nel volume V. Uguagliando 
queste due espressioni si ottiene 


a _ -$ jndS. (40.4) 


(Utilizziamo qui il simbolo di derivata parziale 0/0? per sottolineare che la 
superficie S deve rimanere immobile.) 
Rappresentando gq nella forma q = \@dV e trasformando l’integrale di 
superficie in un integrale di volume {div j dV, si arriva alla relazione 
na | dV = - [civjav 


Dato che questa relazione deve essere verificata per qualsiasi volume V, si 
ha 


se + divj=0. (40.5) 


Le formule (40.4) e (40.5) esprimono la /egge della conservazione della cari- 
ca in elettrodinamica macroscopica. La formula (40.5) si chiama anche 
equazione di continuità. Anche se non in forma esplicita questa equazione 
fa parte del sistema delle equazioni fondamentali di Maxwell. 


j 


Fig. 108. 


Se la corrente è stazionaria, cioè non dipende dal tempo, le formule 
(40.4) e (40.5) diventano 


$ jn dS= 0, (40.6) 
divj = 0. (40.7) 


In questo capitolo considereremo soprattutto correnti stazionarie 
(continue). 


$ 4l. Legge di Ohm 


1. Uno dei metodi più importanti per creare correnti elettriche nei corpi 
consiste nell’eccitarvi e mantenervi un campo elettrico. L'esperimento mo- 
stra che per molti corpi (i metalli, ad esempio) la densità di corrente elettri- 
ca j è in larghi limiti proporzionale all’intensità £ del campo elettrico. Que- 
sta è una delle leggi più importanti dell’elettrodinamica sebbene non sia una 
legge fondamentale. Essa si chiama /egge di Ohm (1789-1854). La forma 
matematica di questa legge è 


j= XE, (41.1) 
dove è una grandezza, costante per un materiale assegnato, detta condutti- 
vità elettrica. Essa dipende dallo stato fisico del corpo (dalla temperatura, 
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dalla pressione, ecc). A rigor di termini la legge di Ohm è valida soltanto 
per corpi fisicamente omogenei. La grandezza reciproca della conduttività 
elettrica si chiama resistenza specifica del materiale: 


1 
2 — . 41 2 
03% (41.2) 


Nel sistema di unità gaussiano (e quindi nel sistema di unità elettrostatico) 
\ ha la dimensione dell’inverso del tempo. La sua unità di misura è il s!. 
La resistenza specifica ha quindi per unità il secondo (s). È evidente che la 
coincidenza delle dimensioni della resistenza specifica e del tempo non si- 
gnifica che queste grandezze siano identiche in ciò che concerne la loro na- 
tura fisica. Questa coincidenza avviene soltanto nei sistemi di unità gaussia- 
no ed elettrostatico. In tutti gli altri sistemi queste grandezze hanno dimen- 
sioni differenti (cfr. $ 44). 

2. Quando la corrente è stazionaria, la densità spaziale di elettricità in 
un conduttore omogeneo è uguale a zero. Infatti, per le correnti stazionarie 
è valida l’equazione (40.7). Riscriviamo questa equazione nella forma 


div (XE) = 0 ossia div (è D) = 0. Dato che per ipotesi il mezzo è omoge- 


neo, ) = cost, € = cost e questa equazione si riduce alla forma div D = 0. 
Di qui, tenendo conto del teorema di Gauss (13.5), 0 = 0. 

Quindi, nel caso di correnti stazionarie, /e cariche elettriche macroscopi- 
che possono esistere soltanto sulla superficie del mezzo conduttore o nei 
luoghi in cui questo non è omogeneo. Da questo punto di vista il campo 
elettrico delle correnti stazionarie è analogo al campo elettrostatico. L’ana- 
logia tra questi campi è però ancora più profonda. Nel caso di correnti sta- 
zionarie, la densità delle cariche elettriche in ogni punto dello spazio rimane 
costante, nonostante che l’elettricità sia in movimento: al posto delle cariche 
che si allontanano, ne arrivano continuamente di nuove. Come mostra l’e- 
sperimento (e anche le equazioni di Maxwell) la distribuzione di cariche 
presente nel conduttore crea nello spazio circostante un campo coulombia- 
no identico a quello generato da una distribuzione di cariche immobili della 
stessa densità. Ne deriva che i/ campo elettrico delle correnti stazionarie è 
un campo potenziale. 

Ciò nondimeno il campo elettrico delle correnti stazionarie differisce 
sostanzialemente dai campi elettrostatici. Il campo elettrostatico è il campo 
coulombiano delle cariche immobili. Se le cariche sono in stato di equili- 
brio, all’interno dei conduttori il campo è uguale a zero. Il campo elettrico 
delle correnti stazionarie è anch’esso un campo coulombiano, ma dato che 
le cariche che lo creano sono in movimento, questo campo deve sussistere 
anche all’interno dei conduttori. Se così non fosse, i conduttori non potreb- 
bero essere percorsi da correnti elettriche, conformemente alla legge di Ohm 
(41.1). Le linee di forza di un campo elettrostatico sono sempre normali alla 
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superficie del conduttore. Questa condizione non è obbligatoria per il cam- 
po elettrico delle correnti stazionarie (si veda il problema 1 di questo 
paragrafo). 


Problemi 


1. Siano date due piastre omogenee 48 e CD molto lunghe parallele, costruite con un ma- 
teriale cattivo conduttore di elettricità, in legno ad esempio (vedi fig. 109). I loro bordi A e 
C sono collegati in corto circuito da un buon conduttore di elettricità (di metallo, ad esempio), 
mentre fra i loro bordi B e D è mantenuta una tensione costante V. Si calcoli l’intensità del 
campo elettrico tra le piastre trascurando gli effetti di bordo. La distanza tra le piastre è d e 
la larghezza di ciascuna di esse AB = CD = Àh. 

Soluzione. Tracciamo un sistema di coordinate ortogonali come indicato nella figura 109 
(l’asse Z è perpendicolare al piano della figura e parallelo ai lati lunghi delle piastre). Il campo 
cercato deriva da un potenziale e verifica l'equazione di Laplace 9°g/9x? + 9°9/3y? = 0. Sul 
conduttore AC (cioè per y = 0), il potenziale deve essere costante, e possiamo quindi fissarlo 
uguale a zero. La soluzione cercata sarà g = axy + By, dove a e f sono costanti: per ragione 
di simmetria, il potenziale g non deve cambiare di segno quando si sostituisca x con — x, e 
quindi 0 = 0. 

L’intensità del campo è 


La costante a si determina calcolando la differenza di potenziale tra i punti A e 8 (o tra i punti 
C e D). I potenziali dei punti B e D sono rispettivamente uguali a ga = V/2, pp = — V/2. 





L'intensità E, del campo sulla superficie della piastra AB (cioè per x = — d/2) è E, = 
= — V/(2h) = ad/2, da cui a = — V/(hd); quindi 


Ex = Vy/(hd), E,= Vx/(hd). 
L'equazione delle linee di forza dx/E, = dy/E, è perciò 
dx dy 


Vv x 


t) 
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da cui y° — x? = K, cioè le linee di forza sono iperboli equilatere. Se K > 0 l’asse delle iperbo- 
li coincide con l’asse Y, e se K < 0 con l’asse X. Per chiarire il significato della costante X, 
indichiamo con a la distanza del vertice dell’iperbole dall’origine degli assi. Se XK > Ole coordi- 
nate del vertice dell’iperbole saranno (0, a). Esse devono soddisfare l'equazione a? — 0° = K, 
da cui K = a?. Analogamente si procede per l’altro caso (K < 0), ottenendo X = — a°. Si ot- 
tengono, quindi, due famiglie di iperboli: y? — x? = a”, x? — y? = a’, i cui asintoti sono le 
bisettrici degli angoli formati dagli assi coordinati x, y (fig. 110). Le linee di forza della prima 
famiglia possono essere facilmente visualizzate col metodo descritto nel $ 3. Invece è difficile 
riprodurre sperimentalmente le linee di forza della seconda famiglia a causa della piccolezza 
della componente del campo £x. 

2. Lo spazio tra le armature di un condensatore stratificato piano è riempito di lamine 
di un dielettrico di debole conduttività. La permettività e la conduttività del dielettrico varia 
da e = 4, Ma = 107° ohm7!cm7! su una superficie del dielettrico a e. = 3, \2 = 
= 107! ohm -!-cm 7! sull’altra superficie. Il condensatore è collegato ad una pila di forza 
elettromotrice (f.e.m.) costante. Si calcoli la grandezza ed il segno della carica libera complessi- 
va q che appare nel dielettrico quando il circuito è percorso da una corrente continua 
= 107? A che attraversa il dielettrico nel senso 1 — 2. 

Risposta. 


AS E € 
q= — (È — 2) = 78 un. CGSE = 2,6-107* C. 


3. Lo spazio tra le armature di un condensatore piano è riempito da due strati omogenei 
di dielettrici di bassa conduttività di spessore A; e 42. Le permettività e le conduttività del pri- 
mo e del secondo dielettrico sono rispettivamente uguali a £1, )i € €2, 2. Si calcoli la densità 
o delle cariche superficiali libere sulla frontiera di separazione dei due dielettrici, che appaiono 
quando si applica al condensatore una tensione costante V. 
Risposta. 
VO €21 — EI 


47 hd + ha 


è 42. Deduzione delle leggi d’Ohm e di Joule-Lenz 


1. Supporremo in ciò che segue che il campo elettrico E possa variare 
nel tempo. Considereremo dapprima il caso di un metallo, sebbene le nostre 
considerazioni siano valide anche nel caso di altri mezzi conduttori (elettro- 
liti, gas ionizzati, ecc.). Nei metalli i portatori di corrente sono gli « elettroni 
liberi », cioè elettroni debolmente legati agli ioni del reticolo cristallino, al- 
l’interno del quale possono spostarsi liberamente. Gli esperimenti di Tol- 
man e Stuart (cfr. $ 97) forniscono una prova diretta di questa affermazio- 
ne. In assenza di un campo elettrico o di altre forze regolari che possono 
agire sugli elettroni, tutte le direzioni di movimento degli elettroni sono 
equiprobabili. Da questo punto di vista i movimenti degli elettroni in un 
metallo assomigliano ai movimenti termici delle molecole di gas. Chiamia- 
mo un tale movimento disordinato e indichiamo con vais la corrispondente 
velocità degli elettroni. Per le nostre ulteriori considerazioni non ha impor- 
tanza che il movimento disordinato degli elettroni sia di origine termica o 
no (cfr. v. II, $ 4, punto 3). 
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2. In presenza di una forza regolare, al movimento disordinato degli 
elettroni si sovrappone un movimento ordinato detto di deriva. Se il campo 
di tale forza è omogeneo, tutti gli elettroni liberi si sposteranno con la stessa 
velocità di deriva che indicheremo con va 0 u. La velocità totale v di un elet- 
trone è data dalla somma della sua velocità disordinata wais e della sua velo- 
cità di deriva u: v = vais + u. In meccanica classica il movimento di un elet- 
trone è descritto dall’equazione 


m £°_ = m A (Vas + U) = F + Foo (42.1) 


dove F è la forza regolare, esercitata sull’elettrone dal campo di forze ester- 
no e Fcon la forza alla quale l’elettrone è sottoposto nelle collisioni con gli 
ioni o con gli altri elettroni. Se si prende la media dell’equazione (42.1) su 
tutti gli elettroni, la derivata duais/dt si annullerà e la forza Fcon sarà sosti- 
tuita dal suo valore medio <Fcon). Si osservi che nel calcolo di questa media 
non è necessario tener conto delle collisioni tra gli elettroni poiché esse non 
influenzano la quantità di moto complessiva degli elettroni >) mv = 
= >) m(vais + u) che interviene nel calcolo del valore medio della velocità 
v. Quindi, per Fcon si devono intendere le forze che agiscono sugli elettroni 
nelle loro collisioni con gli ioni del reticolo cristallino. La forza media Fcoll 
si annulla se non c'è movimento di deriva. Se la velocità di deriva è piccola, 
si può sviluppare Fcon in serie di potenze rispetto ad u, fermandosi al termi- 
ne lineare 





u 
Fool = -m , (42.2) 
Tin 
dove 7in è una costante che ha la dimensione del tempo. In questa approssi- 
mazione l’equazione del movimento di deriva di un elettrone è della forma 
du u 
m -+tm = . 42.3 

I.a forza Fcou nonché il tempo rin sono determinati dall’inerzia degli elettro- 
ni. Perciò la grandezza 7in può essere chiamata tempo di inerzia degli elettroni 
nel metallo. Per concretizzare questa nozione, consideriamo il seguente 
esempio. Supponiamo che F = 0 e che all’istante iniziale f = 0 gli elettroni 
siano animati da un movimento di deriva con la velocità u = uo. Allora dal- 
l'equazione (42.3) si ricava 





Uu = UseT t/ Tins (42.4) 


cioè in assenza di forze regolari esterne il movimento di deriva si attenua 
nel tempo con la seguente legge esponenziale: nel tempo rin la velocità wu di- 
minuisce di e volte. 


Utilizzando la relazione j = neu ed introducendo la notazione 
2 
ne“T; 
\=- — (42.5) 
m 
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possiamo scrivere l’equazione (42.3) nella forma 
di _. F 
di = i - (42.6) 


Se la forza regolare F ed il coefficiente \ sono costanti, allora dalla (42.6) 
si ricava 


j + Tin 


= NT + joe. 


Per t> Tn 
j=À (42.7) 


Tutte le relazioni sono valide qualunque sia la natura della forza regolare 
F che eccita la corrente elettrica. Se la corrente è eccitata da un campo elet- 
trico E, si ha F = eF. Allora la relazione (42.6) si riduce a 


ue dj — 
J + Tin ‘di = XE. (42.8) 
Se E = cost 
j= E. (42.9) 


Questa è l’espressione della /egge di Ohm a condizione che la concentrazio- 
ne n degli elettroni liberi ed il tempo d’inerzia rin siano costanti, cioè non 
dipendano dall’intensità £ del campo elettrico; la conduttività \ è determi- 
nata dalla (42.5). La legge di Ohm (42.9) resta valida per campi variabili, 
come dimostra la formula (42.8). Bisogna soltanto che nel corso del tempo 
Tin la corrente vari infinitamente poco, cioè che sia verificata la condizione 


dj . 
die ljl. (42.10) 


Tin 











3. Si può esprimere il tempo d’inerzia degli elettroni nel metallo median- 
te il tempo medio di percorso libero degli elettroni tra due collisioni conse- 
cutive con gli ioni del reticolo. Dato che la massa dell’elettrone è trascurabi- 
le rispetto a quella degli ioni, si può ammettere che a ciascuna collisione con 
uno ione l’elettrone perda interamente il suo movimento ordinato. Si può 
trascurare il movimento disordinato degli elettroni poiché esso non influen- 
za il valore della corrente elettrica. In altre parole, si può ammettere che a 
ciascuna collisione la velocità dell’elettrone diventi uguale a zero. Facciamo 
dapprima un calcolo semplificato ammettendo che il tempo di percorso li- 
bero 7 tra due collisioni consecutive sia lo stesso per tutti gli elettroni e per 
tutte le collisioni. Supponiamo che l’elettrone si muova in un campo elettri- 
co E costante. Dopo aver subito una collisione esso si muove con un’accele- 
razione costante a = e£/m; al momento della collisione successiva l’elettro- 
ne possiede una velocità v = a7, per cui la sua velocità media tra due colli- 
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sioni consecutive è data da u = a7/2 e la densità di corrente j = neu = 


2 
ne°T a: 
= Dm E. Quindi 





ne°r 
\ = Dim" (42.11) 





Con le semplificazioni adottate 7in = 7/2. 

Il calcolo eseguito non è del tutto esatto anche se si ammette che a cia- 
scuna collisione l’elettrone perda interamente la sua velocità ordinata. In 
realtà il tempo di percorso libero varia tra una collisione e l’altra. Per tener 
conto di questo fatto, consideriamo il comportamento di un elettrone che 
ha subìto un grande numero di collisioni. Indichiamo con 71, 72, .. ., 7wÌ 
tempi di percorso libero dell’elettrone tra due collisioni successive e con wi, 
uz, .., uni valori medi della velocità ordinata durante questi intervalli di 
tempo. La velocità ordinata media durante tutto il tempo considerato sarà 
rappresentata dall’espressione 





Dividendo il numeratore ed il denominatore per N e passando al limite per 
N-+ 00, scriviamo questa espressione nella forma u = ar /(27), dove 7 e 77 
sono i valori medi del tempo di percorso libero dell’elettrone e del suo 
quadrato 


di 


Questi stessi valori medi di 7 e di 7°? caratterizzeranno non soltanto il com- 
portamento di un elettrone dato, ma anche quello di tutto l’insieme degli 
elettroni. Quindi, la conduttività ) sarà espressa dalla seguente formula: 


\- ne” Lala 


2m T 





da cui rin = 77/(27). Nel caso particolare in cui tutti i tempi 71, 72, ... 
siano uguali, si ottiene la formula (42.11). 

Esprimiamo il rapporto 77/7 mediante il tempo di percorso libero medio 
r. Prendiamo un fascio di elettroni composto di no particelle che, all’istante 
iniziale # = 0, si trovino nelle medesime condizioni. Durante il loro ulteriore 
movimento questi elettroni entrano in collisione con gli ioni del reticolo e 
lasciano il fascio. Sia n(f) il numero di elettroni rimasti nel fascio all’istante 
t. Il numero medio —dn di particelle che abbandonano il fascio tra gli 
istanti £ e f + df a causa di collisioni è proporzionale a n e può essere rap- 
presentato dall’espressione — dn = an dt, dove a è una costante positiva, 
per cui n = noe ©. Ciascuna di queste (— dn) particelle si era mossa senza 
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subire collisioni durante il tempo ?. Per conseguenza 


r=-L \can, Tr = _L \edn 
No No 


Integrando per parti, trasformiamo il secondo integrale 





7 = ledere = - 2 | testa -_ 2° \can = UP°. 
No 
0 0 
Quindi, T/(27) = T € per conseguenza Tin = 7 
2 
\=-C_ 7 (42.12) 
m 


Precisiamo ancora il significato fisico della costante a. Esprimiamola in 
funzione del tempo 7 


7=- 1 {edo = {eden — 
No 


1 
(0 4 
Quindi 
n= me !7. (42.13) 


Questa formula è analoga alla formula (88.3) del secondo volume del nostro 
Corso. 

Ciò nondimeno utilizzeremo qualche volta anche la formula semplifica- 
ta (42.11). Il fatto è che nella teoria cinetica dei gas studiando i fenomeni 
di trasporto abbiamo utilizzato le stesse semplificazioni che sono state adot- 
tate per ricavare la formula (42.11), abbiamo cioè supposto, in particolare, 
che le lunghezze e i tempi di percorso libero fossero gli stessi per tutte le 
molecole e per tutte le collisioni. Sarebbe inconseguente, confrontando la 
teoria cinetica dei gas e la teoria della conduttività elettrica, utilizzare diffe- 
renti ipotesi semplificative e svolgere i calcoli con precisione diversa. 

4. Invece del tempo di inerzia 7in 0 del tempo di percorso libero medio 
T sì possono introdurre altre grandezze legate a questi tempi. Si utilizza 
spesso la nozione di mobilità delle particelle (in particolare degli elettroni). 
Si chiama mobilità di una particella il valore della velocità di deriva che essa 
acquista sotto l’azione di una forza costante F unitaria o sotto l’azione di 
un campo elettrico costante E uguale all’unità. La mobilità dovuta all’azio- 
ne di una forza / sarà indicata con B e l’altra con b (cfr. v. II, $ 64). Quindi 


u = BF = bE. (42.14) 
Le due mobilità sono legate dalla relazione 
b= |e|B. (42.15) 
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La conduttività \ è espressa in funzione della mobilità dalla formula 
\ = Be'n= b|e|n. (42.16) 


La nozione di mobilità è di fondamentale importanza nello studio delle cor- 
renti elettriche negli elettroliti e nei gas ionizzati. In questi casi esistono va- 
rie specie di portatori di corrente: ioni positivi e negativi. Per ottenere la 
conduttività \ bisogna fare la somma delle espressioni (42.16) relative a tutti 
i differenti tipi di portatori. Nelle soluzioni di elettroliti, ad esempio, ci sono 
due specie di ioni e al posto della formula (42.16) si deve scrivere 


\= B'eln® + B*e,n* = bo |e-|nT +b*|e.|n*, (42.17) 


dove l’indice « — » si riferisce agli ioni negativi e l’indice « + » agli ioni 
positivi. 

L’espressione (42.17) può essere semplificata tenendo presente che per 
far apparire un campo elettrico, è sufficiente separare una quantità di cari- 
che positive e negative così piccola che si può trascurarla nei calcoli (cfr. $ 
10). Si può quindi ammettere che l’elettrolita (o il gas) sia elettricamente 
neutro (più esattamente quasi-neutro), e supporre che esso soddisfi con una 
grande precisione la relazione 


Dinie; = 0. (42.18) 
Nel caso particolare in cui le cariche degli ioni positivi e negativi sono ugua- 
li in valore assoluto, questa relazione si riduce a n = n*, cioè all’ugua- 


glianza delle concentrazioni delle due specie di ioni. In questo caso, omet- 
tendo gli indici di n ed e, si ottiene 


\= (BU +B*)eîn=(b7 + b*)|e|n. (42.19) 


5. Le considerazioni qui riportate (confermate dall’esperimento) condu- 
cono alla conclusione che in certe condizioni sono possibili deviazioni (an- 
che forti) dalla legge di Ohm. Perché la legge di Ohm sia verificata, bisogna 
che durante il passaggio della corrente le concentrazioni dei portatori di 
corrente e i loro tempi di inerzia (o le mobilità corrispondenti) restino co- 
stanti. Nel caso di campi variabili è necessario anche che si possa trascurare 
l'inerzia dei portatori di corrente; quantitativamente quest’ultima condizio- 
ne implica che le variazioni di corrente nel corso di intervalli di tempo del- 
l’ordine di 7in siano trascurabili. Per campi variabili periodici, ciò significa 
che il periodo 7 di variazione del campo elettrico deve essere molto grande 
rispetto a Tin. 

La legge di Ohm può non essere verificata nei campi forti in cui possono 
manifestarsi effetti non lineari. In questi casi l’approssimazione (42.2), che 
abbiamo usato nello sviluppo della forza media { Fon) rispetto alle potenze 
di u risulta insufficiente. Un campo è detto forte se un portatore di corrente 
durante il suo percorso libero medio acquista una velocità comparabile alla 
velocità del suo moto disordinato. La condizione di debolezza del campo 
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si scrive quantitativamente nella forma 
Fr € Mais, o eET € Mais. (42.20) 


Vediamo se la condizione (42.20) è verificata quando una corrente elet- 
trica attraversa un conduttore metallico, il rame ad esempio, che ha una 
conduttività \ = 5,3-10!” s 7! (a 20 °C), una densità o = 8,9 g/cm}, un peso 
atomico A = 63. Sotto la ragionevole ipotesi che a ciascun atomo di rame 
corrisponda un elettrone libero, la concentrazione degli elettroni liberi sarà 
uguale a 

n= Ne 8,5-10° cm 7 
A 
(dove N è il numero d’Avogadro). Calcoliamo il tempo d’inerzia dell’elettro- 
ne conoscendo la conduttività \ 


(La mobilità dell’elettrone è b = erin/m=1,3-10* un. CGSE=44 cm?/(sx 
X V).) La velocità disordinata media degli elettroni valutata per mezzo delle 
formule della teoria cinetica classica dei gas è vadis = V3K7/m = 10° cm/s. 
In realtà essa è di un ordine di grandezza circa più grande, perché per gli 
elettroni liberi nei metalli si deve utilizzare non la statistica classica di Boltz- 
mann, ma la statistica quantistica di Fermi (cfr. v. II, $ 82). Tenendo conto 
di ciò poniamo wvais — 10° cm/s. Si ottiene allora come valori intermedi tra 
i campi deboli e forti E — muais/(er) — 0,75-10% un. CGSE — 2-10° V/m. 
Soltanto a partire da una tale intensità di campo potrebbero manifestarsi 
effetti non lineari in un metallo percorso da corrente elettrica. In realtà l’in- 
tensità del campo elettrico non può raggiungere un valore così grande, per- 
ché un campo di tale intensità vaporizzerebbe istantaneamente il metallo. 
La più grande densità di corrente tecnicamente ammissibile nei fili di rame 
è dell’ordine di 10* A/cm? = 3-10! un. CGSE. A questa densità di corrente 
corrisponde un’intensità del campo elettrico E = j/\ = 0,5-107° un. 
CGSE = 0,15 V/m, valore di 10? volte inferiore al valore riportato sopra. 
Questa è la ragione della validità della legge di Ohm per i metalli. 

La legge di Ohm non è verificata nei gas ionizzati. Alle basse pressioni 
l’elettrone acquista durante il suo percorso libero, anche in campi elettrici 
deboli, un’energia cinetica paragonabile all’energia X7 del movimento termi- 
co. Perciò già in campi deboli, l’approssimazione lineare (42.2) cessa di esse- 
re valida e sì osservano deviazioni dalla legge di Ohm. Se si fa aumentare 
l’intensità del campo elettrico, gli elettroni acquistano un’energia sufficiente 
per ionizzare gli atomi e le molecole del gas. La concentrazione degli ioni 
nel gas aumenta fortemente e con essa anche la corrente. Se l’intensità del 
campo aumenta ancora, si produce nel gas una scarica distruttiva (una 
scintilla). 
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Nei punti di contatto tra due semiconduttori o tra un semiconduttore 
cun conduttore metallico possono aversi nette violazioni della legge di Ohm. 
Queste regioni sono conduttori tipicamente « non lineari » 0 « non ohmici »: 
in essi la relazione tra j e E è non lineare. La conduttività in questi luoghi 
di contatto può anche essere unilaterale, cioè la corrente può praticamente 
passare soltanto in un solo senso. È difficile sopravvalutare l’importanza 
pratica dei conduttori non lineari. Né la radiotecnica né l’elettronica moder- 
ne sarebbero possibili se tutti i corpi conduttori di elettricità si comportasse- 
ro secondo la legge di Ohm. 

6. Ad ogni elettrone in movimento con la velocità v in un campo elettri- 
co omogeneo viene fornito ogni secondo un lavoro vF = (U + vais)F. Som- 
imando questa espressione su tutti gli elettroni, i termini vaisf si cancellano 
c rimane soltanto il lavoro regolare dovuto al movimento di deriva degli 
elettroni. Questo lavoro, rapportato all’unità di volume del metallo, è ugua- 
le a nuF = jF/e. Nel caso di metalli questo lavoro va ad accrescere l’energia 
interna (termica), poiché il passaggio della corrente elettrica non modifica 
la struttura interna dei metalli. Quindi la potenza termica dissipata dalla 
corrente nell’unità di volume di un conduttore è uguale a 


= (jF)= —_ F° (42.21) 
€ 

ossia 

= j. (42.22) 


Quest’ultima formula esprime la /egge di Joule-Lenz in forma locale (diffe- 
renziale): il calore Q emesso al secondo per unità di volume è proporzionale 
ul quadrato della densità di corrente e inversamente proporzionale alla con- 
duttività del mezzo conduttore. Nella forma (42.22) la legge di Joule-Lenz 
è assolutamente generale, cioè non dipende dalla natura delle forze che ecci- 
tano la corrente elettrica. Se la forza F è di natura puramente elettrica 
(F = eE) si scriverà 


Q = (jE) = \E°. (42.23) 


I' evidente che l’espressione (42.23) è meno generale dell’espressione (42.22). 

L'esperimento dimostra che la legge di Joule-Lenz è valida anche nel ca- 
so di elettroliti. Ne segue che il lavoro fornito dal campo elettrico negli elet- 
troliti non viene speso per la produzione di ioni. Nella soluzione gli ioni ap- 
paiono in seguito alla dissociazione delle molecole durante la loro dissolu- 
zione (è la dissociazione elettrolitica). Il campo elettrico applicato non in- 
terviene quindi nel processo di dissociazione. 

7. La teoria classica da noi esposta resta valida senza modificazioni so- 
stanziali anche nella fisica quantistica. Però la teoria classica è una teoria 
cinematica poiché essa non permette di definire né la modalità né la concen- 
trazione dei portatori di corrente. Per definire queste grandezze bisogna ri- 
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correre alla teoria dinamica. Tutti i tentativi compiuti per costruire una teo- 
ria dinamica su basi classiche si sono sempre trovati in contraddizione con 
i dati sperimentali. Soltanto la teoria quantistica permette (0, piuttosto, per- 
mette in via di principio) di costruire una teoria dinamica della conduttività 
elettrica conforme ai dati sperimentali. 

8. Per concludere evochiamo uno dei risultati della teoria classica. Seb- 
bene il metodo classico nello stabilire questo risultato sia errato il risultato 
stesso è corretto. Si tratta del legame tra la conduttività elettrica e la condut- 
tività termica nei metalli. I metalli sono buoni conduttori sia dell’elettricità 
che del calore. Ciò è dovuto al fatto che nei metalli l’elettricità e il calore 
sono trasportati dalle stesse particelle, gli elettroni liberi. Il ruolo degli ioni 
nel trasferimento del calore è trascurabilmente piccolo. Applicando alla 
conduttività elettronica del calore le formule della teoria cinetica dei gas 
(cfr. v. II, $ 89), si può esprimere la conduttività termica dei metalli per mez- 
zo della formula 


x= 4 nù cl, (42.24) 
dove v è la velocità media del movimento disordinato degli elettroni, c, la 
capacità termica del gas di elettroni a volume costante rapportato ad un 
elettrone, / la lunghezza di percorso libero medio dell’elettrone. La formula 
(42.11) è stata stabilita nella stessa approssimazione. Scriviamola nella 
forma 

> — 
l 

\= ME. (42.25) 
2mU Vv 





Dividendo membro a membro la (42.24) per (42.25) si ottiene 


72 

X = a ssa cy. (42.26) 
Questa formula resta valida anche in meccanica quantistica. Ma la teoria 
quantistica applica agli elettroni nei metalli la statistica di Fermi-Dirac, 
mentre la teoria classica utilizza la statistica di Boltzmann (il che è errato). 
Conformemente a ciò nella teoria classica si pone c, = 3/2% e mu? = 3KT, 
il che conduce al seguente risultato: 


x - 3(K\°T (42.27) 
x "\elJU' 


(Non teniamo conto della differenza tra 0° e v”, perché nella teoria appros- 
simata che stiamo esponendo ciò non influenza la precisione dei risultati.) 

La formula (42.27) è stata stabilita da Drude (1863-1906). Drude (come 
abbiamo fatto anche noi) non teneva conto della distribuzione delle velocità 
degli elettroni. Lorentz, prendendo in considerazione la distribuzione max- 
welliana delle velocità termiche degli elettroni, ottenne la stessa formula ma 
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con il fattore 2 invece del fattore 3. Ciò che importa tuttavia non è il valore 
del fattore numerico, ma il fatto che il rapporto x/ è proporzionale alla 
temperatura assoluta 7 e che esso è lo stesso per tutti i metalli (legge di 
Wiedemann-Franz). Questo risultato fu confermato dall’esperimento con 
una precisione accettabile, il che fu considerato per lungo tempo una prova 
dell’esattezza delle premesse della teoria classica della conduttività elettrica 
e termica dei metalli, sebbene nella questione della capacità termica degli 
elettroni nei metalli questa teoria si trovasse in netta contraddizione con i 
dati sperimentali (cfr. v. II, $$ 69 e 84). Questa contraddizione fu eliminata 
da Sommerfeld (1868—1951) che applicò la statistica di Fermi-Dirac ai pro- 
blemi della conduttività elettrica e termica dei metalli ed alla teoria della 
capacità termica del gas elettronico nei metalli. Egli ritrovò la formula 
(42.27) dove il fattore 3 era sostituito da 72/3. Quindi la teoria classica di 
Drude e la teoria quantistica di Sommerfeld conducevano praticamente agli 
stessi risultati. Questa coincidenza è dovuta al fatto che nella teoria classica 
si utilizzavano valori scorretti per v? e c,. Per un caso fortunato questi due 
errori si compensavano reciprocamente, in modo che il valore del prodotto 
vc, risultava praticamente corretto. Questo problema sarà analizzato 
dettagliatamente nel $ 99. 


Problemi 


1. Si calcoli la probabilità che in un metallo un elettrone libero non subisca collisioni con 
gli ioni del reticolo tra gli istanti f1 e f > t,. Nel metallo il campo elettrico è E = 0. 

Soluzione. Dato che non vi è campo elettrico, tutti gli istanti sono perfettamente equiva- 
lenti. Per conseguenza la probabilità cercata non può dipendere dagli istanti f e f) presi separa- 
tamente, ma soltanto dalla differenza t — f,. Indichiamo questa probabilità mediante 
f(t — t1). Consideriamo un istante #. anteriore a t,. La probabilità che l’elettrone non subisca 
collisioni nell’intervallo di tempo t — #2 è f(f — t2). Ma quest’ultimo evento può esser consi- 
derato composto di due eventi consecutivi statisticamente indipendenti: 1) l'evento consistente 
nel fatto che l’elettrone non ha subito collisioni nell’intervallo di tempo (f2, f1) e 2) l’evento con- 
sistente nell’assenza di collisioni nell’intervallo (f1, 1). In virtù del teorema della moltiplicazione 
delle probabilità, la probabilità di questo evento complesso può essere rappresentata dal pro- 
dotto f(f — t») = f(t1 — t2) f(t — t1). Quest’'equazione ha come soluzione 


Sd) = e”, (42.28) 


dove a è una costante. È evidente che questa costante è positiva poiché con il crescere di 1 la 
funzione f(f) deve decrescere. Quindi 


ft — to) = e 779. (42.29) 


Calcoliamo ora la probabilità di collisione dell’elettrone nell’intervallo (f, 1 + df). Essa è 
data da 


df 
dw = f(t- to) - f(t+dt — to) = “a 


ossia 


dw = ae7©“7'ddt. (42.30) 
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È sufficiente integrare per convincerci che la probabilità normalizzata è uguale all’unità: 


{aw = | ae-=0-0dl = I, 


to 


come è giusto che sia; nel corso di un tempo infinitamente lungo (fo, 00) la collisione dell’elet- 


trone è un evento certo. Si può esprimere la costante a mediante la durata di percorso libero 
medio 7 tra due collisioni consecutive dell’elettrone con gli ioni. Si ha evidentemente 


T= {a — to)dw = a fe" — to)dt = 1 | 


a 


to lo 


Per conseguenza 
fit- tb) =e ? . (42.31) 


2. Interpretare il seguente paradosso. La probabilità che l’ultima collisione subita da un 
elettrone tra fo e to + dio è uguale a 


df 
dw = fl{t — (to + dto)) - f(t — to) = dio dto, 


ossia 
dw = ae7“7'’dto. (42.32) 


Fino all’istante f l’elettrone si è mosso senza collisioni in media per un tempo 


t 


G — to)dw = | (t — to)ae7©*“7'dto = 1 


a 


cioè per un intervallo di tempo uguale a quello che l’elettrone impiegherà in media prima della 
collisione seguente. 

Consideriamo ora il movimento dell’elettrone tra due collisioni consecutive. Poniamo che 
l’istante f si trovi tra gli istanti dove l’elettrone subisce collisioni. Indichiamo con 71 l’intervallo 
di tempo tra la prima collisione e l’istante f, e con 7? l’intervallo di tempo tra l’istante f e la 
seconda collisione. L'intervallo d di tempo tra le collisioni sarà allora uguale a 7 = 71 + È 
Prendendo la media si ottiene T = 7; + 72. Però, secondo quanto dimostrato, Ti = 7) = 
Quindi, la durata media di percorso libero di un elettrone tra due collisioni consecutive è 
T = 27. In realtà essa è uguale a 7. _ 

Soluzione. La relazione T = 71 + 7. è inesatta poiché il significato dell’operazione che 
consiste nel calcolare la media del tempo 7 è diverso da quello del calcolo della media di 7, 
e di 72. Consideriamo, ad esempio, un fascio di elettroni che hanno subito tutti simultanea- 
mente delle collisioni. Indichiamo con ro il numero di elettroni che restano nel fascio subito 
dopo le collisioni. Per calcolare 7 si deve prendere la media di 7 su tutti gli no elettroni. Ma 
alcuni elettroni abbandonano il fascio a causa delle collisioni. Supponiamo che all’istante 1 nel 
fascio resti un numero n di elettroni. Per ottenere 7; e 72 si devono calcolare le medie di 7, 
e di 7, su un numero n di elettroni, minore di ro. Per questa ragione la relazione esatta tra 
i tempi mediè T= 7,1 = Ta:=r. 

3. Utilizzare i risultati dei problemi 1 e 2 per calcolare la densità di corrente in un metallo 
ammettendo che dopo ciascuna collisione l’elettrone perda interamente la sua velocità ordina- 
ta. Supporre che il campo elettrico £ sia debole, omogeneo e dipendente dal tempo. 
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Soluzione. Le formule (42.31) e (42.32) sono valide per i campi deboli. Se l’elettrone ha 
subìto la sua ultima collisione all’istante fo, durante il tempo f — to la sua velocità si accrescerà 
di 


ti 
Av = È amar (42.33) 
m 


to 


Prendendo la media di questa espressione su tutti gli elettroni si ottiene la velocità ordinata 
(di deriva) dell’elettrone in un campo elettrico 


1 _ t= to 
u= (Av) = [sodi = — {0 " dto. 
T 


Introduciamo la notazione provvisoria Av = XKè, dove & è un vettore unitario diretto lungo il 
campo £, e la grandezza è è, naturalmente, funzione della variabile fo. Tenendo conto di ciò 
ed integrando per parti si ottiene 





to=t - 
e " di. 
00 





S 
Il 
| 


Come segue dalla formula (42.33) il termine Av si annulla nel secondo estremo di integrazione 
lo = t. Nel primo estremo fo = — 00, è il fattore esponenziale che si annulla. Per conseguenza 
nel secondo membro dell’espressione rimane soltanto il secondo termine. Sostituendovi 
dt = — eE(to)dto/m ed integrando si ottiene 


t 





e _ 1— lo 
u=— | E(to)e " dto. 
m 


La densità di corrente è 


I 
t- lo 


ne” - — 
j=neu= — | E(to)e " dto. 
m 





Per eliminare l’integrale deriviamo questa espressione rispetto a / 


I 
t=- lo 


dj ne’ ne - —+ 
I° EN- Eltoe * dio. 








dt m mi 


Di conseguenza 





dt m 
risultato conforme a ciò che era stato ottenuto precedentemente. 
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$ 43. Forze estranee. Pila di concentrazione 


1. Supponiamo che le sole sorgenti del campo elettrico E che si esercita 
in un conduttore percorso da una corrente siano cariche elettriche che ecci- 
tano il campo conformemente alla legge di Coulomb. Il passaggio della cor- 
rente, dà luogo ad una diminuzione del numero di cariche, più esattamente 
ad una neutralizzazione dell’elettricità negativa e positiva. Affinché l’inten- 
sità E del campo elettrico e la densità della corrente elettrica j restino co- 
stanti è necessario che esistano altre forze o altri processi che assicurino un 
continuo rifornimento di cariche elettriche. 

Secondo la formula (42.7) la densità di una corrente elettrica è determi- 
nata dalla forza totale F che agisce sull’elettrone o su ogni altro portatore 
di cariche. La forza totale F può essere suddivisa in due parti: la forza elet- 
trica e la forza non elettrica, data dalla risultante di tutte le altre forze, che, 
secondo l’uso, chiameremo forze estranee. Conformemente a ciò poniamo 
F/e = E + E°, dove E°" è l’intensità del campo creato dalle forze estra- 
nee, cioè la forza estranea che si esercita sull’unità di carica elettrica. Tenen- 
do conto delle forze estranee la legge di Ohm si scrive nella forma 


Îj = ME + E°). (43.1) 


2. Diamo un esempio di una forza estranea, che non ha tuttavia alcuna 
importanza pratica. Se si fa ruotare un disco metallico con una velocità an- 
golare w (fig. 111), in un sistema di riferimento legato al disco l’elettrone è 
sottoposto ad una forza centrifuga mw?r, dove m è la massa dell’elettrone. 
Dividendo questa espressione per la carica e dell’elettrone, si ottiene l’inten- 
sità del campo dovuto a questa forza non elettrica 

E° = Lo r= grad mat = ArmN' r, (43.2) 
e 2e e 


dove N è il numero di giri per secondo (si può trascurare la forza di Corio- 
lis). Se si applicano sull’asse e sulla periferia del disco dei contatti striscianti 
il galvanometro indica il passaggio di una corrente elettrica. Per farci un’i- 
dea dell’ordine di grandezza di E°", sostituiamo nella formula (43.2) i se- 
guenti valori: r = 10 cm, N = 100 giri/s. Si ottiene E°" = 2-107? V/cm, va- 
lore del tutto trascurabile. 

3. Un altro esempio semplice in cui le forze estranee hanno un carattere 
alquanto formale è fornito da una pila di concentrazione. Questa pila è co- 
stituita di due elettrodi immersi in una soluzione di elettrolita la cui concen- 
trazione varia da un punto all’altro. Nessuna reazione chimica ha luogo tra 
l’elettrolita e gli elettrodi e la corrente elettrica appare in conseguenza del 
processo di paraggiamento delle concentrazioni per diffusione. 

Supponiamo per semplicità che gli elettrodi siano piani (fig. 112). Orien- 
tiamo l’asse X lungo una direzione perpendicolare alle superfici degli elet- 


206 


trodi che va dall’elettrodo negativo a quello positivo. Poniamo che la con- 
centrazione dell’elettrolita dipenda soltanto da x. Per fissare le idee, consi- 
deriamo una soluzione acquosa di acido cloridrico HCI. Le molecole di 
HCI si dissociano in ioni idrogeno positivi H* ed in ioni cloro negativi 
CI”. Indichiamo con e- la carica dello ione negativo e con e+ quella dello 
ione positivo. Queste cariche sono uguali in valore assoluto e uguali alla ca- 
rica elementare | e| = 4,80-107!° un. CGSE. Nei nostri calcoli supponia- 
mo che le concentrazioni degli ioni positivi n*(x) e degli ioni negativi 
n° (x) siano uguali, perché in tutti i casi l’elettrolita è neutro o quasi-neutro 
(cfr. $ 42). Si può quindi indicare queste concentrazioni con lo stesso simbo- 
lo n1(x). 





Fig. 111. Fig. 112. 


A causa dell’esistenza del gradiente di concentrazione n(x) comincia la 
diffusione delle due specie di ioni nel senso della diminuzione della concen- 
trazione. Dato che la velocità di diffusione degli ioni idrogeno è assai mag- 
giore di quella degli ioni cloro, ha luogo una separazione delle cariche e sor- 
ge un campo elettrico che tende a rallentare la diffusione degli ioni H* ed 
accelerare quella degli ioni CI”. L'intensità di questo campo elettrico au- 
menta finché le velocità delle due specie di ioni non si uguaglino. La diffu- 
sione degli ioni è accompagnata da una corrente elettrica di diffusione la 
cui densità è 

dn” , dn* 

dx D dx 

dove DT e D* sono i coefficienti di diffusione degli ioni H * e CI”. Questa 

corrente si aggiunge alla corrente (B7 + B*)e?nE dovuta al campo elettri- 
co (si veda la formula 42.19). La densità della corrente totale è 


—DU 








dn 
-— (D- _ nN+ 
e+ = (D D'ITo. 


Î = (DU —- D*)e di + (B7 + B*)ne°E. 


Sostituendo in questa formula l’espressione per la conduttività elettrica 
\ = (B + B*)ne} si ottiene 


— _ + 
jer(e+1D_=D' 1) 
e BO +B° n dx 
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Utilizzando la relazione di Einstein D = X7B (cfr. v. II, $ 91) possiamo met- 
tere la formula nella forma 
— _ R+ 
è _ \( KT B B 


d 


dove X è la costante di Boltzmann e 7 la temperatura assoluta. Confrontan- 
do le formule (43.1) e (43.3) si ottiene 


s kFT BO -B’ d 
E = — BIBI w (In n), (43.4) 
e in forma vettoriale 
— _ R+ 


La formula ottenuta dimostra che si può non tenere conto della diffusione 
e considerare formalmente l’elettrolita come se fosse omogeneo, a condizio- 
ne che si aggiunga all’intensità £ del campo elettrico l’intensità del campo 
dovuto alle forze estranee. La formula (43.4) resta valida anche per elettrodi 
di forma arbitraria poiché si può sempre mentalmente dividere l’elettrolita 
in parti sufficientemente piccole in modo che su ognuna di esse il campo 
di vettori grad In n si possa considerare uniforme e applicare l’espressione 
(43.4). 

La pila di concentrazione non trova applicazione come sorgente di cor- 
rente elettrica, ma i processi che vi hanno luogo sono analoghi a quelli che 
avvengono negli e/ementi galvanici in cui la corrente elettrica è dovuta alle 
reazioni chimiche tra gli elettrodi e l’elettrolita. La formula (43.1) si applica 
anche agli elementi galvanici ed alle altre sorgenti di corrente. Si può evitare 
uno studio dettagliato dei processi fisici che eccitano e mantengono la cor- 
rente nel circuito, perché è sufficiente tenerne conto formalmente per mezzo 
del campo delle forze estranee E°". Le forze estranee che agiscono negli ele- 
menti galvanici si esercitano sulle superfici di separazione dell’elettrolita e 
degli elettrodi. Esse si esercitano anche sulla superficie di contatto tra diffe- 
renti metalli e determinano l’apparizione di una differenza di potenziale di 
contatto tra questi metalli. 

4. Le formule (43.2) e (43.5) mostrano che in ambedue i casi ai quali esse 
si riferiscono il vettore E°" si esprime attraverso il gradiente di un cervo sca- 
lare. Ciò significa che nelle regioni dello spazio in cui si esercitano le forze 
‘ d’origine non elettrica il campo di queste forze si comporta come un campo 
conservativo. Questa asserzione è di carattere del tutto generale purché le 
forze estranee come avviene nella maggioranza di casi non dipendano (0 
siano praticamente indipendenti) dall’intensità della corrente che scorre at- 
traverso la sorgente. Infatti, l’intensità di corrente dipende dalla conduttivi- 
tà e dalle dimensioni geometriche del conduttore che collega i due poli della 
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sorgente. Apriamo il circuito, eliminiamo cioè il conduttore. Secondo la no- 
stra ipotesi il campo delle forze estranee non varierà. Però aprendo il circui- 
to, tutte le correnti cessano ed in virtù della formula (43.1) si deve avere 
ME + E°) = 0. All’interno della sorgente \ # 0, e quindi dividendo per \ 
si ottiene E + E°" = 0. Dato che il campo elettrico E deriva da un poten- 
ziale, all’interno della sorgente E°" deve comportarsi come se derivasse da 
un potenziale. Fuori della sorgente \X = 0 e per conseguenza la relazione 
E + E°" = 0 nonè più valida. Perciò il campo E °° non può derivare da un 
potenziale in tutto lo spazio. E soltanto grazie a questo esso è capace di ecci- 
tare e mantenere delle correnti elettriche continue (si veda il paragrafo 
seguente). 


Problema 


Le forze estranee che si esercitano in una pila di concentrazione possono essere considera- 
te come forze di pressione osmotica che agiscono in un elettrolita in presenza di un gradiente 
di concentrazione. Partendo da questo punto di vista, si ricavi la formula (43.4). 

Soluzione. In virtù della quasi-neutralità dell’elettrolito, le pressioni osmotiche degli ioni 
negativi e positivi sono uguali. Ciascuna di esse è uguale a # = nX7. Gli ioni di ciascun segno 
contenuti nell’unità di volume sono sottoposti alla forza di pressione osmotica — d#/dx = 


ono. . KT on 
= — kKT Erra ; ciascuno ione è sottoposto alla forza F°9" = — —— 3 Il senso della forza 
x n dx 


F°* non dipende dal segno della carica dello ione. Sotto l’azione di questa forza gli ioni acqui- 
stano le velocità u- = B7F°' eu, = B*F°" e per conseguenza la corrente elettrica di diffu- 
sione che appare ha una densità 


jar = n(e-u- + e+u.) = ne(B* — B7)F°%, 


o anche, tenendo conto della relazione (42.17), 
B° - B* 


line = I ——___ 
(B° + B*)e 


Presentando questa espressione nella forma jaisr = XE°" ed utilizzando l’espressione di F°" so- 
praindicata, si ottiene l’intensità del campo £°" che coincide con (43.4). 


$ 44. Legge di Ohm e di Joule-Lenz in forma integrale. 


1. Consideriamo il caso particolarmente importante in cui le correnti 
elettriche scorrono in conduttori aventi forma di fili sottili (fili elettrici). La 
direzione della corrente coincide allora con l’asse del filo grazie ad una di- 
stribuzione adeguata delle cariche elettriche sulla superficie del conduttore 
o nei luoghi dove si esercitano forze estranee. L’area S della sezione trasver- 
sale del filo conduttore può non essere costante lungo il filo. Per 1 fili sottili 
si può ammettere che la densità di corrente j sia la stessa in tutti i punti della 
sezione trasversale del filo. La quantità di elettricità che passa per unità di 
tempo attraverso la sezione trasversale del filo è data da 


I= jS, (44.1) 
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e si chiama intensità di corrente o semplicemente corrente. Se l’intensità di 
corrente è costante, in virtù della conservazione della carica essa resta la 
stessa su tutta la lunghezza del filo. Per maggiore generalità, supporremo 
che lungo il filo si esercitino forze estranee, per esempio, che nel circuito 
si trovi un elemento galvanico. Utilizzando la legge di Ohm nella forma 
(43.1) si ottiene 


Î AS 
Et =L = —. 
E + , NG 
Moltiplichiamo questa relazione per l’elemento di lunghezza d/ del filo ed 
integriamo lungo il tratto del conduttore delimitato dai punti / e 2 (fig. 113). 
Dato che la corrente è la stessa lungo tutto il filo, si può portare la ’ fuori 
dal segno di integrazione. Si ottiene quindi 


Ea + |esa = TA) 


12 


di 
XS 


Dato che il campo elettrico delle correnti stazionarie deriva da un poten- 
ziale, il primo integrale si esprime attraverso la differenza di potenziale 
1 — 2. Nel calcolo del secondo integrale possiamo restringere il dominio 


I I 
— mal______. + ———» 
7 ati —T—_2 

Fig. 113. 


di integrazione del circuito dove £°" # 0, cioè alla parte che si trova all’in- 
terno dell’elemento galvanico. Il valore di questo integrale non dipende dal- 
le posizioni dei punti iniziale / e finale 2, purché questi punti si trovino fuo- 
ri dell’elemento galvanico. In virtù del carattere potenziale del campo E°" 
nella regione dove si esercitano le forze estranee l’integrale non dipende nep- 
pure dal percorso di integrazione attraverso l’elemento galvanico. È evidente 
che questo integrale è una grandezza che caratterizza le proprietà dell’ele- 
mento stesso. Questa grandezza si chiama forza elettromotrice dell’elemen- 
to 

É = | E°"dl = | E°"dl. (44.2) 

12 34 

La f.e.m. è positiva se il percorso / 2 attraversa l’elemento galvanico nel sen- 
so che va dal catodo verso l’anodo ed è negativa nel caso contrario ”. Il ter- 


zo integrale 
R= (Î _- fe di (44.3) 


!) La teoria termodinamica della f.e.m. dell’elemento galvanico è esposta nel v. II, $ 49. 
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è una grandezza che caratterizza il filo conduttore attraverso cui scorre la 
corrente elettrica. Essa si chiama resistenza elettrica o semplicemente resi- 
tenza del filo conduttore. Se il filo è fabbricato con un materiale omogeneo 
cd è dappertutto dello stesso spessore, si ottiene la formula ben nota 


___l 
R = CEE (44.4) 
Si ha quindi 
g1- po += IR. (44.5) 


Nel dedurre la formula (44.5) si è supposto che il filo fosse sottile per 
tutta la sua lunghezza, ivi compresa la parte in cui si trova l’elemento galva- 
nico. Di regola, quest’ultima condizione non è quasi mai verificata; 
ciononostante, la formula (44.5) resta valida, come dimostreremo alla fine 
di questo paragrafo. 

2. La formula (44.5) esprime la legge di Ohm in forma integrale, mentre 
la formula (43.1) rappresenta la stessa legge in forma locale. Essa talvolta 
si chiama anche /egge di Ohm per una parte di circuito. È chiaro che R è 
la resistenza di tutta la parte del circuito in esame, compresa la resistenza 
dell'elemento galvanico. Se questa parte del circuito non contiene un ele- 
mento galvanico (o se, più in generale, non vi si esercita alcuna forza estra- 
nea, la formula (44.5) diventa 


g1 7 g2= FR. (44.6) 


In questo caso particolare la differenza di potenziale è detta tensione elettri- 
ca o tensione alle estremità del filo conduttore. Nel caso generale la tensione 
clettrica è definita dall’integrale | E d/ preso lungo il filo. Questa definizione 
resta valida anche quando il campo elettrico non deriva da un potenziale. 

Se i punti iniziale / e finale 2 coincidono, si ha g1 — 2 = 0ela formula 
(44.5) rappresenta la /egge di Ohm per tutto il circuito (chiuso) 


E= IR. (44.7) 


R indica la resistenza totale di tutto il circuito. Se ga è il potenziale dell’ano- 
do e gc è il potenziale del catodo, si ha ga — £: = Re? dove Re è la resisten-. 
za della parte esterna del circuito. Confrontando questa relazione con la 
(44.7) si ottiene 


Pa — Le _— Re Re (44.8) 


É R Ro. + Ri; 


dove R; è la resistenza interna dell’elemento galvanico. Ne risulta che ogni 
volta che un circuito è percorso da una corrente la differenza di potenziale 
a — «c tra i poli dell’elemento galvanico è sempre minore della sua f.e.m. 
£ Soltanto nel caso limite quando Re + co (il che implica che 7-0) si ottie- 
neé&= ga — ec. Si può quindi definire la fe.m. € come la differenza di po- 
tenziale tra i poli di un elemento galvanico in circuito aperto. 
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3. L’unità pratica di intensità di corrente elettrica utilizzata in elettrodi- 
namica è l’ampere (A), che corrisponde al passaggio attraverso la sezione 
trasversale del conduttore di un coulomb per secondo. L'unità pratica di ten- 
sione elettrica o di differenza di potenziale è il vo/f (V). Esso è definito co- 
me la differenza di potenziale che deve percorrere una carica di un coulomb 
perché il lavoro fornito sia uguale ad un joule. L'unità pratica di resistenza 
elettrica è l’ohm, cioè la resistenza di un filo conduttore che è attraversato 
da una corrente di un ampere quando si applica alle sue estremità una diffe- 
renza di potenziale di un volt. Rispettivamente l’unità di resistenza specifica 
o è l’ohm-cm e l’unità di conduttività elettrica è l’ohm !-cm7!. Notiamo 
che nel sistema di unità pratiche la resistenza specifica 0 non ha più la di- 
mensione del tempo come nel sistema gaussiano (cfr. $ 41, punto 1). È evi- 
dente che 

1 ohm= IV = 17300 1 ‘107! un. CGSE di resistenza. 
1A 3-10? 9 

4. Consideriamo n fili conduttori collegati in parallelo (fig. 114). Suppo- 
niamo che nei fili si esercitino le f.e.m. éx. Il nostro schema include come 
un caso particolare anche il collegamento in parallelo di elementi galvanici. 


Pz 





Se Rx è la resistenza del K-esimo filo (ivi compresa la resistenza interna del- 
l'elemento galvanico), la corrente che lo attraversa è 


_ gi 92 kh 
ATTRC tr 


Sommando queste espressioni si ottiene la corrente totale nel circuito 


R + R' (44.9) 
dove sono state introdotte le indicazioni 
LU 1 
R3= Ro: (44.10) 
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€ = R dh . (44.11) 
Rx 

La formula (44.10) definisce la resistenza di fili conduttori collegati in 
parallelo. La grandezza (44.11) gioca il ruolo di una f.e.m. Perché essa non 
dipenda dalla resistenza dei fili esterni è sufficiente intendere per Rx soltan- 
to le resistenze interne degli elementi galvanici. La formula (44.10) definisce 
allora la fe.m. di una batteria di elementi galvanici collegati in- parallelo. 
Se tutti gli elementi galvanici sono identici, si ha 4 = «, cioè /a fe.m. della 
batteria è uguale alla fe.m. di un solo elemento galvanico. 

È chiaro ora che la legge di Ohm (44.5) è valida anche se le parti del cir- 
cuito che contengono elementi galvanici non sono necessariamente sottili. 
È sufficiente osservare che ogni regione attraversata da una corrente può es- 
sere idealmente divisa in tubi di corrente sufficientemente sottili da poter 
essere considerati come fili sottili collegati in parallelo. In questi fili le f.e.m. 
éx sono identiche in virtù del carattere potenziale del campo £ che si esercita 
nelle regioni dove si manifestano forze estranee (si veda la fine del paragrafo 
precedente). Applicando a questo sistema di fili conduttori le relazioni 
(44.9)-(44.11) arriviamo nuovamente alla legge di Ohm (44.5). Dato che 
tutte le 4 sono identiche, il valore della grandezza 4 indicherà semplice- 
mente la f.e.m. della sorgente di corrente. 

5. La legge di Joule-Lenz in forma integrale si ottiene integrando l’e- 
spressione differenziale di questa legge sul volume del filo conduttore. Scri- 
vendo questo volume nella forma dV = Sd, si ottiene 


2 
Q = \L Sdl = sd = SR. (44.12) 


Questa è la forma integrale della legge di Joule-Lenz. Questa formula per- 
mette di calcolare il calore emanato al secondo in una data parte del filo 
elettrico. Se si considera un circuito chiuso nel suo insieme, si ha 
O=I€= I dE°"dl. Ciò dimostra che i/ calore è prodotto soltanto dalle 
forze estranee. Il ruolo del campo elettrico si riduce in questo caso alla ridi- 
stribuzione di questo calore tra le differenti parti del circuito. 


Problemi 


1. N elementi galvanici identici di f.e.m. £e di resistenza interna R; siano distribuiti in m 
gruppi, ognuno dei quali contiene n elementi. Gli elementi di ciascun gruppo sono collegati 
in parallelo unendo i poli del medesimo segno, i vari gruppi sono collegati tra loro in serie. 
Sotto quali condizioni la corrente in questo circuito è massima (la resistenza esterna R. essendo 
data)? 

Risposta. La corrente è massima se Re = mR;/n, cioè la resistenza esterna del circuito de- 
ve essere uguale alla resistenza interna della batteria. Perché questa condizione possa essere ve- 
rificata è necessario che NR; > Re. La corrente massima è Anass = Mé /(2Re). 

2. Si calcoli la f.e.m. di una pila di concentrazione. 
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Soluzione. Applicando la formula (43.5) si ricava 


E= — — “Inc, (44.13) 


dove n; e n. sono le concentrazioni dell’elettrolita presso gli elettrodi. L'ordine di grandezza 
di questa f.e.m. è 


Poiché la f.e.m. è troppo piccola la pila di concentrazione praticamente non è applicabile come 
una sorgente di corrente. 


$ 45. Le leggi di Kirchhoff 


Consideriamo una rete di fili conduttori con un numero arbitrario di bi- 
forcazioni (nodi della rete) in alcuni tratti della quale sono inseriti elementi 
galvanici o altre sorgenti di corrente. Si suppongono conosciute le f.e.m. co- 
stanti di queste sorgenti di corrente. Per mezzo della legge di Ohm (44.5) 
e della legge della conservazione delle cariche elettriche si può calcolare l’in- 
tensità di corrente e la differenza di potenziale in tutti i tratti del circuito. 
Ma è più facile risolvere questo problema utilizzando le due /eggi di Kirch- 
hoff. Una di queste leggi esprime la /egge della conservazione delle cariche 
elettriche nei conduttori lineari e l’altra costituisce un corollario della legge 
d’Ohm. 

Prima legge di Kirchhoff. La somma algebrica delle intensità di corrente 
in ogni punto di biforcazione (nodo) è uguale a zero (fig. 115). Le correnti 
che si dirigono verso il punto di biforcazione e le correnti che se ne allonta- 
nano devono essere considerate di segni contrari. Nel caso della figura 115, 
ad esempio, la prima legge di Kirchhoff si scriverà nella forma 


AYVLAZA-A= 0. 


Se questa legge non fosse valida, nei punti di biforcazione dei fili si accumu- 
lerebbero cariche elettriche variabili nel tempo. Insieme con le cariche varie- 
rebbe nel tempo anche il campo elettrico e le correnti non resterebbero 
costanti. 

Seconda legge di Kirchhoff. Scegliamo in una rete un qualunque circui- 
to chiuso di conduttori. La somma algebrica delle fie.m. che agiscono in tale 
circuito (maglia della rete) è uguale alla somma dei prodotti delle intensità 
di corrente nei singoli tratti del circuito per le rispettive resistenze. 

Per dimostrarlo è sufficiente considerare il caso in cui il circuito è costi- 
tuito di tre rami (fig. 116). Applicandovi la legge di Ohm (44.5) si può 
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scrivere 
g2- g3+61= AR, 
g3— g1+62 = AR, 
g1- g3 +63 = AR3. 
Sommando queste uguaglianze, si ottiene 
6 +62 + 63 = AR, + AR, + AR, 


cioè la seconda legge di Kirchhoff. 

Le leggi di Kirchhoff permettono di scrivere in ogni caso concreto un 
sistema completo di equazioni lineari per mezzo del quale si possono rica- 
vare tutte le correnti incognite. In questo sistema non compaiono mai diffe- 
renze di potenziale incognite ed è proprio ciò che facilita il calcolo distin- 
guendo così le leggi di Kirchhoff dalla legge di Ohm. Per applicare le leggi 
di Kirchhoff si deve procedere nel seguente modo. 





83R33; 
Fig. 115. Fig. 116. 


1) Si fissa ad arbitrio su ciascun tratto della rete un senso di circolazione 
della corrente per mezzo di una freccia. Se il calcolo dimostrerà che la cor- 
rente è positiva, vuol dire che il verso della freccia era stato scelto corretta- 
mente. Se invece la corrente risulterà negativa, vuol dire che il suo senso rea- 
le è contrario a quello indicato dalla freccia. 

2) Scelto un qualunque circuito chiuso si stabilisce un senso di circola- 
zione unico per tutti i suoi tratti. Se questo senso coincide con il senso della 
freccia, su un tratto dato, il termine RI sarà preceduto dal segno « più ». 
Se il senso della circolazione è contrario al senso della freccia, il termine RI 
sarà preceduto dal segno « meno ». Se nel percorrere la maglia si attraversa 
una sorgente di corrente nel senso che va dal polo negativo verso il polo 
positivo, si deve allora considerare la sua f.e.m. positiva, nel caso contrario 
essa deve essere considerata negativa. 

3) Tutte le f.e.m. e tutte le resistenze di tutti i tratti devono figurare nel 
sistema di equazioni. 
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Consideriamo due esempi per illustrare l’applicazione delle leggi di 
Kirchhoff. 

Esempio 1. Il ponte di Wheatstone (1802-1875). Lo schema del ponte è 
rappresentato nella figura 117. Orientiamo in modo arbitrario tutte le frecce 
che devono indicare le direzioni delle correnti. La rete ha quattro nodi: A, 
B, C, D. Applicando loro la prima legge di Kirchhoff si ottengono quattro 
equazioni 


SI-A-A=O0, A-SA+9AR=0, 
AtA_- = 0, AIA - = 0. 
Soltanto tre di queste equazioni sono indipendenti (sommando le quattro 
equazioni si arriva all’identità 0 = 0). Per ottenere le sei incognite: 4 A, 
A, A, 4,5 bisogna disporre di a/tre tre equazioni. La seconda legge di 
Kirchhoff permette di ottenere queste equazioni. Per applicarla si può sce- 
gliere diversi circuiti, ma uno di loro deve necessariamente contenere una 
sorgente di corrente (di f.e.m. 6. Si può prendere, ad esempio, i circuiti 
ABD, BDC e ABCFEA ed applicare la seconda legge di Kirchhoff: 
ARi _ Rs _ AR3 = 0, 
AR, — AR4a +.54Rs = 0, (45.2) 
IR + AR: t .-45Ra = È. 


(45.1) 


R indica qui la resistenza del tratto CFEA ivi compresa la resistenza interna 
della sorgente di corrente. Se si utilizzano altri tratti, non si ottengono nuo- 
ve equazioni indipendenti. Risolvendo insieme le equazioni (45.1) e (45.2) 
si possono calcolare tutte le intensità di corrente. Ci limiteremo alla dedu- 
zione della condizione sotto la quale la corrente ..4 nel ponte si annulla. Se 
A = 0, dalle equazioni (45.1) deriva che _A = .4,.4 = .A. Dopodichè dal- 
le prime due equazioni (45.2) si ricava 


AR = AR3, AR, = ARa. 


Di qui, dividendo membro a membro, si ottiene la nota condizione 


sulla quale si basa l’utilizzazione del ponte di Wheatstone per la misurazio- 
ne delle resistenze dei fili conduttori. Il tratto AC (reostato a cursore) è co- 
stituito di un lungo filo omogeneo di grande resistenza specifica, il che per- 
mette di sostituire il rapporto R;/R. col rapporto delle lunghezze AB/BC. 

Esempio 2. Il metodo di Poggendorff (1796-1877) per il confronto delle 
f.e.m. degli elementi galvanici. Lo schema è rappresentato nella figura 118. 
Si suppone che 1 > &2. L'applicazione della prima legge di Kirchhoff dà 


A-5-i=0, 
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la seconda legge conduce alle equazioni 
A(Ri + r) + irn=d1, 
ir - 6R. = da. 
R; indica qui la somma della resistenza interna dell’elemento 2 e della resi- 
stenza del galvanometro. Cerchiamo sotto quale condizione la corrente nel 


galvanometro risulta uguale a zero. Se ‘4 = 0, si ha A=ù e per 
conseguenza 


A(Ri + ri+r)=41, Arr =. 
Di qui si ricava la condizione cercata 


E n 


- _ __ dL°_ 45.3 
Gi rr+tr+Ri ( ) 


In questa equazione compare la resistenza incognita R1. Per eliminarla sì 
applica il seguente procedimento. Si ripete la misurazione sostituendo l’ele- 
mento 2 con un elemento 3 di forza elettromotrice 43 < 41, lasciando tutti 





5 RI 9, 6, fr o, 


Fig. 117. Fig. 118. 


gli altri parametri invariati. La corrente nel galvanometro sarà uguale a zero 
per certi nuovi valori delle resistenze ri e m. indicando questi nuovi valori 
con ri e r2, si può scrivere 43/41 = ri/(ri + rf + Ri). Dato che r1 + n = 
= ri + rz, dalla condizione (45.3) si ricava 63/6 = ri/r;. Come nell’esem- 
pio precedente, si può ridurre il rapporto ri/r; al rapporto di opportune lun- 
ghezze, dopo di che si può calcolare il rapporto incognito delle f.e.m. G/&. 


Problemi 


1. Tre elementi galvanici di f.e.m. di, 2, 63 e di resistenze interne r;, r2, 3 sono collegati 
fra loro secondo lo schema rappresentato nella figura 119. Le resistenze dei fili si suppongono 
trascurabili. 1) Quale tensione V indicherà il voltmetro inserito nel circuito come indicato nella 


figura 119? 2) Quale tensione indicherà questo voltmetro se i valori di 6 e di r; sono legati me- 
diante la relazione &1/r1 = 62/r2 = 63/3? 
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G+G+6 
Risposta. )V=r ————_. ))V=0. 
ri+tra+tr 


2. Sul cerchio ABCD (fig. 120) realizzato con un filo conduttore di sezione costante è libe- 
ro di muoversi con contatti striscianti il ssgmento CD, anch'esso di filo conduttore, di lunghez- 
za pari al diametro del cerchio. Su CD è inserita una lampada al neon con potenziali di ignizio- 
ne e di estinzione dati rispettivamente da V; e V., Vi > Ve. La resistenza del cerchio ABCD 





&3 75 
È,r, 1 
6,7% 
Fig. 119. Fig. 120. 


è piccola rispetto a quella della lampada, quando è accesa. Tra i punti A e B è mantenuta una 
tensione costante V. 1) Determinare per quali posizioni del diametro CD la lampada si accende 
e si spegne. 2) Calcolare la tensione minima V per cui la lampada può ancora accendersi. 


Risposta. 1) La lampada sf accende quando a = 3 (1 + Vi/V), e si spegne quando a = 


(1 F Ve/V). 2) Vnin = Vi. 


x 
2 





Fig. 121. Fig. 122. 


3. Le resistenze Ri e R; (fig. 121) hanno dei valori tali che nessuna corrente attraversa il 
galvanometro. Le forze elettromotrici £î e £3 sono conosciute. Si calcoli la f.e.m. € Si trascuri- 
no le resistenze interne delle pile rispetto a Ri e R.. 

Rx + Rif 
Ri+R. 

4. Le resistenze Ri, R:, R; (fig. 122) sono scelte in modo che nessuna corrente attraversi 
il galvanometro. Le f.e.m. éi e © sono conosciute. Considerando note le resistenze R1, R., R3 
e trascurando le resistenze interne delle pile, si calcoli la f.e.m. & e la corrente.A che attraversa 
la pila di. 
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Risposta. é = 


Risposta. 43 = 63(1 + R2/R3); A = G/R; — (6/R;)(1 + R2/R;). 

5. Sui rami laterali e sulle diagonali di un ponte di Wheatstone sono inserite delle sorgenti 
di corrente di f.e.m. arbitraria (fig. 123). Le resistenze di questi tratti di circuito, tenenedo conto 
anche delle resistenze interne delle sorgenti di corrente, sono rispettivamente uguali a R;, R2, 
. + «+ Re. Sotto quale condizione l’apertura o la chiusura dell’interruttore inserito nella diagona- 
le 6 non influenzerà le indicazioni del galvanometro inserito nella diagonale 5? 





Fig. 123. Fig. 124. 


Soluzione. Supponiamo che all’inizio l’interruttore X sia chiuso. Allora 
A+A+5= 0, A+FLA+A5A= 0, 
AR, + AR, — ARs = Gi + 62 — 63, 
AR3 + ARq — ARs = +6 — 6. 


Aprendo l’interruttore X, la corrente. si annulla, il che conduce ad una modificazione di tut- 
te le altre correnti. Però, secondo l’enunciato del problema, la corrente ..A deve restare costante. 
Indicando i nuovi valori delle correnti per mezzo di apici otteniamo un sistema di equazioni 
in cui le correnti A, . ..,./ sono sostituite dalle correnti .A/ . . .,.4j con.4'=./A. Confron- 
tando questi due sistemi, si ottiene 


A+PtA=A'+A! 
A+Ah= A+ 
AR, + GR,= .A'R, + A'Ra, 


.AR3 + AR = A'R3 + As' Ra. 


Riscrivendo questo sistema nella forma 
R(A- A')= R(A'- A), 
R(A - A'V= Ri(A'- A), 
A-A'= A - A, 
A AA - Ar 
e dividendo membro a membro le due prime equazioni, si ottiene la condizione cercata 


R,/R3 = R/R. 219 


6. Nello schema precedente (si veda fig. 123) il galvanometro si sposta dalla diagonale nel 
ramo laterale / e l’interruttore X nel ramo 4 opposto ad /. Sotto quale condizione agendo sul- 
l'interruttore non si influenzano le indicazioni del galvanometro? 

Risposta. R./Rs = Rs/R3. 

Per ottenere la risposta non è necessario ripetere i calcoli, perché i due schemi in esame sono 
topologicamente equivalenti, cioè uno schema può essere ottenuto dall’altro attraverso una de- 
formazione continua. È facile rendersene conto passando ad uno schema spaziale del ponte 
di Wheatstone in cui i fili di connessione sono rappresentati dagli spigoli di un tetraedro rego- 
lare (fig. 124). 


$ 46. Correnti stazionarie nei conduttori massicci 


1. Supponiamo che in un mezzo conduttore omogeneo siano disposti 
due elettrodi A e 8 (fig. 125) di conduttività molto grande rispetto a quella 
del mezzo stesso. In queste condizioni si possono trascurare le variazioni di 
potenziale all’interno degli elettrodi, si può cioè supporre che tutti i punti 
di ciascuno degli elettrodi siano allo stesso potenziale. Manteniamo costanti 
i potenziali 1 e 2 dei due elettrodi e cerchiamo di determinare la densità 


n 


Fig. 125. 


della corrente che passa tra gli elettrodi. Questo problema è matematica- 
mente equivalente al problema elettrostatico relativo al calcolo del campo 
di un condensatore le cui armature sono gli elettrodi considerati. Infatti, dà- 
to che le correnti sono stazionarie e che il mezzo è omogeneo, nessuna cari- 
ca volumetrica può apparire in esso. Ciò significa che in tutto lo spazio 
compreso tra gli elettrodi, il potenziale g deve soddisfare all’equazione di 
Laplace Ag = 0 e prendere i valori 1 e ©; dati negli elettrodi A e B. Il pro- 
blema relativo al campo elettrico esistente in un condensatore si enuncia 
precisamente nello stesso modo. I due problemi sono matematicamente 
identici e hanno soluzione unica. Per conseguenza, se si riempie lo spazio 
tra gli elettrodi A e B di un dielettrico omogeneo e se si mantengono gli stes- 
sl potenziali £1 e ©. sugli elettrodi, il campo elettrico in tutto lo spazio ester- 
no agli elettrodi A e B deve restare invariato. Dopo aver ottenuto l’intensità 
E del campo elettrico, si può calcolare la densità di corrente secondo la for- 
mula j = XE. 

Il calcolo della corrente totale che passa tra gli elettrodi è un problema 
ancora più facile da risolvere. Esso consiste nel calcolare la capacità del con- 
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densatore corrispondente. Infatti, la corrente è espressa dall’integrale 
esteso alla superficie dell’elettrodo A caricato positivamente. Se si confron- 


ta il problema relativo alla corrente con il problema elettrostatico corrispon- 
dente, in virtù del teorema di Gauss si ha 


4 4 
dE, ds= = g=— C(gi _ £2), 


dove e è la permettività dielettrica dello spazio tra gli elettrodi e C la capaci- 
tà del condensatore con armature A e 5. Quindi 


4rxCX 





I = (01 — £2). 


D’altra parte, secondo la legge di Ohm 


L1 — £2 
I= —---, 
R 
dove R è la resistenza totale del mezzo conduttore tra gli elettrodi A e B. 
Confrontando le due formule si ottiene 


€ 
R= Ero, | (46.1) 
dopo di che si ottiene l’intensità di corrente 7 Come era da aspettarsi la 
resistenza R non dipende da e poiché la capacità C del condensatore è essa 
stessa proporzionale a €. Senza cambiare niente si potrebbe porre € = 1. 
Diamo qualche esempio concreto. | 
1) Gli elettrodi sono delle sfere concentriche di raggi a e b. Applicando 
la formula (26.5) si ottiene 


111 
R={x (1 ) (46.2) 


2) Gli elettrodi sono due superfici cilindriche coassiali di altezza / e di 
raggi a e b. L'applicazione delle formule (46.1) e (26.7) dà 


3) Gli elettrodi sono due palline di raggio @ che si trovano a grande di- 
stanza l’una dall’altra. In questo caso 


__ 1 
R= Sad (46.4) 


La resistenza R non dipende dalla distanza tra le palline. Questo spiega il 
risultato, ottenuto empiricamente dai telegrafisti, che avevano constatato 
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con loro grande sorpresa che la resistenza della terra tra le stazioni telegrafi- 
che non dipende dalla distanza tra loro. 

2. Consideriamo in modo più generale il problema relativo alla resisten- 
za della terra. In figura 126 sono rappresentate schematicamente due stazio- 
ni telegrafiche / e 2. Il collegamento tra queste stazioni è assicurato dal filo 
12, la terra funge da secondo filo. In prossimità di ciascuno degli elettrodi 
metallici A e B messi a terra il suolo può essere considerato un mezzo omo- 
geneo di conduttività A} e \2. Supporremo che gli elettrodi A e 8 siano inter- 
rati ad una profondità tale che si possa trascurare l’influenza della frontiera 





Fig. 126. 


tra la terra e l'atmosfera sulla corrente totale che circola tra gli elettrodi. Sia- 
no Ci e C3 le capacità che avrebbero gli elettrodi A e B se posti nel vuoto 
a grande distanza l’uno dall’altro. La corrente.?7 che fluisce dall’elettrodo 
positivo A dipende soltanto dal suo potenziale g; e dalla conduttività elet- 
trica del suolo circostante. Dato che essa non dipende praticamente dalle 
proprietà delle regioni lontane del mezzo, si può ammettere nel calcolo di 
A che la conduttività del mezzo sia costante e uguale a 1. Se si pone che 
il potenziale dei punti infinitamente lontani sia uguale a zero, si può scrivere 
in virtù della formula (46.1) 


L1 
= = 4rChior. 
A Ri TO1A1L1 


(Poniamo € = 1). Analogamente si ottiene che la corrente .4 che affluisce 
all’elettrodo negativo 8 è 


= — —— = - 4r7CA2e2. 


Dato che le stazioni / e 2 sono connesse dal filo /2, siha A = 4 = Uti- 
lizzando questa uguaglianza, dalle formule precedenti si ricava 


91727 4A4n\XxG X:G }° 
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Ne risulta che la resistenza della terra è uguale a 


11 
R = +5 + o): (46.5) 


Nella nostra dimostrazione non abbiamo mai supposto che tutta la cor- 
rente uscente dall’elettrodo A, propagandosi attraverso la terra, raggiunga 
l'elettrodo B. Questa affermazione è infatti scorretta, sebbene conduca an- 
ch’essa alla formula (46.5). Noi abbiamo utilizzato soltanto l’uguaglianza 
delle.4 e.4, uguaglianza dovuta al fatto che gli elettrodi A e B sono colle- 
gati tra loro da un filo conduttore. La formula (46.5) dimostra che per otte- 
nere una buona messa a terra bisogna che gli elettrodi A e B siano di grande 
dimensione. Oltre a ciò bisogna che anche il suolo circostante abbia una 
grande conduttività elettrica. 


Problema 


Consideriamo n corpi, perfetti conduttori, posti nel vuoto e che portano le cariche q1, 
Q2, - + + Gn ed hanno i potenziali g1, £2, . . ., gn. Si calcoli la quantità di calore che sarebbe 
liberato per secondo se lo spazio intermedio fosse riempito di un liquido omogeneo di condut- 
tività \ e di permettività dielettrica € e i potenziali dei corpi fossero mantenuti costanti. 

Soluzione. Se si riempie lo spazio di un liquido conduttore il campo elettrico che si eserci- 
ta tra i corpi non varia. La quantità di calore liberato per secondo è determinata dall’espressio- 
neQ = «x. La corrente che esce dalla superficie del X-esimo corpo è 


A = divdS, 


dove N è la normale esterna a questa superficie. La carica sulla superficie del K-esimo corpo è 


a=-- dpyds=-£ DES 
4x 47 


47 
O = E QkPk- 


Si ottiene quindi 





$ 47. Il tino elettrolitico 


1. Nella realizzazione di dispositivi elettronici, ionici, e di molti altri tipi 
è necessario conoscere i campi elettrici tra elettrodi di configurazione com- 
plicata. Il calcolo teorico di questi campi è praticamente irrealizzabile. La 
misurazione sperimentale dei campi esistenti all’interno del dispositivo in 
esame non è sempre sufficientemente precisa sia per le piccole dimensioni 
dei singoli pezzi in prossimità dei quali si cerca di determinare la distribu- 
zione del campo elettrico, sia perché all’interno del dispositivo esistono nu- 
merose zone nelle quali è impossibile introdurre la sonda. Per la soluzione 


223 


che consiste nel costruire modelli ingranditi degli elettrodi, nell’assembrarli 
nella stessa configurazione che hanno nel dispositivo in esame, e nell’im- 
mergere poi il modello in un liquido omogeneo di debole conducibilità 
(elettrolita), nell'acqua di rubinetto, ad esempio. I potenziali degli elettrodi 
del modello devono essere proporzionali a quelli degli elettrodi corrispon- 
denti del dispositivo. A questa condizione, come si è mostrato nel paragrafo 
precedente, il modello riproduce in proporzioni ingrandite le superfici equi- 
potenziali e le linee di forza del campo elettrico degli elettrodi caricati. Dato 
che lo spazio in esame è già riempito di un mezzo conduttore, è facile realiz- 
zare la misurazione dei potenziali per mezzo della sonda. 

2. Nell’applicazione del metodo del tino elettrolitico sorgono alcune dif- 
ficoltà sperimentali. Una di queste difficoltà sta nel fatto che le dimensioni 
del tino devono essere grandi rispetto alle dimensioni del sistema di elettrodi 
in esame e gli elettrodi stessi del modello devono essere profondamente im- 
mersi nel liquido del tino affinché la superficie libera dell’elettrolita non in- 
fluenzi notevolmente il campo elettrico considerato. Ma il tino diventerebbe 
allora talmente grande che renderebbe il lavoro sperimentale assai arduo. 
Diverrebbero necessari allora opportuni meccanismi per introdurre e fissare 
le sonde nei punti convenienti, e questi dispositivi meccanici altererebbero 
sensibilmente il campo in esame. D'altra parte, certe regioni essenziali del 
campo potrebbero risultare inaccessibili alle sonde, le regioni, ad esempio, 
interamente circondate da un involucro metallico. Esiste un metodo elegan- 
te per superare queste difficoltà, il metodo detto di sezionamento. Questo 
metodo si applica allo studio dei campi che possiedono una simmetria as- 
siale, che è il caso più importante per la pratica. È sufficiente in questo caso 
studiare la distribuzione del potenziale elettrico in un piano di simmetria 
qualunque che passa attraverso l’asse del modello. 

Ammettiamo, che il modello degli elettrodi in esame sia immerso in un 
elettrolita che occupa tutto lo spazio. Conduciamo un piano orizzontale at- 
traverso l’asse di simmetria del modello. Tutte le linee di forza e tutte le linee 
di corrente che passano attraverso un punto qualunque della sezione consi- 
derata restano nel piano. Quindi, se si eliminano tutte le parti del modello 
e tutto l’elettrolita che si trovano nel semispazio superiore, ciò non influen- 
zerà in nessun modo né la distribuzione del potenziale, né il campo elettrico 
nel semispazio inferiore e nel piano di sezione stesso. 

Quest’asserzione può essere dimostrata in maniera rigorosa. Infatti una 
volta tolte tutte le parti del modello e dell’elettrolita dal semispazio superio- 
re, rimane soltanto una superficie piana che delimita il semispazio inferiore. 
Allo stato stazionario le correnti possono circolare lungo la frontiera ma 
non possono attraversarla. Poiché j = XE, la componente normale di E de- 
ve essere uguale a zero sulla frontiera. I potenziali di tutti gli elettrodi sono 
dati, nel semispazio inferiore il potenziale soddisfa all’equazione di Laplace 
Ag = 0. Queste condizioni sono sufficienti perché nel semispazio inferiore 
il potenziale ed il campo £ siano definiti in modo univoco. Ma queste gran- 
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dezze soddisfacevano precisamente alle stesse condizioni anche prima che 
il modello fosse sezionato e fossero tolti l’elettrolita e tutte le parti del mo- 
dello dal semispazio superiore, poiché anche in questo caso il campo £ non 
aveva componente normale nella sezione considerata. La nostra asserzione 
risulta quindi dimostrata. 

È chiaro ora che per riprodurre un campo che si voglia studiare non è 
necessario utilizzare elettrodi interi: è sufficiente prendere soltanto le metà 
degli elettrodi che risultano dal loro sezionamento con un piano che passa 
per l’asse di simmetria. È il principio del metodo di sezionamento. Le metà 
di elettrodi sono immerse nel tino in modo che il piano di sezionamento 
coincida con la superficie libera dell’elettrolita. E sufficiente allora misurare 
la distribuzione del potenziale sulla sola superficie libera, ciò che dal punto 
di vista sperimentale è facilmente realizzabile. 

3. Nella figura 127 è rappresentato lo schema di principio del tino elet- 
trolitico. Il campo elettrico si stabilisce tra gli elettrodi A e B. La sonda S 
può essere costituita dalla punta di un filo metallico sottile. Il galvanometro 
è inserito tra la sonda S e il punto mobile C di un divisore di tensione. È 
preferibile sostituire il galvanometro con un oscillografo elettronico, colle- 
gando i punti S e C, ad esempio, alle sue placche verticali. Spostando la 





Fig. 127. 


sperimentale di questo problema si applica il metodo del tino elettrolitico, 
sonda sulla superficie dell’elettrolita si determinano le posizioni nelle quali 
la corrente che attraversa il galvanometro si annulla. In tutte queste posizio- 
ni il potenziale della sonda è uguale al potenziale del punto C del divisore 
di tensione. Tutti i punti marcati si trovano quindi su una linea di un poten- 
ziale costante (linee equipotenziali). Per mezzo di un sistema di leve i movi- 
menti della sonda vengono trasmessi ad un pantografo che riproduce le po- 
sizioni dei punti corrispondenti su un foglio di carta. Collegando questi 
punti con una curva continua si ottiene il disegno, ingrandito, della linea 
equipotenziale. Si ripete poi la stessa operazione in un’altra posizione del 
cursore C, ottenendo un’altra linea equipotenziale, e così di seguito. 

Se si applicano agli elettrodi tensioni continue l’elettrolita sarà percorso 
da correnti continue, che danno luogo all’elettrolisi con la deposizione dei 
costituenti dell’elettrolita sugli elettrodi. Queste correnti compromettereb- 
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bero l'omogeneità dell’elettrolita, suscitando la polarizzazione degli elettro- 
di e variazioni nella tensione tra di essi. Per evitare tutti questi inconvenienti 
si applicano agli elettrodi tensioni variabili, ad esempio, quella della rete ur- 
bana. Le condizioni che devono essere osservate perché i risultati suindicati 
possano essere estesi ai campi variabili saranno formulate più avanti (cfr. 
il problema nel $ 144). 


$ 48. Processi transitori della corrente durante la carica 
e la scarica di un condensatore 


1. A rigor di termini il problema della carica e della scarica di un con- 
densatore supera i limiti dello studio delle correnti continue. Le soluzioni 
riportate sotto sono ottenute supponendo che i valori istantanei della cor- 
rente siano gli stessi in tutte le sezioni trasversali del filo che collega le arma- 
ture del condensatore e che il campo elettrico istantaneo sia lo stesso che 
in elettrostatica con le stesse cariche sulle armature del condensatore. Le 
correnti ed i campi che soddisfano queste condizioni si chiamano quasi- 
stazionari. Daremo più avanti una formulazione precisa di condizioni che 
garantiscono la quasi-stazionarietà (cfr. $ 123). 

Se si collegano con un filo le armature di un condensatore carico, il filo 
sarà percorso da una corrente. Siano ./, Q, g i valori istantanei della corren- 
te, della carica dell’armatura positiva e della differenza di potenziale tra le 
armature. Ponendo che la corrente sia positiva quando essa percorre il filo 
nel senso che va dall’armatura positiva a quella negativa, si può scrivere 


dQ _ _ 
ICARO: RI= g, Q = Co, 
dove C è la capacità del condensatore e R la resistenza del filo. Eliminando 
g e./ si ottiene 


dQ Q 
Integrando quest’equazione si ottiene la relazione 
O = Qoe-'”, (48.2) 


dove Oo è il valore iniziale della carica del condensatore e 7 una costante 
definita da 


t= RC (48.3) 


che ha la dimensione del tempo. Essa si chiama tempo di rilassamento. Da- 
to che nel corso del tempo rla carica del condensatore diminuisce di e volte, 
questo tempo è dello stesso ordine di grandezza del tempo di scarica del 
condensatore. Derivando (48.2) rispetto a f, si ottiene la legge di variazione 
della corrente in funzione del tempo 
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A = © exp {-R = A exp{-t/7}, (48.4) 
dove.A = 0O0/7 è il valore iniziale della corrente, cioè la corrente per # = 0. 
È utile osservare che il tempo di rilassamento è definito dalla formula 
(48.3) qualunque sia il sistema di unità di misura. Così, se la resistenza è 
misurata in ohm e la capacità in farad, il tempo (48.3) è misurato in secondi. 
2. Analogamente si risolve il problema relativo alla carica di un conden- 
satore. Supponiamo che nel circuito del condensatore sia inserita una batte- 
ria di elementi galvanici o un’altra sorgente di corrente di f.e.m. © costante. 
La sorgente crea una corrente che carica il condensatore. Le cariche elettri- 
che che si accumulano sulle armature si oppongono al passaggio della cor- 
rente e ne fanno diminuire l’intensità. L'equazione Q = Co resta sempre va- 
lida. Le due altre equazioni si scriveranno nel modo seguente: 


dQ 
= —“, RI=€- e, 
dt f 
dove A indica la resistenza totale del filo che collega le armature, compresa 
la resistenza interna della batteria. (Ora la corrente è considerata positiva 
se essa è diretta verso l’armatura positiva.) Eliminando di nuovo / e g si 
arriva all’equazione 


dt RC R 
Quest’equazione non omogenea diventa omogenea se la si scrive nella for- 
ma seguente: 


(48.5) 


O-EC 


RC 0. 


d 
qa D+ 


Risolvendo questa equazione si ottiene 
O-€C= Ae". 


Si può determinare il valore della costante di integrazione A supponendo, 
ad esempio, che all’istante iniziale il condensatore sia scarico, cioè che in 
quell’istante Q = 0; da cui otteniamo che A = — €’ C e per conseguenza 


O0=€C1- e”. (48.6) 


Quando 1 co la carica Q tende verso il suo valore limite Q» = é C. La cor- 
rente è data da 


(48.7) 


La corrente è massima all’istante iniziale ed è uguale a.4 = é7R. In seguito 
essa diminuisce secondo una legge esponenziale. 

3. Se lo spazio tra gli elettrodi carichi è riempito di un mezzo continuo 
di conduttività ) e di permettività e, si può utilizzare la formula (46.1). Il 
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tempo di rilassamento è allora uguale a 





r=RC=—&_=-5@. (48.8) 


Per il rame @ = 1,7-107° ohm-cm = 1,9-107!* s. Sostituendo, in modo del 
tutto formale, questo valore nella formula (48.8), si ottiene 7 = 107!’ s, va- 
lore circa di cento mila volte più grande del tempo di inerzia dell’elettrone 
(cfr. $ 42, p.5). Questo risultato dimostra che la formula (48.8) non è appli- 
cabile ai metalli, poiché in 107! s lo stato elettrico non può propagarsi per 
più di 3-10!°-107!° = 3-107° cm. Ciò significa che la condizione di quasi- 
stazionarietà, utilizzata per stabilire la formula (48.8) nel caso dei metalli 
non è verificata. Un corpo carico circondato da materiale metallico perde 
la sua carica più lentamente di quanto lasci prevedere la formula (48.8) (ma, 
in pratica, sempre istantaneamente). Praticamente il dominio di validità 
della formula (48.8) si estende soltanto ai dielettrici. Non esistono isolanti 
perfetti che assolutamente non conducono l’elettricità; ma la loro condutti- 
vità è di molti ordini di grandezza inferiore a quella dei metalli. Per l’ebani- 
te, ad esempio, si ha @ = 10!° ohm-cm = 1,1-10* s, valore di 10° volte più 
grande della resistività del rame. La permettività dielettrica dell’ebanite vale 
2,7 e il suo tempo di rilassamento è di 2,4-10° s = 40 min. 


Problemi 


1. Ad un condensatore di capacità C; carico fino alla tensione Vo si collega un altro con- 
densatore scarico di capacità C: (fig. 128). Si calcoli la variazione della corrente nel circuito 
in funzione del tempo, se la resistenza dei fili che collegano le armature dei due condensatori 





Fig. 128. Fig. 129. 


è uguale a R. Quale sarà la quantità di calore liberato nei fili in seguito al passaggio della 
corrente? 
t/1 1 
Vo RG CiC: 
Risposta. 1= — e R(c i) Oo=—!*_ KR. 
R 2(Ci + C2) 


2. Le armature ai un condensatore ad aria di capacità C = 107!° F sono collegate da una 
resistenza R attraverso una batteria di f.e.m. £°(fig. 129). Nel corso di un tempo Af = 107? s 
vengono avvicinate l’una all’altra le armature del condensatore fino a dimezzare la distanza 
reciproca. A quale condizione la carica del condensatore praticamente non cambierà durante 
questa operazione? Si calcoli il calore di Joule liberato nella resistenza R fino al completamen- 
to della ricarica. 


| 
Risposta. R » Af/C = 10° ohm; Qy = ni Ce. 
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III. IL CAMPO MAGNETICO 


$ 49. Forze che si esercitano in un campo magnetico 
sulle cariche in movimento e sulle correnti 


1. I fenomeni magnetici furono dapprima osservati e studiati su magneti 
naturali ed artificiali. Anche oggi il modo migliore per iniziare lo studio di 
questi fenomeni è quello di partire dalle calamite. Ma per capire la natura 
dei processi che avvengono in un magnete, bisogna dapprima studiare feno- 
meni più semplici e più fondamentali. È per questa ragione che non possia- 
mo seguire la via dello sviluppo storico nella nostra esposizione dei fenome- 
ni magnetici. Adotteremo il metodo deduttivo, ponendo alla base della no- 
stra esposizione due risultati sperimentali ottenuti nel XIX secolo: 1) il cam- 
po magnetico esercita un'azione sulle cariche in movimento; 2) le cariche 





in movimento creano un campo magnetico. Procederemo come abbiamo già 
fatto in elettrostatica cominciando dallo studio del campo magnetico nel 
vuoto, per proseguire poi con lo studio del campo magnetico nelle sostanze. 

2. Cominciamo con una semplicissima esperienza. Produciamo in un tu- 
bo catodico un fascio rettilineo e ben focalizzato di elettroni, che si sposta- 
no nel vuoto da sinistra a destra. Cadendo sullo schermo fluorescente il fa- 
scio lascia come traccia una piccola macchia luminosa. Avviciniamo al fa- 
scio dal basso il polo nord di un magnete rettilineo (fig. 130). Il fascio si 
sposterà lateralmente allontanandosi dal lettore. Se si avvicina al fascio il 
polo sud dello stesso magnete, il fascio si sposterà in senso inverso cioè avvi- 
cinandosi al lettore. Ponendo il magnete lateralmente, lo spostamento av- 
verrà verso l’alto o verso il basso a seconda del lato dove si pone il magnete 
e del polo che viene avvicinato al fascio. Questo esperimento ed altri esperi- 
menti analoghi dimostrano che un elettrone in movimento è sottoposto ad 
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una forza perpendicolare alla sua direzione di moto e alla direzione dell’asse 
del magnete, cioè della retta che va da uno dei poli del magnete all’altro. 
Questa forza è proporzionale alla velocità dell’elettrone. Analogamente si 
comporta qualunque altra particella carica che si muova in un campo 
magnetico. 

La legge che definisce la forza F,, che si esercita su una carica puntuale 
qin movimento in un campo magnetico è stata ottenuta per mezzo di una 
generalizzazione di dati sperimentali. Questa legge è espressa dalla formula 


Fm = d [vB], (49.1) 


dove il vettore B non dipende né dal valore della carica g né dal suo movi- 
mento. Esso caratterizza soltanto il campo magnetico nel quale si muove la 
carica q. Questo vettore è l’intensità del campo magnetico. La forza Fm è 
perpendicolare al vettore velocità v della particella e al vettore intensità B 
del campo magnetico, ed il suo valore è proporzionale al seno dell’angolo 
formato da questi vettori. Nel caso in cui i vettori B e v sono collineari, la 
forza Fm si annulla. La formula (49.1) è valida non soltanto per campi ma- 
gnetici costanti ma anche per campi variabili, qualunque sia la velocità v. 

Si può scegliere per la costante c un valore arbitrario. La scelta del valore 
numerico e. delle dimensioni della costante c determina il sistema di unità 
di misura. È conveniente attribuire a questa costante le dimensioni di una 
velocità, poiché allora le dimensioni del campo elettrico e del campo ma- 
gnetico saranno le stesse. Questo è ciò che si fa nel sistema di unità gaussia- 
ne. Per il momento lasceremo indeterminato il valore numerico di c. 

Notiamo in particolare che i/ campo magnetico non esercita nessuna 
azione sulle cariche elettriche immobili, il che costituisce una differenza so- 
stanziale fra campo magnetico e campo elettrico. La carica nello stato di 
quiete serve da indicatore del campo elettrico e la carica mobile è l’indicato- 
re del campo magnetico. 

La formula (49.1) suggerisce un metodo di principio per la misurazione 
del campo magnetico 8, consistente nel determinare la forza che si esercita 
su una carica in movimento. È necessario per prima cosa assicurarsi, per 
mezzo di una carica immobile, che non vi sia campo elettrico. Si determina 
poi la direzione della velocità v per la quale la forza Fm si annulla, il che 
avviene quando la velocità v è parallela o antiparallela al vettore Fm. Si sarà 
determinata così, a meno del segno, la direzione del campo magnetico 2. 
Infine resta da misurare la forza Fm che si esercita su una carica che si spo- 


bi 


sta con velocità v, perpendicolare al vettore B. E, evidentemente, 
Fm = 4 [vB], 


Moltiplicando vettorialmente questa relazione per v, ed osservando che 
(v, B) = 0, si ottiene 


_ Cc 
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Questa formula definisce univocamente tanto il modulo quanto la direzione 
del vettore 8. Che la grandezza 8 sia un vettore (più esattamente uno pseu- 
dovettore) risulta direttamente dalla formula (49.2) che rappresenta questa 
grandezza sotto forma di prodotto vettoriale dei vettori polari Fm e v,. 

3. In un campo elettrico E una carica q è sottoposta alla forza Fe = qE. 
Se i campi elettrici e magnetici agiscono sulle cariche indipendentemente, 
come conferma l’esperienza, sotto la loro azione simultanea una carica sarà 
sottoposta alla forza F = Fe + Fm, ciOÈ 


F = g(E+ z [vB]). (49.3) 


Questa forza si chiama forza di Lorentz. 

Nell’approssimazione non relativistica la forza F, come tutte le altre for- 
ze, non dipende dalla scelta del sistema di riferimento (inerziale). Tuttavia 
il secondo termine della somma (49.3) cambia durante il passaggio da un 
sistema di riferimento ad un altro. Per conseguenza il primo termine g£ de- 
ve cambiare anch’esso. Quindi, come abbiamo già notato nel $ 2, punto 5, 
la decomposizione della forza totale Fin forza elettrica e in forza magnetica 
dipende dalla scelta del sistema di riferimento. Questa decomposizione è 
priva di senso se non è indicato il sistema di riferimento utilizzato. 

4. Gli esperimenti relativi all’azione esercitata dai campi magnetici sulle 
cariche in movimento diventano più semplici sostituendo le cariche isolate 
con le correnti elettriche, quando intervengono simultaneamente molte par- 
ticelle cariche. Supponiamo, ad esempio, che la corrente sia dovuta al movi- 
mento di particelle identiche di concentrazione n, che portano ciascuna la 
carica e. Si ha allora j = nev. Il numero di particelle contenute nell’elemen- 
to di volume dV è AN = ndV, e la forza che si esercita in un campo magne- 
tico sull’elemento di volume dV del corpo è 


dF = À [vB]dN = sia [vB]dV, 


ossia 
dF = 1 [jB}dv. (49.4) 


Questa formula resta valida anche nel caso più generale in cui i portatori 
della corrente sono cariche di diverse specie. 

Consideriamo il caso particolare in cui la corrente 7 passa attraverso 
un filo infinitamente sottile, di sezione trasversale S. Prendiamo un segmen- 
to del filo di lunghezza infinitesima d/ e calcoliamo la forza dF alla quale 
esso è sottoposto. Se AV = Sd! è il volume di questo segmento del filo, si ha 
jdAV = jS dl, ossia 


jdV = Idi, (49.5) 


il senso del vettore d/ coincide qui con quello della corrente. Il vettore jdV 
è detto elemento di corrente volumetrico ed il vettore ? dl elemento di cor- 
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rente lineare. Dalle relazioni (49.4) e (49.5) si ricava 


dF = L [dIB]. (49.6) 


La formula (49.6) che definisce la forza che si esercita in un campo magneti- 
co su un elemento di corrente lineare è stata stabilita da Ampère ed è nota 
come /egge di Ampère. Per ottenere la forza che si esercita su un filo di lun- 
ghezza finita è sufficiente integrare la (49.6) su tutta la lunghezza del filo 


F = | L [dIB). (49.7) 


5. Le forze che si esercitano sulle correnti in un campo magnetico si 
chiamano forze di Ampère. Descriviamo qualche semplice esperienza dimo- 
strativa in cui queste forze si manifestano nettamente. Prendiamo un ma- 
gnete a ferro di cavallo (fig. 131) e poniamo tra i suoi poli un’asta metallica 
AB sospesa a due fili elettrici. Quando vi si fa scorrere una corrente conti- 
nua, l’asta AB si sposta lateralmente, in un senso che la fa uscire o entrare 
nello spazio tra i poli del magnete a seconda della direzione della corrente 
e del campo magnetico. Quando la direzione della corrente o la direzione 
del campo magnetico si inverte, il senso dello spostamento dell’asta si 
inverte. 





Fig. 131. Fig. 132. 


La ruota di Barlow (1776-1862). Questo apparecchio dimostrativo si 
compone di un disco di rame montato su un asse orizzontale attorno al qua- 
le può ruotare (fig. 132). Il bordo inferiore del disco è immerso in una va- 
schetta riempita di mercurio. L'asse del disco e la vaschetta sono collegati 
ad una sorgente elettrica. Si pone il disco tra i poli di un magnete perpendi- 
colarmente al campo magnetico. Quando si applica una tensione continua, 
una corrente radiale scorre attraverso il disco e le forze di Ampère applicate 
al disco lo mettono in rotazione. Quando il senso della corrente si inverte, 
il senso di rotazione del disco si inverte. 

In una variante di questo esperimento si prende un recipiente composto 
da due corti cilindri metallici coassiali e si riempie di elettrolita lo spazio 
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compreso tra le pareti dei cilindri (fig. 133, visto dall’alto). Si collegano i 
cilindri ad una sorgente di corrente continua. Il dispositivo è posto al di so- 
pra di uno dei poli di un magnete (o di elettromagnete) molto forte il cui 
campo è diretto approssimativamente lungo la verticale, cioè perpendicolar- 
mente al piano della figura. Se si inserisce la sorgente, l’elettrolita è percorso 
da una corrente radiale. Le forze d’Ampère che si esercitano sulla corrente 
mettono l’elettrolita in rotazione. Quando il senso della corrente si inverte, 
anche il senso della rotazione dell’elettrolita si inverte. 

Una spirale di filo elettrico, disposta orizzontalmente, può sostituire un 
ago magnetico, a condizione che essa possa ruotare attorno all’asse verticale 
che passa per il suo centro di massa. Quando vi si fa passare una corrente, 
l’elica si orienta lungo il meridiano magnetico. 

Prendiamo un magnete rettilineo sottile di grande lunghezza e disponia- 
molo verticalmente. (Si può utilizzare un lungo stelo di ferro la cui estremità 
inferiore è inserita in un rocchetto di filo percorso da una corrente che ma- 
gnetizza lo stelo.) Sospendiamo accanto ad un lato di questo magnete un 
nastro metallico intrecciato flessibile. Quando si fa passare attraverso il na- 
stro una corrente, il nastro si arrotola sul magnete. Se il senso della corrente 
si inverte, si inverte anche il senso di arrotolamento. 





Fig. 133. Fig. 134. 


Questi esperimenti dimostrano che i magneti esercitano un’azione sulla 
corrente elettrica. Anche le correnti esercitano una azione sui magneti. Un 
esempio ne è dato dal celebre esperimento di Oersted (1777-1851). Oersted 
dispose al di sopra di un ago magnetico un filo rettilineo (fig. 134) parallelo 
all’ago. Questo poteva ruotare liberamente attorno ad un asse verticale. 
Quando si faceva passare una corrente elettrica nel filo, l’ago veniva deviato 
e sì disponeva in una posizione perpendicolare al filo. Quando si invertiva 
il senso della corrente, l’ago ruotava di 180°. Si osservavano i medesimi ef- 
fetti quando si disponeva il filo elettrico al di sotto dell’ago magnetico. L’e- 
sperimento di Oersted, realizzato nel 1820, permise per la prima volta di sta- 
bilire un legame tra i fenomeni elettrici e quelli magnetici. 
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$ 50. Campo magnetico di una carica in moto uniforme. 
Legge di Biot e Savart 


1. Enunciamo ora la legge che determina il campo magnetico creato da 
una carica puntuale q in movimento, limitandoci al caso di moti uniformi 
a bassa velocità. (Daremo più avanti una definizione precisa di ciò che oc- 
corre intendere per movimento lento.) La legge è stata stabilita generalizzan- 
do i dati sperimentali ed è espressa dalla formula 


B = TA [vr], 


dove r è il raggio vettore condotto dalla carica q al punto di osservazione 
e c’ è un coefficiente di proporzionalità il cui valore dipende dal sistema 
di unità scelto. Il campo elettrico di una carica immobile della stessa gran- 
dezza q e nello stesso punto di osservazione è determinato dall’espressione 


E=-4r. (50.1) 


(Questa stessa espressione resta valida anche per cariche che si muovano 
lentamente.) Utilizzando questa espressione la formula precedente si scrive- 


ràB= L [vE]. Dato che nel sistema gaussiano le grandezze 8 e E hanno 


le medesime dimensioni, la costante c’ deve avere in questo sistema le di- 
mensioni di una velocità. Per semplicità essa si pone uguale alla costante 
c introdotta nel paragrafo precedente. Vedremo più avanti che ponendo 
c’ = cil valore numerico di c resta univocamente determinato. La velocità 
c così definita è detta costante elettrodinamica. Le misurazioni hanno dimo- 
strato che essa coincide con la velocità della luce nel vuoto. Un movimento 
è lento, nel senso usato sopra, se la sua velocità v è molto piccola rispetto 


ac(v<ec. 
Quindi 
B = dr [ur], (50.2) 
ossia 
B = E [DE]. (50.3) 


2. Utilizziamo queste formule per il calcolo della forza di interazione di 
due cariche puntuali q1 e qg. in movimento. Questa interazione si compone 
di una interazione elettrica (secondo la legge di Coulomb) e di una intera- 
zione magnetica. In ciò che segue tratteremo soltanto l’interazione magneti- 
ca. Siano vi e v2 le velocità delle cariche in movimento. L'intensità del cam- 
po magnetico creato dalla carica g1 nel punto dove si trova la carica gq2 è 


Gi 
B, = —_ [vr], 
Cri2 
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dove r12 è il raggio vettore condotto dalla prima carica alla seconda. Questo 
campo esercita sulla carica 9g. una forza 


Fi = £ [.B] = 1192 [v2[v1r12]]. (50.4) 
Cc C'ri2 





Analogamente, la carica q2 esercita sulla carica gi: una forza 


Fa = rn [v1 [v2r21]], (50.5) 


dove il raggio vettore r2; è orientato dalla carica 2 verso la carica 1. 

Se le velocità vi e v. sono parallele, equiverse e perpendicolari al vettore 
r12 (fig. 135), le forze F12. e F»; saranno forze di attrazione reciproca se le 
cariche sono dello stesso segno, e forze di repulsione se sono di segni oppo- 
sti. Il modulo di queste forze è determinato dalla formula 








Fi = Fa = F= 99° (22). (50.6) 
12 C 
Nel caso particolare in cui le velocità delle cariche sono uguali risulta 
2 
Q192 {VU 
= 13-(-|}. 50.7 
F i, (€) (50.7) 


Se le forze sono antiparallele, nelle medesime condizioni due cariche dello 
stesso segno si respingeranno e cariche di segni contrari si attireranno 


U, Ù 





Z 
” E Fra 
Fig. 135. Fig. 136. 


II campo magnetico non figura nelle formule (50.6) e (50.7). Come ab- 
biamo già segnalato, per mezzo di queste formule si può determinare la co- 
stante elettrodinamica c univocamente, poiché tutte le grandezze che figura- 
no in queste formule sono definite e possono essere misurate sperimental- 
mente. Notiamo del resto che queste formule sono applicabili solo in via di 
principio per la determinazione della costante c e che non risultano conve- 
nienti per una misurazione effettiva. Descriveremo nel $ 51 un metodo pra- 
tico di misurazione della costante elettrodinamica c. 

Nel caso generale le forze di interazione magnetica 12 e F2; non seddi- 
sfano al principio di uguaglianza dell’azione e della reazione. Le violazioni 
di questo principio sono particolarmente evidenti quando le velocità vi e v2 
sono perpendicolari, e la velocità v. è diretta lungo il vettore r12 (fig. 136). 
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In questo caso 8. — [v2r21] = 0, e per conseguenza F2; = 0, mentre come 
si vede nella figura 136 F12 # 0. Ma abbiamo già notato più volte che nel 
caso di interazioni che avvengono tramite campi, il principio di uguaglianza 
dell’azione e della reazione non è necessariamente rispettato. 

3. La formula (50.7) mostra che il rapporto tra la forza di interazione 
magnetica delle cariche in movimento e la forza della loro attrazione o re- 
pulsione coulombiana è dell’ordine di (v/c)?. Le velocità degli elettroni nei 
metalli percorsi da una corrente elettrica a regime non superano qualche 
centimetro per secondo e negli elettroliti esse sono ancora più piccole. Il 
rapporto (v/c)” è quindi molto piccolo e non supera pressappoco 107 °°. 
Perché allora i motori elettrici vengono messi in moto proprio dalle forze 
magnetiche (di Ampère) rispetto alle quali le forze di interazione elettrosta- 
tica non giocano praticamente nessun ruolo? Il fatto è che d/ trasporto della 
corrente partecipa un enorme numero di particelle cariche ed è questo che 
compensa la piccolezza del fattore (v/c)?. È importante anche osservare che 
l’azione del campo magnetico su una carica mobile qg dipende non dai valori 
di q e di v presi separatamente, ma dal loro prodotto qu. Quando una cor- 
rente circola, le cariche di segni contrari si muovono in direzioni opposte, 
e quindi il prodotto qu ha lo stesso segno per tutti i portatori di corrente. 
Le forze che si esercitano in un campo magnetico su particelle di differenti 
segni si sommano aritmeticamente e non si sottraggono. I campi magnetici 
creati dalle cariche in movimento dipendono anch'essi dal prodotto qu, e 
di conseguenza i campi eccitati da cariche di segni contrari si sommano arit- 
meticamente. È tutt’altro il comportamento delle cariche elettriche rispetto 
ai campi elettrici. Da una parte la velocità v non figura né nell’espressione 
dell’intensità del campo elettrico, né in quella delle forze che si esercitano 
sulle cariche nei campi elettrici. Dato che le forze che si esercitano sulle cari- 
che di segni contrari hanno direzioni opposte, esse s/ sottraggono aritmeti- 
camente. D'altra parte, anche in un corpo elettricamente carico, /e cariche 
di un dato segno sono in larga misura compensate dalle cariche di segno 
contrario. Per quanto sia grande la carica elettrica di un corpo, essa è infini- 
tesima rispetto alla carica totale delle particelle dello stesso segno contenute 
nel corpo (cfr. $ 10, punto 4). Ecco perché le forze magnetiche superano no- 
tevolmente le forze elettriche che si esercitano sulle cariche non compensate 
dei corpi. 

4. Stabiliamo ora una legge che permette di determinare il campo ma- 
gnetico di un singolo elemento di corrente. Come abbiamo fatto in elettro- 
statica, partiremo dal principio di sovrapposizione, che è una generalizza- 
zione dei dati sperimentali. Secondo questo principio, i campi magnetici 
creati da differenti cariche elettriche in movimento si sommano vettorial- 
mente, e il campo eccitato da ciascuna carica non è assolutamente influen- 
zato dall'esistenza delle altre. Utilizzando la formula (50.2) il principio di 
sovrapposizione conduce per il campo magnetico di un elemento volumetri- 
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co di corrente alla seguente espressione 


dB = - Ul dV. (50.8) 


dB = L dl. (50.9) 


Queste relazioni esprimono la legge nota come /egge di Biot (1774-1862) e 
Savart (1791—1841). Il campo totale si ottiene integrando le espressioni 
(50.8) e (50.9) su tutte le correnti, cioè 


1 Ur] 
B=1 | av, (50.10) 
o 4 [dn 
B = Ò A (50.11) 


Le due espressioni sono valide soltanto per le correnti continue. Ma le cor- 
renti continue sono sempre delle correnti chiuse. Nessuna delle grandezze 
osservate subirebbe modifiche se si aggiungesse al secondo membro della 
formula (50.9) un termine arbitrario il cui integrale si annulli su un qualun- 
que contorno chiuso. Perciò nel quadro della teoria delle correnti continue 
la legge elementare di Biot e Savart (50.8) o (50.9) è in via di principio speri- 
mentalmente incontrollabile, perché è impossibile isolare singoli elementi di 
correnti continue al fine di sottoporli agli esperimenti. La legge di Biot e 
Savart espressa sotto la forma integrale (50.10) o (50.11) è invece sperimen- 
talmente controllabile. Per questa ragione la nostra esposizione della teoria 
del campo magnetico delle correnti continue si basa sulla legge che determi- 
na il campo magnetico di una carica in movimento e non sulla legge ele- 
mentare di Biot e Savart come è generalmente in uso. /n via di principio il 
campo creato da una carica in movimento può sempre essere misurato, seb- 
bene praticamente ciò sia un esperimento assai arduo. La verifica sperimen- 
tale del fatto che le cariche macroscopiche mobili creano campi magnetici 
richiese sforzi notevoli. Per la prima volta vi riuscì nel 1871 Rowland 
(1848-1901), che lavorava nel laboratorio di Helmholtz (1821-1894). Le ricer- 
che sono state proseguite da numerosi studiosi e sono state perfezionate dal- 
lo studio fondamentale di A.A. Eichenwald (1863-1944) realizzato a Mosca 
negli anni 1901-1904. 

S. Dalle formule (50.4) e (50.5) segue che correnti parallele devono atti- 
rarsi e che correnti antiparallele devono respingersi. È facile darne una di- 
mostrazione sperimentale. È sufficiente prendere due fili flessibili disposti 
ad una piccola distanza parallelamente l’uno all’altro e fare passare attraver- 
so i fili una corrente di grande intensità (alcune centinaia di ampere) una 
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volta nello stesso senso ed un’altra volta in sensi contrari. Se i fili non sono 
paralleli, le forze di interazione diventano più deboli e tendono ad orientare 
1 fili in modo che le correnti diventino parallele. 

Appendiamo per un estremo una spirale in filo flessibile. Se si fa passare 
attraverso la spirale una corrente elettrica, la spirale si accorcia a causa del- 
l’attrazione reciproca delle correnti parallele che circolano nelle spire. Modi- 
ficando leggermente le condizioni dell’esperimento si possono eccitare delle 
oscillazioni nella spirale. Sì prende per questo una spirale di un filo leggero 
(di alluminio, ad esempio) con alcune decine di spire. Si fissa l’estremo su- 
periore della spirale all’alimentazione di corrente A, mentre il suo estremo 
inferiore è immerso in una vaschetta riempita di mercurio (fig. 137). Quan- 
do si fa passare attraverso la spirale una corrente, la spirale si accorcia e in- 
terrompe il contatto elettrico. La corrente non passa più, la spirale comincia 
ad allungarsi ed il suo estremo inferiore si immerge nuovamente nel mercu- 
rio; ristabilito il contatto, la spirale ricomincia ad accorciarsi, ecc. Com- 
paiono quindi delle oscillazioni accompagnate da allungamenti e accorcia- 
menti periodici della spirale. Ad ogni apertura del circuito tra l’estremo mo- 
bile della spirale e la superficie del mercurio scocca una scintilla accompa- 
gnata da un caratteristico schiocco secco. 


TO 


J 
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Fig. 137. 





$ S1. Applicazione della legge di Biot e Savart al calcolo 
dei campi magnetici. I sistemi di unità di misura 


1. Consideriamo dapprima un filo rettilineo molto lungo percorso da 
una corrente continua / I fili di alimentazione devono trovarsi ad una di- 
stanza sufficientemente grande perché si possano trascurare i loro campi 
magnetici nella regione di spazio considerata. In queste condizioni si può 
considerare il filo infinitamente lungo. Il campo magnetico dell’elemento di 
corrente / di (fig. 138) è 


dB = [din = 5 {dl n), 
Cr Cr 


238 


dove dI, è la componente del vettore d/ perpendicolare a r. Le linee di for- 
za magnetiche saranno dei cerchi i cui centri si trovano sull’asse del filo. In 


forma scalare 


dB = 7 dl, = S 
cr CF 


da, 


dove da è l’angolo sotto il quale il vettore d/ è visto dal punto di osservazio- 
ne. Introducendo la distanza fino al filo R = rcosa, si ottiene dB = 


= cos a da/(cR). Integrando questa espressione tra a = — 7/2 e a = 
= + 7/2 si ottiene il risultato cercato, _ 
B = cR° (51.1) 


È facile ora calcolare l’interazione di due correnti continue A e. paral- 
lele e infinitamente lunghe. La prima corrente crea lungo il percorso della 
seconda un campo magnetico Bi = 2/4/(cR), dove AR è la distanza tra le 
correnti. Questo campo esercita su un segmento di lunghezza / della secon- 
da corrente una forza F = .4/B:/c o 


F = Ga AA (51.2) 

Misurata F, questa formula permette di calcolare il valore numerico del- 
la costante elettrodinamica c. Per la prima volta questa costante è stata mi- 
surata nel 1856 con un altro procedimento da Wilhelm Weber (1804-1891) 
e Rudolf Kohlrausch (1809-1858). Essi trovarono un risultato sorprendente 
secondo il quale nei limiti degli errori sperimentali i/ valore di c coincideva 
con la velocità della luce nel vuoto. Le misurazioni successive effettuate da 
altri studiosi hanno confermato che la costante elettrodinamica e la velocità 
della luce nel vuoto sono sempre /a stessa costante fisica. Le ricerche teori- 
che di Maxwell hanno dimostrato che questo risultato fondamentale è l’e- 
spressione della natura elettromagnetica della luce. 

2. La conoscenza del valore numerico della costante c apre la via alla 
costruzione razionale di un sistema di unità di misure nel quadro della teo- 
ria dei campi elettrici e magnetici. Introducendo la notazione gl = 9/c 
le formule fondamentali (49.1) e (50.2) si riscriveranno senza il fattore c 


F = q° [vB], (51.3) 
(m) 
B= 1 [vr]. (51.4) 


Per conseguenza si possono introdurre nuove unità di carica (e di corrente) 
che sono di c volte più grandi che le unità elettrostatiche corrispondenti e 
che se ne distinguono per le dimensioni. Su queste nuove unità si basa Il si- 
stema CGS magnetico o, in sigla, CGSM. La decima parte dell’unità CGSM 
di carica si chiama coulomb e la decima parte dell’unità di corrente si chia- 
ma ampere. (Le definizioni, non del tutto precise, che abbiamo utilizzato 


239 


fin qui sono fondate su un valore approssimativo della costante elettrodina- 
mica c = 3-10!° cm/s.) 

Si può dare ora la definizione dell’unità di intensità del campo magneti- 
co, detta gauss. Supponiamo che i vettori v e B siano reciprocamente per- 
pendicolari e che gf = 1 un. CGSM, v = 1 cm/s, B = 1G. La formula 
(51.3) dà allora / = 1 dira, il che porta alla seguente definizione. // gauss 
è l’intensità di un campo magnetico che esercita una forza di una dina sul- 
l’unità di carica CGSM quando questa carica si muove perpendicolarmente 
al campo con una velocità di 1 cm/s. È facile formulare diversamente que- 
sta definizione sostituendo l’unità di carica elettrica con l’unità di corrente 
elettrica. Per farsi un’idea concreta del gauss, notiamo che l’intensità del 
campo magnetico terrestre varia da 0,4 G (all’equatore) a 0,7 G (al polo). 
In geomagnetismo si utilizza un’unità minore — la gamma . Per definizio- 
ne 1y = 107° G. 

Il sistema CGSE è utilizzato soltanto per la misurazione delle grandezze 
puramente elettriche: carica, intensità ed induzione del campo elettrico, po- 
tenziale elettrico, capacità, forza elettromotrice, conduttività elettrica, resi- 
stenza elettrica, ecc. Il sistema CGSM si applica soltanto alla misurazione 
delle grandezze puramente magnetiche: intensità e induzione del campo 
magnetico, flusso magnetico, coefficienti di autoinduttanza e di induttanza 
reciproca, momenti magnetici, vettore calamitazione, ecc. Nessuno di questi 
sistemi è utilizzato come un sistema unico di unità di misura delle grandezze 
elettriche e magnetiche. Il sistema gaussiano che utilizziamo in questo Cor- 
so è un sistema combinato. Le unità delle grandezze puramente elettriche 
coincidono nel sistema gaussiano con le unità CGSE e le unità delle gran- 
dezze puramente magnetiche coincidono con le unità CGSM. 

3. Calcoliamo l’intensità del campo magnetico lungo l’asse di una cor- 
rente circolare (fig. 139). L'elemento di corrente 7 dl crea un campo magne- 
tico dB perpendicolare al raggio vettore r. Scomponiamo questo campo in 
due componenti: una componente assiale 4B, e una componente radiale 
dB;. Integrando lungo il contorno della corrente circolare le componenti ra- 
diali sì eliminano reciprocamente. Il campo risultante è quindi orientato 
lungo l’asse Z e si deve integrare soltanto la sua componente assiale 


L'angolo a è lo stesso per tutti i punti della corrente circolare. L’integrazione 
sì riduce ad una semplice moltiplicazione per la lunghezza 27a del contor- 
no. Quindi 


2 
B. = B= 2762 sina - Ara, (51.5) 


Per i punti che si trovano fuori dell’asse, l’espressione del campo di una cor- 
rente circolare è molto più complicata. 
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4. Talvolta è comodo prendere in considerazione le correnti superficiali, 
cioè le correnti che circolano in un sottile strato superficiale dei corpi. Trac- 
ciamo sulla superficie percorsa dalla corrente una linea perpendicolare alla 
direzione di questa. La corrente per unità di lunghezza di questa linea si 
chiama densità lineare di corrente e la si considera come un vettore i diretto 
nella direzione della corrente. Si adotta come senso positivo di circolazione 
attorno ad una corrente superficiale, come per ogni altra corrente, il senso 
di rotazione di un cavatappi destrorso orientato nel senso della corrente a 
condizione che con tale rotazione il cavatappi si avviti nel senso della 
corrente. 





Fig. 139. Fig. 140. 


Consideriamo ora un elemento di superficie 4S percorso da una corren- 
te superficiale continua di densità lineare i (fig. 140). L'area percorsa dalla 
corrente può essere considerata un elemento di corrente superficiale i dS, 
che crea un campo magnetico 

_ lin 
dB = cr dS. 
Il vettore 4B è perpendicolare alla corrente î. Lo si può scomporre in una 
componente dB, tangente alla superficie 4S ed una componente dB, per- 
pendicolare a dS. Calcoliamo la componente d8,. Disponiamo il vettore 
unitario 7 nel piano di dS orientandolo perpendicolarmente alla corrente i 
nel senso positivo di circolazione attorno alla corrente, come indicato nella 
figura 140. Il verso del vettore unitario normale n può essere scelto ad arbi- 
trio. È evidente che 


dB, = (r aB) = i I gg = FAP gg, 
Cr Cr 


dove i; è il vettore unitario lungo la corrente î. Dato che [7Î;] = —n, si ha 
dB, = i ds = > dQ, (51.6) 


dove d0 è l'angolo solido sotto il quale si vede dal punto di osservazione 
A la faccia interna della superficie dS. 
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5. Applichiamo la formula ausiliaria (51.6) ad un tubo cilindrico sulla 
superficie del quale, perpendicolarmente alle sue generatrici, circola una 
corrente continua di densità lineare i (fig. 141). Un tale tubo percorso da 
una corrente si chiama so/enoide. Calcoliamo il campo magnetico sull’asse 
del solenoide. Per ragioni di simmetria il campo 2 è diretto lungo l’asse del 
solenoide. Per calcolare B è sufficiente quindi sommare le componenti tan- 
genziali 4B, create dai differenti elementi superficiali della corrente. Dato 
che il valore di i è costante su tutta la superficie del solenoide, l’applicazione 
della formula (51.6) dà 


; 
_ 9, l 
c (51.7) 
dove Q è l’angolo solido totale sotto il quale si vede dal punto di osservazio- 
ne la superficie interna del solenoide. La formula (51.7) è valida qualsiasi 
sia la posizione del punto di osservazione, sia all’interno che all’esterno del 
solenoide. 


Fig, 14l. 


Nel caso particolare in cui il solenoide è molto lungo e il punto di osser- 
vazione si trova all’interno del solenoide a grande distanza dalle sue estremi- 
tà, si possono trascurare gli angoli solidi sotto i quali si vedono le basi del 
tubo del solenoide. In altre parole, si può considerare il solenoide infinita- 
mente lungo. In questo caso £ = 47, cioè 

B = uri (51.8) 
Alle estremità del solenoide l’intensità del campo è di due volte più piccola. 
Dimostreremo in seguito che la formula (51.8) è valida per ogni punto all’in- 
terno del solenoide, anche se esso non si trova sull’asse. 

Un filo avvolto ad elica con un passo piccolo rispetto al raggio delle spi- 
re può essere considerato approssimativamente come un solenoide. Sia ./ la 
corrente continua che passa nel solenoide. Se N è il numero di spire e / ‘la 
lunghezza del solenoide, si ha i = NI. Per conseguenza 


Questa formula non tiene conto dell’inclinazione delle spire. Inoltre, essa 
non è applicabile nelle immediate vicinanze del filo, nonché all’interno di 
esso. 
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$ 52. Momento delle forze che si esercitano in un campo 
magnetico su una spira percorsa da corrente 


1. La forza risultante che agisce in un campo magnetico costante su una 
spira percorsa da corrente è data dall’espressione 


e=f dI) 
dove l’integrazione è estesa al contorno della spira. Se il campo magnetico 
è uniforme, si può portare il vettore 8 fuori dal segno di integrale. Il proble- 
ma si riduce al calcolo dell’integrale vettoriale d d/ che è uguale a zero. Ciò 
significa che in un campo uniforme anche la forza F è uguale a zero. Ma 
in generale il momento M di questa forza non si annulla. Ricaviamo l’e- 
spressione di M. 

2. Consideriamo dapprima una spira piana il cui piano è parallelo al 
campo magnetico 2 (fig. 142). Tracciando un fascio di linee di forza magne- 
tiche sufficientemente vicine fra loro ssomponiamo la spira in coppie di ele- 
menti di corrente ./ dl, e .? dl. Le forze di Ampère Fi e F. che agiscono 





Fig. 142. 


su queste coppie sono perpendicolari al piano della spira e hanno orienta- 
zioni opposte. Secondo la legge di Ampère F1 = //B dl; sin a/c = IBx 
Xx dh/c, dove dh è l’altezza del quadrilatero curvilineo AECD. La stessa 
espressione definisce la forza F2. Quindi F1 = 2, cioè Fi e F costituiscono 
una coppia di forze di momento dM = «1 Ba dh/c = I B dS/c, dove a è 
il braccio di leva della coppia e dS l’area del quadrilatero AECD. Integrando 
si ottiene M = V/ BS/c, dove Sè l’area delimitata dalla spira di corrente con- 
siderata. Il momento di rotazione M è diretto verticalmente verso l’alto. In- 
troduciamo il vettore area del contorno S che forma con la direzione della 
corrente un sistema di riferimento destrorso. (Il vettore S è perpendicolare 
al piano della figura e punta verso il lettore.) Il risultato ottenuto si può scri- 


243 


vere sotto forma vettoriale 


M = [MB], (52.1) 
dove si è introdotta la notazione 
Mm = di s. (52.2) 


Il vettore Wt si chiama momento magnetico della corrente. 

Supponiamo ora che il piano della spira sia perpendicolare al campo 
magnetico. In questo caso la forza di Ampère dF = {dl B]/c che si eserci- 
ta sull’elemento di corrente .? dl! sarà contenuta nel piano della spira e avrà 
per modulo 7? B dI/c. Secondo il senso della corrente queste forze faranno 
soltanto allungare o comprimere la spira, sebbene il loro momento sia ugua- 
le a zero. È facile rendersene conto quando la spira è di forma triangolare 
o rettangolare (fig. 143). (I punti indicano che il campo magnetico è perpen- 
dicolare al piano della figura e punta verso il lettore.) Ma a questi casi parti- 
colari si riduce anche il caso generale d’una spira (piana) di forma qualun- 
que. È sufficiente tracciare delle rette che ssompongono il piano della spira 





Fig. 143. 


in cellule rettangolari o triangolari infinitamente piccole e immaginare che 
i segmenti di rette siano percorsi in tutti i sensi dalle correnti di intensità 
I (fig. 144). L’introduzione di queste correnti non cambia nulla, perché la 
corrente totale che passa per ciascuna di queste rette è uguale a zero. Ma 
il momento totale M può ora essere rappresentato sotto forma di una som- 
ma di momenti che si esercitano sui rettangoli e sui triangoli elementati. 
Dato che questi momenti sono uguali a zero, anche il momento totale M 
sarà uguale a zero. 

Consideriamo infine il caso in cui la direzione del campo magnetico for- 
ma un certo angolo con il piano del contorno. Rappresentiamo il vettore B 
nella forma B = Bi + B,, dove Bi è la componente del vettore 8 parallela 
al piano del contorno e 8, la sua componente perpendicolare a questo 
stesso piano. Dato che la seconda componente non contribuisce al momen- 
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to M, siha M = [WMA] = [MZ]. Anche in questo caso la formula (52.1) 
è valida. 

La formula (52.1) è quindi valida anche nel caso in cui il contorno di 
corrente non è piano, ma è uniforme il campo magnetico. Per dimostrarlo 
consideriamo una superficie qualunque S limitata dal contorno percorso 
dalla corrente e decomponiamola in superfici elementari dS per mezzo di 
linee ausiliarie (cfr. fig. 144). Se si fa passare attraverso queste linee ausilia- 
rie delle correnti /di intensità uguali ma di segni contrari, si può rappresen- 
tare il momento M come somma di momenti che si esercitano su tali super- 
fici elementari. Ma ciascuna superficie elementare è infinitamente piccola; 
può essere quindi considerata piana e si può dunque applicarle la formula 
(52.1). Sommando i momenti che si esercitano sulle superfici elementari si 
ottiene di nuovo la formula (52.1); il momento MW sarà determinato dalla 
espressione precedente (52.2) dove il vettore S indica l’integrale vettoriale 
S = \dSesteso alla superficie S che limita il contorno della corrente. Il vetto- 
re 6 non dipende dalla scelta della superficie ausiliare S, ma soltanto dal 
cortorno che limita questa superficie. 


— 


- l'e 





{alta alt 
vece 


Fig. 144. 


La formula (52.1) si applica anche ai solenoidi, poiché quest’ultimi pos- 
sono essere considerati come un sistema di correnti circolari. Il momento 
magnetico del solenoide è ovviamente determinato dalla formula preceden- 
te (52.2) se si intende per la corrente totale che percorre la superficie late- 
rale del solenoide e per S l’area della sua sezione trasversale. Per un'elica di 
piccolo passo composta di N spire si ha M_ = NU S/c. 

3. Sotto l’azione del momento di rotazione M la spira o il rocchetto ruo- 
tano in un senso tale che i vettori Me 8 risultino paralleli ed equiversi. Que- 
sta è una posizione di equilibrio stabile. Quando i vettori We 8 sono anti- 
paralleli si ha ancora una posizione di equilibrio, ma non stabile. 

La formula (52.1) si applica in modo approssimato anche al caso di un 
campo magnetico non uniforme, a condizione che le dimensioni della spira 
o del rocchetto siano piccole. Si può allora trascurare l’influenza della non 
omogeneità del campo sul momento di rotazione. Le spire ed i rocchetti di 
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questo tipo possono essere utilizzati per la misurazione dei campi magneti- 
ci. Si chiamano allora spire o rocchetti di prova. Le spire e i rocchetti di pro- 
va giocano in magnetismo lo stesso ruolo delle cariche di prova in elettro- 
statica. Se un rocchetto di prova viene posto in un campo magnetico, il suo 
momento magnetico Mt tende ad allinearsi lungo la direzione del campo 8. 
Facciamo ruotare il rocchetto di 90° in modo che il momento M sia massi- 
mo. Il momento magnetico sarà allora perpendicolare al vettore B e 
(®B)=0. Moltiplicando vettorialmente l’uguaglianza (52.1) per M si 
ottiene 

8-00 (52.3) 
Misurando il momento di rotazione M si può calcolare per mezzo di questa 
formula l’intensità del campo magnetico sia in modulo che in direzione. In 
particolare, tali misurazioni permettono di verificare la legge di Biot e Sa- 
vart in forma integrale (50.11). 


$ 53. Teorema di Gauss per i campi magnetici 


Abbiamo cominciato lo studio del campo elettrico partendo dalla /egge 
elementare che definisce l’intensità del campo elettrico creato da una carica 
puntuale immobile. Abbiamo dedotto da questa legge due teoremi in forma 
integrale concernenti l’uno il flusso del vettore E attraverso una superficie 
chiusa e l’altro la circuitazione di questo stesso vettore £ lungo un contorno 
chiuso. Poi abbiamo trasformato questi teoremi in forma differenziale allo 
scopo di dimostrare che essi sono conformi ai concetti fondamentali della 
teoria dei campi. Analogamente procederemo per lo studio del campo ma- 
gnetico. La legge elementare (50.2) definisce il campo magnetico creato da 
una carica puntuale in movimento uniforme. Ammettendo che il campo 
magnetico sia creato soltanto da tali cariche, calcoliamo il flusso del vettore 
B (che noi chiameremo per brevità flusso magnetico) attraverso una superfi- 
cie chiusa, nonché la circuitazione di questo vettore lungo un contorno 
chiuso. 

Cominciamo dal calcolo del flusso magnetico. Il principio di sovrappo- 
sizione si applica ai campi magnetici creati dalle cariche in movimento. Dal- 
l’altra parte, il flusso della somma geometrica di più vettori attraverso una 
superficie qualunque è uguale alla somma algebrica dei flussi di questi vet- 
tori attraverso la stessa superficie. Per calcolare il flusso magnetico è suffi- 
ciente quindi considerare il caso particolare in cui il campo B è creato da 
una sola carica puntuale in moto uniforme con velocità v. 

Dimostreremo che i/ flusso magnetico attraverso ogni superficie chiusa 
S è uguale a zero (fig. 145). Per semplificare supporremo che la direzione 
di moto della carica sia perpendicolare al piano della figura. Le linee di for- 
za magnetiche saranno dei cerchi giacenti su piani paralleli al piano della 
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figura e i cui centri si trovano sulla traiettoria rettilinea della carica puntua- 
le. Consideriamo un tubo anulare infinitamente sottile ABCD formato dal- 
le linee di forza magnetiche. In virtù della simmetria assiale, il flusso ma- 
gnetico attraverso la sezione trasversale del tubo resta costante su tutta la 
lunghezza. Il tubo attraversa la superficie chiusa S un numero pari di volte, 
due volte ad esempio. I flussi magnetici attraverso le superfici dS; e 48, che 
il tubo taglia sulla superficie S sono della stessa grandezza ma di segni con- 
trari. La somma dei flussi attraverso le superfici di questo tipo è quindi 
uguale a zero. Lo stesso risultato si ottiene anche se il tubo attraversa la su- 
perficie S un numero di volte qualunque visto che questo numero è sempre 





Fig. 145. 


pari. Si può dividere tutto lo spazio in tubi magnetici anulari infinitamente 
sottili e ciascuno di essi darà un contributo nullo al flusso magnetico attra- 
verso la superficie chiusa S. Quindi il flusso totale attraverso ogni superficie 
chiusa è uguale a zero. Il teorema è dimostrato. 

Dunque 


$(B dS) = 0, (53.1) 
ovvero, in forma differenziale, 
div B = 0. (53.2) 
In teoria del campo elettrico le equazioni corrispondenti erano 
(E d$S) = 4rq, div E = 470. 


Si potrebbe supporre, come si faceva all’inizio dello studio del magneti- 
smo, che le sorgenti del campo magnetico siano delle cariche magnetiche 
che interagiscono fra loro secondo la legge di Coulomb. Ma questa ipotesi 
è in disaccordo con la formula (53.1) che dimostra che non esistono cariche 
magnetiche. È chiaro che una conclusione così fondamentale resta valida 
anche fuori della teoria dei campi magnetici permanenti. È logico quindi 
attendersi che l'equazione (53.1) o l'equazione (53.2) che le è equivalente si 
applichino a qualunque campo magnetico. Tutti i fatti sperimentali di cui 
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si dispone confermano la conclusione succitata. Le equazioni (53.1) e (53.2) 
fanno parte del sistema di equazioni di Maxwell. 

I campi di forza la cui divergenza si annulla ovunque sono detti campi 
solenoidali. Quindi il campo magnetico è un campo solenoidale e le sue sor- 
genti sono non le cariche magnetiche ma le correnti elettriche. 


$ 54. Complementi sugli angoli solidi 


1. Si è già trattato degli angoli solidi nel $ 5. Per l’uso che ne faremo 
nel seguito, è necessario generalizzare la nozione di angolo solido. Prendia- 
mo un contorno chiuso arbitrario L ed una superficie chiusa S qualunque 
limitata da questo contorno (fig. 146,4). Fissiamo un verso positivo di per- 
correnza lungo il contorno L. Sulla superficie S scegliamo come verso posi- 
tivo della normale n quello collegato all’orientazione del contorno L dalla 


n 





a) 
Fig. 146. 


regola del cavatappi destrorso. Per semplificare i ragionamenti utilizzeremo 
delle figure piane invece che tridimensionali. Rappresentiamo l’intersezione 
del contorno chiuso L col piano della figura per mezzo di due piccoli circo- 
li. Il circolo con un punto al centro indicherà che il contorno attraversa il 
piano della figura nel senso che punta verso il lettore, mentre il circolo con- 
tenente una croce indica il senso contrario. Conveniamo di chiamare, come 
abbiamo fatto precedentemente, la faccia della superficie S, nella quale la 
normale n entra, faccia interna e la faccia dalla quale essa esce faccia ester- 
na. L'angolo solido £ è considerato positivo se dal vertice dell’angolo si 
vede la faccia interna della superficie S, e negativo se si vedrà la faccia ester- 
na. Conserveremo anche qui questa convenzione. 

2. Quando si sposta il vertice dell’angolo solido, la sua grandezza £ va- 
ria, in generale, con continuità, salvo il caso in cui il vertice A attraversa 
la superficie S. L'angolo solido si accresce allora per salti di +47, se il verti- 
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ce A passa dalla faccia esterna alla faccia interna della superficie S, e di 
— 47 se esso si sposta in senso contrario. Per chiarire quanto si è detto con- 
sideriamo dapprima il caso particolare di un contorno L e di una superficie 
S piani. Se il vertice A si trova infinitamente vicino alla superficie S dalla 
sua parte esterna, questa superficie è vista dal vertice A sotto un angolo 
— 2r. Quando il vertice A attraversa la superficie S e si trova infinitamente 
vicino alla sua faccia interna, l’angolo solido diventa uguale a +27, cioè 
subisce un incremento di 47. Ammettiamo ora che la superficie AC8B limita- 
ta dal contorno L sia arbitraria (fig. 147). Siano / e 2 due punti infinitamen- 
te vicini fra loro che si trovino da parti opposte della superficie ACB. Trac- 
ciamo una seconda superficie AC’ B avente anch’essa L come bordo, infini- 
tamente vicina alla superficie ACB, in modo che i due punti / e 2 sì trovino 
dalla stessa parte di questa nuova superficie. Gli angoli solidi Qf e 2} sotto 
i quali questa superficie è vista dai punti / e 2 differiranno fra loro infinita- 
mente poco, così che N{ = £;. Consideriamo ora la superficie chiusa 






Tall 
of 5 
Fig. 147. 


ACBC'A. Dato che sulla superficie ACB la normale n punta verso l’esterno 
e sulla superficie AC’B verso l’interno della superficie chiusa ACBC'A, 
quest’ultima sarà vista dal punto 2 sotto un angolo . — Qz. Ma dato che 
è una superficie chiusa, lo stesso angolo deve essere uguale a 47, cioè 
Q, - 2 = 47.Maa meno di infinitesimi si ha evidentemente 2 = Lf = 
= © e di conseguenza Q, — N, = 47, come volevasi dimostrare. 

3. A causa del comportamento discontinuo dell’angolo solido £?, que- 
st’ultimo è poco adatto allo studio dei contorni chiusi percorsi dalle corren- 
ti. Infatti il punto di discontinuità della grandezza £ dipende dalla posizio- 
ne della superficie ausiliaria S limitata dal contorno L. Ma il campo magne- 
tico della corrente che circola in questo contorno non dipende da alcuna su- 
perficie ausiliaria. Tuttavia una piccola generalizzazione della nozione di 
angolo solido permette di liberarsi da questo inconveniente. Per far ciò biso- 
gna definire l'angolo solido come una funzione a più valori (più precisa- 
mente, a infiniti valori) della posizione del suo vertice. Se il vertice occupa 
una posizione iniziale qualunque, si definisce l’angolo solido come abbiamo 
indicato sopra. Quando il vertice A descrive un percorso chiuso arbitrario 
s1 (cfr. fig. 146,b) e ritorna al suo punto di partenza senza attraversare alcu- 
na superficie limitata dal contorno L (o attraversandola in sensi contrari un 
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numero pari di volte), l’angolo solido £ riprende il suo valore iniziale. Ma 
se il percorso chiuso s, aggira il contorno chiuso L nel senso positivo l’ango- 
lo solido aumenta di 47; se invece lo aggira nel senso negativo, l’incremento 
dell’angolo solido sarà uguale a — 47. L’angolo solido è così definito a me- 
no di un termine additivo uguale a 4r7n, dove n è un intero (positivo o nega- 
tivo). In questo caso uno spostamento continuo del vertice A è accompa- 
gnato da una variazione continua dell’angolo solido. Il suo valore non di- 
pende da alcuna superficie limitata dal contorno L, ma soltanto dal contor- 
no Le dall’orientazione fissata su di esso. Si può quindi parlare dell’angolo 
solido sotto il quale si vede il contorno L stesso e non più la superficie che 
esso limita. Proprio in questo senso sarà intesa la nozione di angolo solido 
quando nel prossimo paragrafo collegheremo questa nozione con l’intensità 
del campo magnetico. 





Fig. 148. 


4. Consideriamo ora la questione della differenziazione degli angoli so- 
lidi. Supponiamo che il contorno che serve a definire l’angolo solido £ sia 
fisso. Il valore dell’angolo solido Q dipenderà allora soltanto dalla posizione 
del suo vertice. Calcoliamo le derivate della grandezza £ rispetto alle coor- 
dinate x, y, z del vertice. Quando il vertice si sposta di dr (fig. 148,0), l’incre- 
mento dell’angolo solido sarà 42 = 9. — A. L’angolo solido subirebbe lo 
stesso incremento se il vertice fosse fisso ed il contorno fosse traslato rigida- 
mente in senso opposto di — dr (fig. 148,b). In tale spostamento i punti del 
contorno descrivono una superficie cilindrica S che è vista dal vertice A sot- 
to un angolo solido £ ja:. Dalla figura risulta che O, = 22 + Aa, cioè dI = 


= Q.- 2 = — ar. L'angolo solido Yx è definito dall’espressione 
du = - (SP. 


dove dS è un elemento di superficie laterale; il raggio vettore r è condotto 
dall’elemento di superficie dS al vertice dell’angolo solido e la normale uni- 
taria n alla superficie cilindrica è orientata verso l’esterno, come indicato 
nella figura. Se d/ è un elemento di lunghezza del contorno, allora con que- 


250 


sta scelta della normale si ha dS = [drdl]. Sostituendo quest’espressione 
nella formula precedente e portando dr fuori dal segno di integrale, si 


ottiene 
O = — deg. - -dr @ 91 - -adr, 
r r 


dove si è posto 
_ Ò [d lr] 
a —- pi 


L'integrazione è estesa al contorno che definisce l’angolo solido. Quindi 
dQ = adr = axdx + aydy + axdz. Da qui si ricava 

dì _ dì _ dì _ 

dle e 


e in forma vettoriale 
grad 2 = Ò der, (54.1) 


$ 55. Teorema sulla circuitazione del campo 
magnetico nel vuoto 


1. L’integrale lineare { B ds, detto differenza di potenziale (tensione) 
12 


magnetica tra i punti 1 e 2 dipende non soltanto dalle posizioni di questi 
punti, ma anche dal cammino di integrazione. Il suo valore è determinato 
solo quando si precisa il percorso di integrazione. Supponiamo dapprima 
che il campo magnetico 2 sia creato da una corrente continua .?che percor- 
re una spira chiusa infinitamente sottile. L'intensità di questo campo è data 
dall’espressione (50.11) o in virtù della formula-(54.1) da 


B = -gradeom, (55.1) 
do 
Ve _ Sa 
Pm —_ € , 


essendo £ l’angolo solido sotto il quale la spira è vista dal punto di osserva- 
zione. La grandezza pm è detta potenziale magnetico. Come l’angolo solido 
Q, il potenziale magnetico è una funzione multivoca (anzi, a infiniti valori) 
del punto di osservazione. La tensione magnetica è legata al potenziale ma- 
gnetico dalla relazione 


| B ds = — | dem = emi — @m2. (55.3) 


12 12 


2. Supponiamo che i punti 1 e 2 coincidano, cioè il percorso di integra- 
zione sia chiuso. Allora la tensione magnetica si riduce alla circuitazione 
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B ds lungo questo percorso chiuso. Conformemente alle proprietà degli 
angoli solidi, date nel paragrafo precedente, la circuitazione è Bds deve esse- 
re uguale a zero se il percorso di integrazione non gira intorno alla corrente. 
Se invece esso la aggira una volta sola, si ha 


d 84 = dr Y, (55.4) 


La corrente ./ è considerata positiva se il suo senso si trova in rapporto de- 
strorso rispetto al senso di aggiramento. 

Supponiamo ora che il campo magnetico sia creato da alcune spire chiu- 
se infinitamente sottili percorse da correnti continue. A questa situazione 
sì può ricondurre anche il caso generale, poiché le correnti continue sono 
sempre chiuse e lo spazio da esse percorso può essere suddiviso in linee di 
corrente chiuse infinitamente sottili che giocano il ruolo di spire infinita- 
mente sottili. I campi magnetici delle differenti spire verificano il principio 
di sovrapposizione, mentre le circuitazioni di questi campi lungo uno stesso 
contorno chiuso si sommano algebricamente. Per conseguenza anche nel 
caso generale si ottiene la formula (55.4). Si deve naturalmente intendere 
per 7 la somma delle correnti in tutti i conduttori intorno ai quali gira il 
cammino di integrazione. In conclusione si arriva alla seguente proposizio- 
ne: /a circuitazione del campo magnetico delle correnti continue lungo un 
qualunque contorno chiuso è uguale alla somma delle correnti che attraver- 
sano il contorno moltiplicata per 4r/c. Questa proposizione si chiama teo- 
rema sulla circuitazione del vettore intensità del campo magnetico. 

Se la densità volumetrica della corrente j è finita, si ha / = 
= { ÎndS = {GjdS), dove S indica una qualsiasi superficie limitata dal con- 

S S 


torno rispetto al quale si calcola la circuitazione. In questo caso la formula 
(55.4) si riduce a 4r 
d 840 = |649. (55.5) 


In ogni regione dello spazio dove non ci sono correnti elettriche la cir- 
cuitazione è 8 ds si annulla su ogni contorno chiuso, cioè in queste regioni 
il campo magnetico deriva da un potenziale. Tuttavia, come dimostra la for- 
mula (55.5) il campo non avrà un potenziale là dove ci sono correnti 
elettriche. 

3. In teoria del campo magnetico delle correnti continue il teorema sulla 
circuitazione gioca pressappoco lo stesso ruolo che il teorema di Gauss in 
elettrostatica. In presenza di opportune simmetrie il teorema sulla circuita- 
zione permette talvolta di calcolare in maniera molto semplice l’intensità del 
campo magnetico. Diamone qualche esempio. 

Esempio 1. Campo magnetico di un filo rettilineo infinitamente lungo 
percorso da una corrente. Per ragione di simmetria le linee di forza magneti- 
che sono dei cerchi i cui centri si trovano sull’asse della corrente (cfr. 
fig. 138). La lunghezza del vettore 2 è la stessa in tutti i punti di una linea 
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di forza. La circuitazione del campo magnetico lungo una linea di forza è 
quindi, da una parte, uguale a 27RB e, dall’altra, secondo il teorema sulla 
circuitazione è uguale a 47.//c. Uguagliando le due espressioni si ottiene 


2I 
B = cR° (55.6) 


Abbiamo già ottenuto lo stesso risultato nel $ 51 mediante l’integrazione dei 
campi magnetici creati dagli elementi di corrente. 

Consideriamo ora un conduttore cilindrico di raggio a rettilineo ed infi- 
nitamente lungo percorso da una corrente /di densità costante. È facile ca- 
pire che il campo all’esterno del conduttore sarà determinato dalla formula 
(55.6). Resta da calcolare il campo all’interno del conduttore. È evidente che 
anche all’interno le linee di forza magnetiche saranno dei cerchi coassiali. 
Una di queste linee di forza è tratteggiata nella figura 149. La circuitazione 
del vettore 8 su questa linea di forza è uguale da una parte a 2rRB. Dall’al- 
tra parte, secondo il teorema sulla circuitazione questa stessa grandezza è 





Fig. 149. 


uguale a 47.7 /c, dove - = I R°/a* è la corrente che attraversa il contor- 
no considerato. Confrontando le due espressioni si ottiene 


B=ZZR R<oa) (55.7) 
ca 


Se il conduttore cilindrico è cavo e la densità superficiale di corrente è co- 
stante, all’esterno sarà sempre valida la formula (55.6), ma il campo interno 
in questo caso sarà uguale a zero. 

Esempio 2. Campo magnetico di un solenoide infinitamente lungo. Sup- 
poniamo che la densità superficiale della corrente i che circola sulla superfi- 
cie del solenoide sia costante su tutta la sua lunghezza. È da dimostrare che 
se il campo magnetico non è uguale a zero, esso deve essere orientato paral- 
lelamente all’asse del solenoide. Consideriamo due elementi di corrente 
A dl, e / dl, disposti simmetricamente rispetto al punto di osservazione A, 
come indicato nella figura 150,a. Secondo la legge di Biot e Savart, il campo 
magnetico risultante creato da questi due elementi di corrente nel punto A 
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è dato dall’espressione 


dB = 2 {al t S [dlar-] = S 
Ci cri 


crì 





[dl (ri + r2)]. 


Dato che i vettori dl; e (ri + r.) sono perpendicolari all’asse del solenoide, 
il campo dBè parallelo a questo asse. Si può suddividere tutta la superficie 
del solenoide infinito in coppie di elementi analoghi a dl; e dl.. Il campo 
magnetico di ciascuna di queste coppie è parallelo all’asse del solenoide. 
Quindi, questo risultato è valido anche per il campo totale del solenoide. 
La dimostrazione è valida qualunque sia la posizione del punto di osserva- 
zione A, sia all’interno che all’esterno del solenoide. 

Vediamo come si comporta il campo magnetico di un solenoide di lun- 
ghezza infinita quando il punto di osservazione A si allontana all’infinito. 
Dimostreremo nel $ 57 che il campo magnetico di una singola spira a grandi 
distanze decresce in modo inversamente proporzionale al cubo della distan- 
za. Consideriamo una parte finita del solenoide che si vede dal punto A sot- 
to un angolo a (cfr. fig. 150,4) e scomponiamola in un grande numero N 





b) 


Fig. 150. 


di correnti circolari. Allontaniamo il punto A all’infinito mantenendo co- 
stanti l’angolo a ed il numero N. L'intensità di ciascuna di questi correnti 
circolari aumenterà proporzionalmente alla lunghezza della parte conside- 
rata del solenoide, e quindi proporzionalmente alla distanza al punto di os- 
servazione. Se l’intensità di corrente fosse costante, il campo magnetico di- 
minuirebbe, con l’aumentare della distanza, in modo inversamente propor- 
zionale al cubo della distanza, come si è detto sopra. A causa dell’aumento 
dell’intensità di corrente, il campo magnetico diminuirà più lentamente, in 
modo inversamente proporzionale al quadrato della distanza. Ma anche in 
questo caso il campo magnetico della parte considerata del solenoide, non- 
ché il campo di tutto il solenoide infinito, risulterà nullo all’infinito. 
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Applichiamo ora il teorema sulla circuitazione ad un contorno rettango- 
lare ABCD il cui lato AB si trova all’interno del solenoide ed il lato CD ne 
è infinitamente distante (fig. 150,b). I segmenti BC e AD non contribuisco- 
no in alcun modo alla circuitazione poiché essi sono perpendicolari al cam- 
po magnetico. Secondo ciò che è già stato dimostrato neanche il lato CD 
contribuisce alla circuitazione. Tutta la circuitazione si riduce all’integrale 
sul lato AB ed è rappresentata dall’espressione B/, dove / è la lunghezza del 
lato AB. Secondo il teorema sulla circuitazione, la stessa grandezza è uguale 
a 4m//c = 4qil/c. Confrontando le due espressioni, si ottiene 

B=4T;. (55.8) 

Questo risultato è valido non soltanto per solenoidi circolari, ma anche 
per solenoidi di sezione trasversale di forma qualunque. All’interno di un 
solenoide infinito il campo magnetico è uniforme ed all’esterno è uguale a 
Zero. 

La formula (55.8) si applica con una buona precisione alla parte centrale 
di un solenoide di lunghezza finita, lontano dai due lati. In prossimità dei 
lati il campo magnetico è fortemente deformato e diventa non omogeneo. 


Per una bobina di filo 


_ 4n NI 
B= — 7 (55.9) 


Cc 
dove N è il numero di spire, / la lunghezza della bobina ed ./l’intensità di 
corrente nell’avvolgimento. Questa formula rappresenta soltanto approssi- 
mativamente il campo magnetico di un solenoide reale. Oltre alla distorsio- 
ne del campo in prossimità dei lati del solenoide, la sua omogeneità è viola- 
ta anche nelle immediate vicinanze di ciascuna spira. La corrente reale può 
essere soltanto approssimativamente assimilata ad una corrente superficiale 
di densità lineare costante, poiché in prossimità di ciascuna spira le linee di 
forza magnetiche circondano la spira. Inoltre, a causa dell’inclinazione delle 
spire rispetto all’asse del solenoide, esiste una componente della corrente 
parallela a quest’asse, che a sua volta altera il campo. 

Esempio 3. Campo magnetico di una bobina toroidale. Sostituiamo la 
bobina reale con un toro ideale sulla superficie del quale circola una corren- 
te di densità lineare i costante (fig. 151). Le linee di corrente sono contenute 
nei piani meridiani, cioè nei piani che passano attraverso l’asse AA del siste- 
ma. Quando si fa ruotare il toro di un angolo qualunque attorno all’asse 
AA, esso si sovrappone a sé stesso. Lo stesso avverrà con le linee di forza 
magnetiche se le facciamo ruotare lasciando il toro immobile. Di qui risulta 
che le linee di forza sono dei cerchi i cui centri si trovano sull’asse AA. Con- 
sideriamo uno di questi cerchi di raggio R che si trova all’interno del toro 
(è tratteggiato nella figura 151). La circuitazione del campo magnetico lun- 
go questo cerchio è uguale a 2rR8. La corrente totale che attraversa l’area 
delimitata dal cerchio è uguale a NU, dove N è il numero di spire della bobi- 
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na toroidale. Secondo il teorema sulla circuitazione 2rxRB = 4xN//c e per 
conseguenza 


_ 2 
B= NS (55.10) 


Quindi, all’interno del toro il campo magnetico coincide con il campo crea- 
to da una corrente rettilinea di intensità N orientata lungo l’asse AA. Fuo- 
ri del toro il campo magnetico è uguale a zero. Facendo tendere N e R verso 
l'infinito di modo che il rapporto i = N 7 /(2xR) resti costante, si ottiene 
al limite la formula (55.8) per il campo magnetico di un solenoide di lun- 
ghezza infinita. 





Fig. 151. Fig. 152. 


$ 56. Forma differenziale del teorema sulla circuitazione 


1. Il teorema sulla circuitazione si può esprimere sotto una forma diffe- 
renziale equivalente alla sua forma integrale (55.4) o (55.5). A questo scopo 
applichiamo il teorema sulla circuitazione ad un contorno rettangolare infi- 
nitamente piccolo ABCD di lati dy e dz il cui piano è perpendicolare all’asse 
X (fig. 152). Il contributo del lato A8 alla circuitazione è uguale a B,(x, », 
Z) dy e quello del lato opposto CD è — B,(x, y, z + dz) dy. La loro somma 
è uguale a 


0B 
— B,(x, y», z + dz)dy + B,(x, y, z)dy = — n dydz = SLI dS, 


dove dS = dydz è l’area del rettangolo ABCD. In modo analogo il contri- 
buto dei lati BC e AD è dato dal termine + SA dS. La circuitazione totale 


dB, 0B, 


sarà quindi 
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Secondo il teorema sulla circuitazione la stessa grandezza è uguale a 
4rjxdS/c, poiché jxdS è la corrente totale che attraversa il contorno ABCD. 
Uguagliando le due espressioni si ottiene l'equazione 
dB, 0B, _ 4. 
dy — dz dx 
Analogamente 
0B, _ 0B, __ 4T . 
dada» 
0B, 0B, _ 47 . 
dd e 
Moltiplicando queste equazioni per i vettori unitari degli assi coordinati ex, 


ey, e, e sommando questi prodotti si ottiene 


rog= TL; (56.1) 


Questa è una delle più importanti formule della teoria dell’elettricità. Il sim- 
bolo rot 8 indica il vettore 


pa ($B_ 98 9B. dB; 9B,  9B; 
rot = du dz Cx + dz dr ey + dx Cz. 
(56.2) 


L’espressione differenziale (56.2) svolge un ruolo importante in diversi 
rami della matematica e della fisica. Essa si chiama rotore del vettore 8. 
Formalmente si può considerare rot B come prodotto vettoriale dell’opera- 
tore differenziale 


V= et tz 
per il vettore 8, cioè 
ex e, e 
o d 0 
rot B= [VB] = dx 9 d7 (56.3) 
B, B, B. 


2. I campi vettoriali il cui rotore non è uguale a zero si chiamano campi 
rotazionali. La formula (56.1) dimostra che il campo magnetico 8 è un cam- 
po rotazionale in tutte le regioni dello spazio dove circolano correnti elettri- 
che ed è irrotazionale là dove non ci sono correnti. In quest’ultimo caso il 
vettore B può essere rappresentato sotto forma di gradiente del potenziale 
magnetico. Ma questa rappresentazione non è più valida là dove circolano 
le correnti poiché la stessa nozione di potenziale magnetico risulta priva di 
senso. In effetti dalle relazioni (18.4) e (56.2) si ricava facilmente l’identità 


rot gradg = 0 (56.4) 
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qualunque sia la funzione g. Se il campo magnetico fosse determinato dal- 
l’espressione B = — grad gm, si potrebbe ricavare da quest’uguaglianza rot B= 
= 0. Quindi la densità di corrente j dovrebbe ridursi a zero, come risulta 
dal confronto della formula (56.1) con la relazione rot B = 0. Ciò dimostra 
la nostra proposizione. 

Le equazioni fondamentali del campo magnetico delle correnti continue 
nel vuoto possono essere scritte nella forma 

roB= 4 j, divB=0. (56.5) 

Confrontiamole con le equazioni fondamentali del campo elettrostatico nel 
vuoto 


rotEÉ£=0, div E = 4re. (56.6) 


Queste equazioni dimostrano che il campo elettrostatico deriva sempre da 
un potenziale e che le sue sorgenti sono cariche elettriche immobili. Per con- 
tro il campo magnetico non deriva da un potenziale; esso è solenoidale e 
le sue sorgenti sono correnti elettriche. 

3. Per concludere esponiamo il teorema matematico di Stokes 
(1819-1903) che è largamente utilizzato per effettuare delle trasformazioni 
matematiche in teoria dei campi 


$(A ds) = {(rot AdS), (56.7) 


dove A è un vettore qualunque. L’integrale a sinistra è preso lungo un arbi- 
trario contorno chiuso s e quello a destra è esteso ad una qualunque super- 





Fig. 153. 


ficie limitata da questo contorno. Tenendo conto del procedimento utilizza- 
to nella figura 144, è sufficiente dimostrare la formula (56.7) per un contor- 
no infinitamente piccolo. Un contorno infinitamente piccolo può essere 
considerato piano. Siano n la normale unitaria al piano di questo contorno 
ed Nla normale unitaria al contorno stesso, contenuta nel piano del contor- 
no (fig. 153). Introduciamo il vettore C = [An] che si ottiene da A in segui- 
to alla rotazione attorno alla normale n; è evidente che esso giace nel piano 
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del contorno. Applichiamogli la formula matematica di 
Gauss-Ostrogradski) 


$ (CN)ds = {div C dS. 
È facile dimostrare che div C = div[An] = n rot A. Inoltre 
(CN) = [An]N = AlnN] = (A7), 


dove 7 = [nN] è il vettore unitario della tangente al contorno s. Si ottiene 
quindi 
$(A7)ds = {la rot A) dS, 


il che dimostra il teorema. Ne risulta che 


rota A = lim RIGCON (56.8) 


S-0 S 


Questa relazione fornisce una definizione della proiezione del rotore di A 
sulla direzione di un qualunque vettore n che non dipende dalla scelta di 
alcun sistema di coordinate ed è quindi una definizione invariante del rotore 
Stesso. 


$ 57. Equivalenza dei campi magnetici delle correnti 
e di un foglietto magnetico 


1. Prima della scoperta degli effetti magnetici delle correnti, si attribuiva 
l’origine dei fenomeni magnetici all’esistenza di sostanze particolari, cioè al- 
l’esistenza di un magnetismo Nord e Sud che interagiscono secondo la stessa 
legge di Coulomb, che governa le interazioni delle cariche elettriche. Ma le 
cariche magnetiche differivano sostanzialmente dalle cariche elettriche poi- 
ché non si riusciva a separare in un magnete il Nord dal Sud, il che suscitava 
dei dubbi sull’esistenza stessa di cariche magnetiche. Ampère avanzò un’ipo- 
tesi che risultò confermata da tutte le ulteriori ricerche; secondo questa ipo- 
tesi non esistono cariche magnetiche e le soli sorgenti del campo magnetico 
sono le correnti elettriche. Ampère aggiunse però alle correnti macroscopi- 
che ordinarie le correnti dette mo/ecolari degli atomi delle sostanze. Come 
fu stabilito agli inizi di questo secolo le correnti molecolari di Ampère erano 
semplicemente i movimenti degli elettroni e dei nuclei atomici di cui sono 
costituiti gli atomi delle sostanze. Come mai allora la teoria formale basata 
sul concetto di carica magnetica conduceva a risultati corretti, se le cariche 
magnetiche in realtà non esistono? La risposta a questa domanda è fornita 
dal teorema di Ampère sull’equivalenza dei campi magnetici creati da una 
corrente e da un foglietto magnetico. 

2. Consideriamo dapprima una spira di corrente elementare. Il campo 
magnetico fuori della spira può essere espresso mediante il potenziale ma- 
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gnetico (55.2). Per una spira elementare Q = — (Sr)/r?, dove S è il vettore 
di un elemento di superficie limitato dal contorno di corrente. Il raggio vet- 
tore r è condotto dalla spira al punto di osservazione, il che spiega il segno 
meno nell’espressione per 2. Utilizzando questa espressione, si ottiene 


m = ICLUR (57.1) 
r 

dove MW è il momento magnetico della corrente definito dall’espressione 
(52.2). La formula (57.1) coincide con la formula (19.6) relativa al potenziale 
elettrico di un dipolo puntuale. Al posto del momento di dipolo p in essa 
figura il momento magnetico MW della corrente. Quindi, quando si calcola 
l’intensità del campo magnetico, si può sostituire la spira elementare percor- 
sa da una corrente’con un magnete elementare costituito da due cariche ma- 
gnetiche di segni contrari leggermente spostate l’una rispetto all’altra. Ne ri- 
sulta che il campo magnetico di una spira elementare, come il campo di un 
dipolo puntuale, varia in modo inversamente proporzionale al cubo della 
distanza. Questo risultato è stato utilizzato nella dimostrazione della for- 
mula dell’intensità del campo magnetico di un solenoide (55.8). 


Per generalizzare questo risultato alle spire di dimensioni finite percorse 
da una corrente, si applica il procedimento ordinario di decomposizione di 
una spira in una somma di spire elementari (cfr. fig. 144). Sostituendo cia- 
scuna spira elementare con un dipolo equivalente, si ottiene ciò che si chia- 
ma un « foglietto magnetico », cioè una superficie S, limitata da un contor- 
no di corrente, un lato della quale è coperto uniformemente di magnetismo 
Nord, e l’altro di magnetismo Sud. All’unità di area di questa superficie cor- 
risponde un momento magnetico 


m = n, (57.2) 


detto potenza del foglietto magnetico. (Il vettore unitario della normale n 
alla superficie S deve essere in rapporto destrorso rispetto alla direzione del- 
la corrente.) Il campo magnetico che il foglietto magnetico crea nello spazio 
esterno coincide con quello creato dalla corrente che circola sul contorno. 
È ciò che afferma il teorema di Ampère. La superficie S, limitata dal con- 
torno di corrente considerato, può essere qualunque. 

3. L’equivalenza dei campi magnetici creati dalla corrente e dal foglietto 
magnetico si manifesta soltanto nel mezzo esterno. All’interno del foglietto 
il campo magnetico è essenzialmente diverso da quello della corrente nei 
punti corrispondenti dello spazio. Le linee di forza del campo magnetico so- 
no continue e avvolgono la corrente; il potenziale magnetico non presenta 
alcuna discontinuità. Per contro, ad ogni attraversamento del foglietto ma- 
gnetico il potenziale varia per salti di 4rm = 4x7 /c. Il fatto è che all’inter- 
no del foglietto il campo magnetico è molto intenso ed il suo senso è oppo- 
sto a quello del campo esterno. Il foglietto magnetico si comporta da questo 
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punto di vista come un condensatore piano ie cui armature sono molto rav- 
vicinate (fig. 154). Alle origini della teoria del magnetismo l’interesse era ri- 
volto soltanto ai campi magnetici esterni ai magneti. In virtù del teorema 
di Ampère era possibile rappresentarli con esattezza mediante campi gene- 
rati da opportune distribuzioni di cariche magnetiche all’interno dei magne- 
ti. Ciò spiega il fatto che i calcoli basati sul concetto di carica magnetica 
portavano a risultati corretti. Ma se si provasse di applicare queste concezio- 
ni al calcolo dei campi magnetici all’interno dei magneti o nelle regioni del- 
lo spazio percorse dalle correnti elettriche, si otterrebbero risultati scorretti. 


Fig. 154. 


4. L’analogia tra le correnti ed i foglietti magnetici si riferisce non soltan- 
to ai campi magnetici che essi creano, ma anche alle forze che su di essi si 
esercitano in un campo magnetico. Infatti, abbiamo dimostrato che una spi- 
ra elementare percorsa dalla corrente e posta in un campo magnetico è sot- 
toposta ad un momento di rotazione M = [WB]. Non resta quindi che di- 
mostrare che in un campo non uniforme una spira elementare è sottoposta 
ad una forza uguale a 


F= (MV)B. (57.3) 


Per dimostrarlo è sufficiente limitarci al caso di una spira elementare, 
di forma rettangolare e infinitamente piccola, poiché qualunque altro con- 
torno, tracciandovi delle curve di divisione supplementari, può essere de- 
composto in quadrilateri più piccoli (cfr. fig. 144). Soltanto le maglie adia- 
centi alla frontiera possono risultare non rettangolari, ma si può tracciare 
un numero di curve di divisione sufficientemente grande perché l’area com- 
plessiva di queste maglie diventi trascurabilmente piccola rispetto all’area 
racchiusa dal contorno. 

Orientiamo gli assi X e Z parallelamente ai lati del contorno rettangola- 
re (cfr. fig. 152). Rappresentiamo i lati AB e BC per mezzo dei vettori a e 
b. Le forze che si esercitano sui lati AB e CD sono rispettivamente uguali a 


2 I[aB;] eda — _ A [aB.], dove B; e B: sono le intensità medie dei campi 


magnetici corrispondenti. Dato che B; — B. = — b028/0z, la risultante di 
queste forze è uguale a 
AI 0B I dB | — SI 0B 
Fi=-%7 [a38 |» E -Lable 9 | se: slo]. 
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dove S = ab è l’area del contorno. Per conseguenza F; = — M[e,dB/0z]. 
Analogamente la risultante delle forze applicate ai lati opposti DA e BC è 
F, = WM[e:0B/9y]. La forza totale applicata al contorno è 


F = F\+F, = mf [e-32 | _ GEAR 


Ponendo B = B,e; + B,e, + Be; si ottiene 
_ 0B, 0B, 0B, 0B, 
FM ot ae ). 


Secondo l’equazione (53.2) 0B,/dy + 0B./0z = —9B,/9dx. Supponiamo 
inoltre che il contorno si trovi in uno spazio dove non circola alcuna corren- 
te. Allora in virtù del teorema sulla circuitazione (56.1) si ha 0Bx/0y = 
= 0B,/0x, 9Bx/9z = 0B-/0x. Quindi 


_ dB, 9B, dB; 
F= m(Fie+ 6 +57 ©) 
= M E (Be. + B,e, + Be.) = NM da, 


Dato che il momento magnetico W è diretto lungo l’asse X, quest’espressio- 
ne coincide con la (57.3). 


Problemi 


1. Si calcoli il moto di una particella carica in un campo magnetico B permanente ed 


uniforme. e 
Soluzione. La forza applicata F = — [vB] è perpendicolare alla velocità v della particella. 
c 


Essa non produce quindi alcun lavoro e di conseguenza il valore della velocità v della particella 
resta costante. La velocità v può variare soltanto in direzione. Ammettiamo dapprima che la 
velocità v sia perpendicolare al campo magnetico 2. Il moto della particella allora sarà circola- 
re. La velocità angolare di rotazione sarà data dall’equazione 


e 
-mewr = — [vB]. 
c 


Sostituendo in essa v = [wr] si ottiene 
e e 
- mar = — [lor]B] = — (08), 
c 


da cui 


= - —{_ R. (57.4) 
mc 


La grandezza |w| si chiama frequenza di ciclotrone ed il raggio della traiettoria circolare 


Vv mcev (57.5) 
r — = —TT_ 
o. ou) [o] |elB 
sì chiama raggio di Larmor. 
Se la velocità v non è perpendicolare al campo 8, allora si può porre, nel caso di moto 
non relativistico, v = vy + vi, dove vi è la velocità della particella lungo il campo 8 e vj 


è la velocità perpendicolare a 8. La particella ruoterà lungo la traiettoria circolare con la stessa 
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frequenza (57.4), ma il raggio della traiettoria circolare sarà uguale a 


MCV, 
= — —. (57.6) 
"27 JelB 


A questo moto circolare si dovrà aggiungere un moto rettilineo uniforme lungo il campo 8 
con la velocità vi. Quindi, la traiettoria della particella è un’elica il cui asse è orientato lungo 
il campo magnetico 8. 

2. Una particella cosmica carica (un protone, ad esempio) è catturata dal campo magneti- 
co terrestre e ruota attorno alla Terra nel piano equatoriale su una traiettoria circolare di raggio 
R = 6 700 km. Su questa traiettoria l’intensità del campo magnetico terfèstre è B = 0,4 G. 
Calcolare l’energia della particella. 

Risposta. © = mc? = eBR = 80 GeV. 

Suggerimento. La velocità della particella cosmica è talmente vicina alla velocità della luce 
che la sua energia nello stato di quiete è trascurabilmente piccola rispetto alla sua energia cine- 
tica. Si può calcolare l’energia cinetica per mezzo della formula € = mc?, dove m è la massa 
relativistica della particella. 

3. L’acceleratore di protoni di Serpukhov permette di accelerare i protoni fino all’energia 
& = 76 Gev = 7,6-10!° eV. Se si trascurano i tratti della traiettoria dove la particella subisce 
delle accelerazioni, si può ritenere che i protoni accelerati si muovano su una traiettoria circola- 
re di raggio R = 236 me vi siano trattenuti da un campo magnetico perpendicolare al piano 
dell’orbita. Si calcoli l’intensità del campo magnetico necessario. 

Risposta. B = & /(Re) = V/R = 1,07-10° G (V è la tensione di accelerazione che corri- 
sponde all’energia 6 uguale a 7,6-10!° V = 2,53-10° un. CGSE). 

Indicazione. Considerare i protoni come particelle ultrarelativistiche, poiché la loro veloci- 
tà è talmente vicina alla velocità della luce che l’energia nello stato di quiete dei protoni è tra- 
scurabile rispetto alla loro energia cinetica. Sotto questa ipotesi l’energia cinetica può essere 
calcolata secondo la formula € = mc?, dove m è la massa relativistica del protone. 

4. Una pallina leggera di massa m = 0,5 ge di raggio r = 1 cmè sospesa ad un filo di 
grande lunghezza e ruota su una traiettoria circolare orizzontale di raggio molto piccolo rispet- 
to alla lunghezza del filo di sospensione (pendolo conico). Calcolare la variazione Aw della ve- 
locità angolare di rotazione della pallina dopo che essa è stata caricata fino al potenziale 
V = 3000 Ve posta in un campo magnetico verticale di intensità B = 3000 G. In quale caso 
la velocità angolare aumenta e in quale diminuisce? 

Nota. La formula finale della variazione della velocità angolare può essere semplificata 
utilizzando la relazione wo = gB/(mc) « Vg/1 , dove gq è la carica della pallina, /la lunghezza 
del filo di sospensione e g è l’accelerazione della forza di gravità. 

Risposta. Aw = w — wo = +9B/(2mc) = +rVB/(2mc) = 1079 s7*. La velocità angola- 
re aumenta quando i vettori B e wo sono di sensi opposti e diminuisce quando i loro sensi 
coincidono. 

5. Si dispone un ago magnetico al centro di una cornice a forma di triangolo equilatero 
di lato a = 36 cm. Il piano del triangolo coincide con il piano del meridiano magnetico terre- 
stre. Quale intensità di corrente .7 deve passare nella cornice perché l’ago ruoti di un angolo 
di 45°? La componente orizzontale del campo magnetico terrestre è Bo = 0,4 G. 

Risposta. 7* 1/18 caBo = 2,4:10!° un. CGSE = 8A. 

6. Un separatore di massa, che è un dispositivo destinato a separare le particelle atomiche 
di masse differenti, si compone di un condensatore cilindrico di raggio interno R; = 2,4 cm 
e di raggio esterno R, = 3 cm (fig. 155). Il fascio di ioni penetra nel separatore attraverso una 
fessura sottile S disposta in mezzo alle armature del condensatore. Parallelamente all’asse del . 
condensatore (cioè perpendicolarmente al piano della figura) si applica un campo magnetico 
uniforme B = 2000 G. 

Quale differenza di potenziale si deve applicare alle armature del condensatore perché lo 
ione positivo Li” che porta una sola carica si muova lungo la linea mediana del condensatore, 
descriva cioè una traiettoria circolare di raggio R = 2,7 cm? Si calcoli l’intensità del campo 
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elettrico su questa traiettoria circolare. L’energia dello ione è€ = 1000 eV. La massa dell’atomo 
di idrogeno è 1,67-107 4 g. Di quanto si deve cambiare la differenza di potenziale applicata 
perché lo ione Li° possa descrivere la stessa traiettoria passando attraverso il separatore? 

Risposta. Per Li” siha V = ER In (R./R1) = E(R. - Ri) = 245V, E = 408 V/cm. Per 
Li° si ha V = 229 V, E = 381 V/cm. 

7. Si versa un elettrolita di conduttività \ = 0,2 ohm !-cm 7! in una vaschetta rettangola- 
re le cui pareti anteriore e posteriore sono di metallo e le pareti laterali di un materiale dielettri- 
co (fig. 156). Si applica alle pareti metalliche una tensione V = 30 V e si pone la vaschetta 
in un campo magnetico uniforme B = 100 G diretto verticalmente. Le dimensioni della va- 
schetta sono date da L = 20 cm, a = 2 cm; la densità dell’elettrolita è o=1 g/cmì. Si calcoli 
la differenza AA dei livelli del liquido presso la parete sinistra e la parete destra della vaschetta. 





Fig. 155. Fig. 156. 


\VBL 
acQ8g 

8. Per estrarre il calore prodotto nei reattori nucleari si utilizzano come portatori di calore 
metalli fusi. Per assicurare la circolazione dei metalli fusi nei condotti si usano pompe elettro- 
magnetiche: una parte del conduttore contenente il metallo fuso è posto in un campo magneti- 
co trasversale, cioè il campo è perpendicolare all’asse del condotto. Si fa passare attraverso que- 
sta parte del condotto una corrente elettrica trasversale perpendicolare all’asse del condotto ed 
al campo magnetico. Appare così una forza che mette il liquido in movimento. Si valuti l’inten- 
sità di corrente necessaria per spingere del mercurio attraverso un condotto di diametro D = 
— 20 mme di lunghezza Z = 10 mcon una velocità V = 1 1/s. La viscosità del mercurio 
è n = 1,5-107? dine-s/cm?; l’intensità del campo magnetico è B = 1000 G. 

Soluzione. La forza che si esercita sulla colonna di mercurio nel conduttore è F = 
= JI DB/c. Questa forza è equivalente ad una differenza di pressione alle estremità del condot- 
to uguale a P. — Pi = 4F/(xD?). Sostituendo questa differenza di pressione nella formula di 
Poiseuille (cfr. v. I. $ 97) si ottiene 


AI = 32ncL/(BD?) = 1,8-10!° un. CGSE = 600 A. 


Risposta. Ak = = 0,6 cm. 





9. Si calcoli il rapporto tra la forza di repulsione coulombiana e la forza di attrazione di 
Ampère che si esercita tra due fasci paralleli di elettroni, che sono accelerati da una differenza 
di potenziale V = 10 kV. 

Risposta. Fcoui/Famp = mc°(2eV) = 25. 

10. Attraverso due fessure Si e S. (fig. 157) di larghezza d = 0,1 cm ciascuna, praticate 
in un recipiente in cui si è fatto il vuoto, passa un fascio piano di elettroni di energia €’ = 
= 400 eV. A quale distanza x dalla fessura S. la larghezza del fascio elettronico si raddoppierà 
a causa della repulsione coulombiana degli elettroni, se la corrente elettronica per unità di lun- 
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ghezza della fessura (all’uscita della fessura S:) è uguale a i = 107* A/cm? Considerare le fes- 
sure infinitamente lunghe. 

Soluzione. Si può calcolare il campo elettrico E trascurando l’allargamento del fascio. Alla 
frontiera del fascio e fuori del fascio E = 2x0, dove o = i/e è la carica per unità di superficie 
del fascio. Le particelle che si trovano alla periferia del fascio si muovono nel senso trasversale 
con accelerazione costante e nel corso di un tempo # si spostano di 


Ay = eEt°/(2m) = eEx°/(2mv°). 


La distanza cercata x si ricava dalla condizione Ay = 4/2, che dà 
x = Vmdu*/(2xrie), v= VE /m 


da cui x = 13 cm. 


Lodo pe 
=]| fu 


Fig. 157. Fig. 158. 





11. Un conduttore cilindrico infinitamente lungo (fig. 158) è costituito da due cilindri 
coassiali: al centro un cilindro pieno di raggio r; fabbricato con un materiale di resistenza spe- 
cifica @1 e all’esterno un cilindro cavo di raggio esterno r2 e di resistenza specifica 02. La super- 
ficie esterna del cilindro interno è in contatto elettrico con la superficie interna del cilindro 
cavo. Il conduttore è percorso, parallelamente al suo asse, da una corrente continua./ Si otten- 
ga l’espressione dell’intensità del campo magnetico all’interno e all’esterno dei cilindri. 


B= {2/leilr — rî) + o2rî)/(cAr) (n<sregnr), 
2/ /(cr), (Fr > ra), 


A = eil — rî) + o2rî. 


12. Un tubo cilindrico con pareti sottili, di raggio a = 25 mm, è percorso da una corrente 
continua.7= 20 A. Nella parete del tubo è praticata una fessura di larghezza d = 1 mm, paral- 
lela all’asse del tubo. Si calcoli il campo magnetico all’interno del tubo a grande distanza r dal 
centro della fessura (r » d). 

Risposta. All’interno del tubo le linee di forza magnetiche hanno la forma di archi di cer- 
chio i cui centri sì trovano sull’asse della fessura. B = .? d/(rcar). Sull’asse del tubo (per 
r= a)B= /d/(xca)= 0,1G. 

13. Due conduttori rettilinei infinitamente lunglfi di materiale non magnetico ed isolati 
l’uno dall’altro sono percorsi in direzioni opposte da correnti della stessa densità /j = 
= 1000 A/cm?. I conduttori sono delimitati da settori cilindrici e sono separati l’uno dall’altro 
da una cavità II. (Nella fig. 159 le sezioni trasversali dei conduttori sono in tratteggio). Si cal- 
coli modulo e direzione del campo magnetico nella cavità IT. Nel conduttore di sinistra la cor- 
rente è orientata verso il lettore e nell’altro in senso opposto. La distanza tra gli assi dei cilindri 


è AB=D= $cm. 


Risposta. B = 2xjD = 3140 G. Il campo B è perpendicolare alla retta AB ed è orientato 
lungo la verticale ascendente. 
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14. Si calcoli l’intensità del campo magnetico all’interno di una cavità cilindrica infinita 
praticata in un conduttore cilindrico infinito percorso da una corrente continua di densità / 
uniformemente ripartita sulla sezione del conduttore. La distanza tra gli assi del conduttore 
e della cavità è uguale a d. 


, 27. sila . 
Risposta. B = ra j [sd], dove s è un vettore unitario orientato lungo la corrente e d un 


vettore condotto dall’asse del conduttore all’asse della cavità cilindrica. 

15. Un recipiente cilindrico di raggio R e di grande altezza è riempito di elettrolita. All’in- 
terno del recipiente e parallelamente al suo asse si dispone uno stelo metallico cilindrico di rag- 
gio r la cui superficie è coperta da una vernice isolante. La distanza tra gli assi del recipiente 
e dello stelo è uguale ad a. Lelettrolita è percorso da una corrente di intensità / che è parallela 
all’asse e che ritorna indietro attraverso lo stelo. Considerando costante la densità di corrente 
nell’elettrolita, calcolare la forza ché il campo magnetico creato da queste correnti esercita sul- 
l’unità di lunghezza dello stelo. Qual è il senso di questa forza? 


_Bisposta. F = ARP a. La forza è orientata dall’asse del cilindro verso l’asse dello 
Cc — 


stelo. 





Fig. 159. 





16. Una pallina carica di raggio a ruota uniformemente attorno al suo diametro con velo- 
cità angolare w. La carica totale della pallina è g. Si calcoli il campo magnetico creato dalla 
pallina ad una distanza r grande rispetto ad a, se la carica g è uniformemente ripartita: 1) sulla 
superficie della pallina, 2) nel volume della pallina. 


Risposta. 1) B = «| _ sl 2)B= [ser _ a 
r 5c r rì 





(Il vettore r è condotto dal centro della pallina). 

Soluzione. Consideriamo il caso 1). Tracciamo sulla superficie della pallina una zona sfe- 
rica infinitamente stretta compresa tra gli angoli d e ® + dd (fig. 160). Quando questa zona 
ruota con velocità angolare w essa è equivalente ad una corrente circolare d/7 = 
= wq sin9d8/(4x) di momento magnetico dM = Sd = ra°quw sin? 9d8/(4xc). Integrando 
rispetto a è si ottiene il momento magnetico della pallina: M = qa”w/(3c). Da qui si ottiene 
il risultato, indicato nella risposta. Il caso 2) si tratta analogamente. 

17. Per avere un modello della traiettoria di una particella atomica di carica e ed impulso 
p in moto in un campo magnetico costante, si approfitta spesso del fatto che un cordone con- 
duttore flessibile e molto leggero (imponderabile) percorso da una corrente Ze sottoposto ad 
una tensione meccanica 7 costante occupa nello stesso campo magnetico una posizione che 
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coincide con la traiettoria della particella. (Si suppone che fuori del campo magnetico i diffe- 
renti segmenti del cordone siano rettilinei e paralleli ai segmenti rettilinei corrispondenti della 
traiettoria della particella.) Si giustifichi questo metodo e si ottenga la relazione esistente tra 
+4 ® p, T. Il modulo del campo magnetico 8 può variare nello spazio ma la sua direzione deve 
essere la stessa in ogni punto. Il cordone e la traiettoria della particella sono perpendicolari 
al campo magnetico. 

Soluzione. Il raggio di curvatura della traiettoria della particella in un campo magnetico 
è o = cp/(eB). L'unità di lunghezza del cordone teso è sottoposta ad una forza elastica ortogo- 
nale 7/o1 che è equilibrata dalla forza di Ampère 7 B/c. Se ne ricava il raggio di curvatura 
del cordone g1 = 7©/(/ B). A condizione che g1 = 0, cioè./ p = Te, la forma della traietto- 
ria coinciderà con quella del cordone. 


$ 58. Campo magnetico nelle sostanze 


1. Nelle sostanze il campo magnetico può essere eccitato, da una parte, 
dalle correnti elettriche che circolano nei fili e, dall’altra parte, dai movi- 
menti delle particelle cariche all’interno degli atomi e delle molecole. Secon- 
do la teoria semiclassica di Bohr, gli elettroni ruotano attorno ai nuclei ato- 
mici lungo orbite chiuse. Oltre a ciò, ruotano attorno ai propri assi, a guisa 
dei pianeti. A questa rotazione interna è legato un certo momento della 
quantità di moto detto spin dell’elettrone. I nuclei atomici possiedono an- 
ch’essi uno spin. Le rotazioni orbitali e di spin delle particelle cariche sono 
analoghe alle correnti e creano dei campi magnetici. Queste concezioni in- 
tuitive del movimento degli elettroni su orbite classiche e della loro rotazio- 
ne attorno al proprio asse sono state sostituite più tardi da una concezione 
più generale e più astratta del movimento fornita dalla meccanica quantisti- 
ca. In questa nuova concezione la nozione di traiettoria delle particelle non 
cè più. Il termine « movimento orbitale » sussiste ma presenta un significa- 
to convenzionale. Tuttavia per la teoria del magnetismo, ciò che importa 
non è la rappresentabilità intuitiva dei movimenti, ma i momenti meccanici 
e magnetici ad essi collegati. Secondo le concezioni moderne, il magnetismo 
delle sostanze sarebbe dovuto a tre cause: 1) al movimento orbitale degli 
elettroni attorno ai nuclei atomici; 2) allo spin degli elettroni; 3) allo spin 
dei nuclei atomici. Essendo pesanti, i nuclei atomici ruotano assai più lenta- 
mente degli elettroni attorno ai propri assi. Di conseguenza i momenti ma- 
gnetici dei nuclei atomici sono di migliaia di volte più piccoli di quelli degli 
elettroni. Il magnetismo nucleare diventa sensibile soltanto in prossimità 
dello zero assoluto di temperatura e a condizione che i momenti magnetici 
orbitali e di spin degli elettroni si compensino reciprocamente dando un 
momento risultante uguale a zero. 

Essendo animati da moti termici disordinati, gli atomi sono orientati 
nelle sostanze in modo caotico in assenza di un campo magnetico esterno. 
I campi magnetici eccitati dagli atomi si compensano reciprocamente nello 
spazio esterno. Quando si applica un campo magnetico esterno, gli atomi 
si orientano completamente o parzialmente lungo questo campo e la loro 
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compensazione reciproca non ha più luogo. In questo caso si dice che il cor- 
po è magnetizzato. I corpi capaci di magnetizzarsi si chiamano magnetici. 
La maggioranza delle sostanze si magnetizza soltanto leggermente sotto l’a- 
zione di un campo magnetico esterno. Soltanto le sostanze ferromagnetiche 
possiedono delle proprietà magnetiche forti: il ferro, il cobalto, il nichel e 
le loro moltissime leghe, nonché certi elementi delle terre rare. I magneti 
permanenti, di acciaio o di altre leghe magnetiche, restano magnetizzati an- 
che in assenza di un campo magnetico esterno. Una sbarretta di acciaio può 
essere magnetizzata (piuttosto leggermente, per la verità) anche nel campo 
magnetico terrestre. Per far ciò la si orienta lungo il meridiano magnetico 
e la si martella. Sull’estremità della sbarretta diretta verso il polo magnetico 
Sud (esso si trova al Nord) appare un polo magnetico Nord e sull’altra estre- 
mità appare un polo Sud. Se si orienta l’altra estremità della sbarretta verso 
il Nord, e la si martella di nuovo, essa si rimagnetizza e i suoi poli si 
invertono. 


2. Come il campo elettrico, anche il campo magnetico può essere micro- 
scopico o macroscopico. Il campo microscopico è il vero campo creato dalle 
cariche elementari mobili delle sostanze. Esso varia bruscamente sulla scala 
delle distanze atomiche. Il campo macroscopico si ottiene dal campo micro- 
scopico calcolandone la media su volumi spaziali fisicamente infinitesimi, 
ed è quindi più regolare di questo. Si indica con 8 l’intensità del campo ma- 
croscopico. Il vettore 8 è il vettore fondamentale che caratterizza il campo 
macroscopico nelle sostanze. Le rotazioni orbitali e di spin degli elettroni 
e dei nuclei atomici rispetto al campo da esse eccitato sono equivalenti ad 
opportune correnti che circolano negli atomi delle sostanze. Esse sono dette 
correnti molecolari. Per calcolare il campo macroscopico 8, si prende una 
media delle correnti molecolari sostituendole con correnti macroscopiche 
che variano nello spazio in mado continuo. Queste correnti macroscopiche 
sono dette correnti di magnetizzazione. Indicheremo con jm la loro densità. 
Le correnti usuali che si propagano lungo i fili elettrici sono legate allo spo- 
stamento dei portatori di corrente, elettroni ed ioni, nelle sostanze. Queste 
correnti si chiamano correnti di conduzione. Indicheremo con j la densità 
delle correnti di conduzione. Quindi, il campo 8 è creato dalle correnti di 
conduzione e di magnetizzazione. L'influenza del mezzo sul campo magne- 
tico si riduce all’azione delle correnti di magnetizzazione. Se si conoscono 
le correnti di magnetizzazione e di conduzione, ci si può astrarre dall’esi- 
stenza della sostanza e calcolare l’intensità B del campo magnetico secondo 
le formule stabilite per il vuoto. 

Poiché il vettore 8 è l’intensità del campo magnetico eccitato nel vuoto 
da certe correnti, per esso vale ancora l’equazione 


$ BdS= 0, (58.1) 


ossia, in forma differenziale 
divB= 0. (58.2) 
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Ciascuna di queste equazioni esprime il fatto che non esistono cariche 
magnetiche. 

Il teorema sulla circuitazione si applica, evidentemente, al vettore B a 
condizione che si aggiunga alla corrente di conduzione ./la corrente di ma- 
gnetizzazione In. Si ottiene allora 


DE 4) = ST 4%) (68.3) 
L 


ossia, in forma differenziale, 
rot B= ST (+ jm). (58.4) 


Nella formula (58.3) Ze 7, indicano le correnti totali di conduzione e di 
magnetizzazione che percorrono il contorno chiuso L. 

3. È d’uso caratterizzare la magnetizzazione del mezzo non attraverso 
le correnti di magnetizzazione, come si è fatto sopra, ma attraverso il vettore 
magnetizzazione I. Così si chiama il momento magnetico medio dell’unità 
di volume del materiale magnetico prodotto dalle correnti molecolari. Me- 
diante il vettore / si può esprimere la densità delle correnti di magnetizzazio- 
ne che circolano nel mezzo. 


GE 





Fig. 161. 
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Supponiamo dapprima che la sostanza magnetica si presenti sotto for- 
ma di un cilindro circolare magnetizzato il cui momento magnetico sia 
orientato lungo l’asse del cilindro (fig. 161). In una sostanza magnetizzata, 
le correnti molecolari sono coordinate, così che i campi magnetici creati da 
queste correnti si rafforzano reciprocamente. Indicando con W8 il momento 
magnetico medio di una molecola, si ha evidentemente 


I = n9M, (58.5) 
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dove n è il numero medio di molecole contenute nell’unità di volume. Il mo- 
mento magnetico totale del cilindro considerato è uguale a V7, dove 
V = SLèil volume del cilindro (S è l’area della base, L è l’altezza). Le cor- 
renti molecolari di molecole adiacenti, nei loro punti di contatto, sono 
orientate in senso opposto e si compensano reciprocamente a livello macro- 
scopico. Solo le correnti molecolari che circolano sulla superficie laterale 
esterna del cilindro rimangono non compensate. Queste correnti si somma- 
no e producono una corrente superficiale macroscopica 4, che circola sulla 
superficie laterale del cilindro. Nello spazio esterno questa corrente crea un 
campo magnetico uguale a quello creato dalle correnti molecolari. Questa 
corrente è quindi la corrente di magnetizzazione In. Il suo momento ma- 
gnetico è uguale, da una parte, a 4n.S/c e, dall’altra parte, è uguale a VZ = 
= SLI. Per conseguenza 4.S/c = SLI. Dato che i vettori S e Z sono dello 
stesso senso, n = CLI. La corrente di magnetizzazione superficiale per 
unità di lunghezza del cilindro è uguale a 


im = Cl. (58.6) 


Generalizziamo ora il risultato (58.6) al caso di un cilindro obliquo 
(fig. 162). Supponiamo che le correnti superficiali di magnetizzazione circo- 





Fig. 162. 
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lino in piani paralleli alle basi del cilindro. Il vettore magnetizzazione / sarà 
perpendicolare a queste basi. Indicando con a l’angolo tra il vettore / e l’as- 
se del cilindro, per il momento magnetico di quest’ultimo si può scrivere 
VI = SLI cos a. Questo stesso momento è espresso da 4.$/c = LimS/c, 
dove i, è la corrente di magnetizzazione per unità di lunghezza della genera- 
trice della superficie laterale del cilindro. Uguagliando le due espressioni si 
ottiene 


Im = cI cosa = c(Il = cli, (58.7) 
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dove / indica il vettore unitario diretto lungo l’asse del cilindro. Quindi, la 
corrente im dipende soltanto dalla componente assiale del vettore /. La for- 
mula (58.7) è la generalizzazione cercata della formula (58.6). Si può utiliz- 
zarla anche nei casi in cui la magnetizzazione della sostanza magnetica non 
è omogenea. Si deve prendere allora un cilindro infinitamente piccolo. Nel 
caso di magnetizzazione non omogenea, nella sostanza oltre alle correnti 
superficiali, esistono anche delle correnti di magnetizzazione volumetriche. 
Nel paragrafo seguente otterremo una espressione della densità di tali 
correnti. 


$ 59. Teorema sulla circuitazione del campo magnetico 
nelle sostanze 


1. Calcoliamo la circuitazione del vettore B lungo un contorno chiuso 
L. Per questo si deve calcolare la corrente di magnetizzazione 4, che attra- 
versa questo contorno. Conduciamo una superficie arbitraria S limitata da 
questo contorno. Nella figura 163 (a sinistra) è rappresentata la sezione di 
questa superficie e del contorno L dal piano della figura. Alcune correnti 


0909099 \e$ 


molecolari attraversano due volte la superficie S, una volta nel senso positi- 
vo ed una nel senso negativo. Queste correnti non portano nessun contribu- 
to alla corrente di magnetizzazione attraverso la superficie S. Altre correnti 
molecolari girano attorno al contorno L e ciascuna di queste correnti attra- 
versa la superficie S una volta sola perché la corrente molecolare diretta in 
senso inverso si trova già al di là della superficie S. Sono queste correnti mo- 
lecolari che creano la corrente di magnetizzazione macroscopica 4, che at- 
traversa la superficie S. 

Esprimiamo la corrente 4, mediante il vettore magnetizzazione /. Cir- 
condiamo il contorno L con un tubo infinitamente sottile (fig. 163, a de- 
stra). Secondo la formula (58.7) sulla superficie di questo tubo circola una 
corrente di magnetizzazione di densità lineare i» = c/;. Questa corrente at- 
traversa una sola volta la superficie S. La corrente per unità di lunghezza 
del tubo è uguale a imd/ = clidl = c(Idl). La corrente di magnetizzazione 
totale che attraversa la superficie $ si ottiene integrando lungo il contorno 
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chiuso L 


An = c$(Idb. (59.1) 
L 
Usando questa relazione, possiamo scrivere la (58.3) nella forma 
de — 4rDdt = ÎT (59.2) 
e, in forma differenziale, 
rot8= 4 G+crot D. (59.3) 
Confrontando (59.3) e (58.4) si ottiene 
im = Crotl. (59.4) 


Se la magnetizzazione è uniforme, cioè / = cost, si ha jm = 0. Se essa non 
è uniforme la densità volumetrica della corrente di magnetizzazione è gene- 
ralmente diversa da zero. 

2. Introduciamo ora il vettore ausiliario 


H=B- 41. (59.5) 

Le formule (59.2) e (59.3) si scriveranno allora 
QHdI = My (59.6) 
roH= ft; (59.7) 


Con l’introduzione del vettore /7 dalle equazioni (59.6) e (59.7) spariscono 
le correnti di magnetizzazione e rimangono soltanto le correnti di conduzio- 
ne. Nella teoria del magnetismo il vettore 77 gioca il medesimo ruolo ausilia- 
rio che il vettore D ha in teoria dei dielettrici. // vettore fondamentale è il 
vettore B che, essendo un vettore di forza, dovrebbe essere chiamato intensi- 
tà di campo magnetico nelle sostanze. Ma per ragioni storiche è il vettore 
H a prendere il nome di intensità di campo magnetico nelle sostanze, men- 
tre il vettore 8 ha ricevuto l’infelice denominazione di induzione magnetica. 
Tale terminologia irrazionale si è formata perché la teoria del magnetismo 
si è sviluppata storicamente per analogia con l’elettrostatica. Si pensava che 
le sorgenti del campo magnetico fossero le cariche magnetiche che, come 
fu stabilito più tardi, in realtà non esistevano. Siamo costretti ad utilizzare 
questa terminologia poiché essa è di uso generale; nella maggior parte dei 
casi, però, eviteremo di usare i termini « induzione » e « intensità » del cam- 
po magnetico sostituendoli rispettivamente con « vettore 8 » e «vettore H». 
Nel vuoto i vettori B e 77 identicamente coincidono. i 
3. Secondo la definizione (59.5) i vettori B e 7 hanno le medesime di- 
mensioni e devono avere la medesima unità di misura. Nel sistema gaussia- 
no l’unità di 8 è il gauss. La stessa unità serve a misurare 77, ma in questo 
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caso è detta oersted. La grandezza B si misura in gauss e la grandezza H 
in oersted e si ritiene scorretto dire che il campo A vale tot oersted ed il cam- 
po H tot gauss. Non possiamo approvare una tale convenzione poiché non 
esiste assolutamente nessuna differenza tra il gauss e l’oersted. Sono solo 
due diversi nomi per una stessa unità di misura; se ne dovrebbe quindi con- 
servare uno solo, o il gauss o l’oersted. 


$ 60. Condizioni al contorno per i vettori B e H 


1. Dalle formule (58.1) e (59.6) si ricava facilmente la condizione a cui 
devono soddisfare 1 vettori 8 e HH sulla superficie di separazione di due ma- 
teriali magnetici. Formalmente l’equazione (58.1) è identica all’equazione 
corrispondente per il vettore induzione elettrica D in assenza di cariche elet- 
triche. Ne segue che sulla superficie di separazione le componenti normali 
del vettore 8 devono essere continue 


Bin = Ban. (60.1) 


Passiamo ora alla deduzione delle condizioni al contorno per il vettore 
H. Per metterci nella condizione più generale, supporremo che lungo la su- 
perficie di separazione scorra una corrente di conduzione superficiale di 
densità lineare î. Applichiamo il teorema della circuitazione (59.6) ad un 
contorno rettangolare infinitamente piccolo ABCD la cui altezza è trascura- 
bile rispetto alla lunghezza / della sua base (fig. 164). Si potrà trascurare al- 


n 


N 
Fig. 164. 


lora il contributo dei lati AB e CD alla circuitazione. In questa approssima- 
zione la circuitazione del vettore HH sarà (772; — Hi;)!. Secondo il teorema 


. CO) . DL‘ 4r e . x 
della circuitazione questa stessa grandezza è uguale a 7 inl, dove in è la 


componente della corrente i lungo la normale al contorno N = [nf]. Ugua- 
gliando le due espressioni, si ottiene 


Hy, — Hy = da in. (60.2) 


Mettiamo questa relazione in forma vettoriale. Introducendo il vettore uni- 
tario della tangente alla superticie di separazione f = [Nn], il primo mem- 
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bro dell’uguaglianza (60.2) si scriverà nella forma 
(H. — Hy)t = (H.- H.)-[Nn] = ((nH] - InH;})N 


ed il secondo membro nella forma (47)/c(iN). Il vettore N contenuto nel 
piano di separazione dei mezzi può essere orientato arbitrariamente. Per 
conseguenza uguagliando queste due espressioni si ottiene 

na) — In] = &T i. (60.3) 
Se nessuna corrente di conduzione circola sulla superficie di separazione dei 
mezzi 

Hu = Ha, (60.4) 

cioè le componenti tangenziali del vettore H sono continue sulla superficie 
di separazione. 

2. Le condizioni al contorno (60.1) e (60.4) suggeriscono un procedimen- 
to di principio per la misurazione dei vettori B e N nelle sostanze. È impos- 
sibile misurare il campo magnetico in una sostanza per mezzo di una spira 
di prova o di un ago magnetico per due ragioni. In primo luogo perché non 
è sempre possibile disporre una spira in seno alla sostanza in esame (nel ca- 
so di una sostanza solida, ad esempio). In secondo, se fosse possibile farlo, 
non sarebbe facile ricavare i vettori B e HH dalla forza che si esercita sulla 
spira e dal suo momento. Perciò è necessario praticare una cavità nella so- 
stanza e misurare 2 in questa cavità. Però il risultato della misurazione si 
troverà a dipendere dalla forma della cavità. Consideriamo due casi 
importanti. 

Caso 1. In una sostanza magnetica è scavato parallelamente al campo 
magnetico un canale infinitamente sottile. L’estrazione della sostanza che 
riempiva il canale perturba infinitamente poco il campo nella sostanza cir- 
costante. In virtù della condizione al contorno (60.4) i vettori #7 nel canale 
e nel mezzo circostante devono essere uguali. Introduciamo la spira di prova 
nel canale e misuriamovi la grandezza di 8. Quest’ultima sarà uguale al vet- 
tore H nella sostanza circostante. 

Caso 2. Si pratica nel materiale una fessura delimitata da due piani infi- 
nitamente vicini perpendicolari al campo magnetico. L’estrazione della so- 
stanza che riempie la fessura infinitamente sottile perturba infinitamente 
poco il campo magnetico nella sostanza circostante. In virtù della condizio- 
ne al contorno (60.1) i vettori 8 nella fessura e nel mezzo circostante sono 
uguali. Avendo misurato la grandezza 2 nella fessura, si determina il suo 
valore nel materiale magnetico. 


$ 61. Suscettività e permeabilità magnetiche 


1. Il ferro e tutte le sostanze dette ferromagnetiche (acciaio, cobalto, ni- 
chel, diverse leghe magnetiche) possiedono non soltanto proprietà magneti- 
che fortemente marcate, ma sono caratterizzate anche da una relazione 
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complessa tra i vettori 8 e /. Oltre al fatto che questa relazione non è linea- 
re, sì osserva per queste sostanze un effetto di isteresi, termine che indica 
una dipendenza della magnetizzazione dalla storia del corpo in esame. Sol- 
tanto per i mezzi para- e diamagnetici (questi ultimi possiedono proprietà 
magnetiche deboli rispetto alle proprietà ferromagnetiche) la relazione tra 
B e I è lineare e per i mezzi isotropi essa può essere scritta sotto la forma 

= x1B. Sarebbe razionale scrivere la relazione tra 7 e B proprio in questa 
forma, ma per i motivi storici di cui abbiamo già parlato nel $ $9, è d’uso 
esprimere il vettore / non mediante 8, ma mediante H. Invece della relazio- 
ne suindicata sì scrive 


I= «H. (61.1) 


In ciò non vi è niente di errato poiché in virtù della relazione (59.5) dalla 
proporzionalità tra 7 e B segue anche la proporzionalità tra / e H. Sostituen- 
do l’espressione (61.1) nella relazione (59.5) si ottiene 


B = uH, - (61.2) 
dove 
p=1+47x. (61.3) 


La grandezza x è detta suscettività magnetica e la grandezza u permeabilità 
magnetica delle sostanze. Le sostanze per le quali x > 0 e quindi u > 1 si 
chiamano paramagnetiche. Sono paramagnetici, ad esempio, l’ossigeno, 
l'alluminio, il platino, il cloruro di ferro (FeCl3), ecc. Le sostanze per le quali 
x <O0eu< 1sono dette diamagnetiche. Tali sono l’azoto, l’anidride carbo- 
nica, l’acqua, l’argento, il bismuto, ecc. Le sostanze paramagnetiche si ma- 
gnetizzano nella direzione del campo magnetico e quelle diamagnetiche nel- 
la direzione opposta al campo magnetico. 

Si utilizza spesso una relazione della forma (61.2) per le sostanze ferro- 
magnetiche, il ferro dolce, ad esempio. È evidente che questa relazione non 
tiene conto degli effetti di isteresi. Inoltre, per tener conto degli effetti non 
lineari, si deve considerare u una funzione dell’intensità del campo magneti- 
co H (0 B). Nei campi deboli si può sviluppare B secondo le potenze di 7 
e conservare soltanto il primo termine dello sviluppo. In questa approssima- 
zione la grandezza u può essere considerata una costante. Studieremo più 
dettagliatamente le proprietà dei ferromagneti e degli altri materiali magne- 
tici nei paragrafi 76, 77, 79 e 80. Nello studio dei vari fenomeni magnetici 
utilizzeremo per ora le relazioni (61.1) e (61.2), supponendo che le costanti 
x e u non dipendano dall’intensità del campo magnetico applicato. È chiaro 
che questa affermazione è rigorosa soltanto per materiali para- e diamagne- 
tici. Per i ferromagneti i risultati ricavati in questo modo devono essere con- 
siderati come delle stime. 

2. Alla frontiera tra due materiali magnetici le linee di forza magnetiche 
devono subire una rifrazione. Ciò deriva dalle condizioni al contorno (60.1) 
e (60.4) se si tiene conto di (61.2). Ammettiamo che la frontiera sia piana 
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e che non vi scorra nessuna corrente di conduzione (fig. 165). La continuità 
delle componenti tangenziali del vettore H conduce alla relazione 


Hi sina; = Hi sina2 
e la continuità delle componenti normali del vettore 8 alla relazione 
pifi cos a1 = pu2H7H: cos ar. 


Si ricava da queste equazioni 


tg ai 1731 
= L° 61.4 
E 0 1a (61.4) 





Questa relazione è analoga alla (15.9) che è stata stabilita per le linee di for- 
za elettriche. Quando si passa da un materiale di minore permeabilità ma- 
gnetica ad uno di permeabilità maggiore, la linea di forza magnetica viene 
deviata dalla direzione normale verso la frontiera, il che conduce ad una 
concentrazione delle linee di forza magnetiche nel materiale di maggiore 
permeabilità u. 





Fig. 165. 


La figura 51 mostra la deformazione delle linee di forza elettriche dovu- 
ta all'introduzione di una sfera dielettrica cava in un campo elettrico unifor- 
me. Una sfera cava di ferro agisce nello stesso modo in un campo magneti- 
co. A causa della rifrazione le linee di forza magnetiche si concentrano so- 
prattutto nel ferro. All’interno della cavità la loro concentrazione è debole, 
il che significa che il campo magnetico nella cavità è notevolmente più de- 
bole rispetto al campo esterno, cioè l’involucro di ferro si comporta da 
schermo rispetto al campo magnetico esterno. È il principio della scherma- 
tura magnetica. Per sottrarre un dispositivo sensibile all’azione dei campi 
magnetici esterni, lo si racchiude in un involucro di ferro. 

Ma questo involucro non sottrae i corpi esterni all’azione dei campi ma- 
gnetici creati dalle correnti o dai magneti collocati al suo interno. Così, ad 
esempio, il campo magnetico creato da un filo cilindrico rettilineo percorso 
da una corrente non cambia se si racchiude il filo in un tubo di ferro coas- 
siale. Questo segue direttamente dal teorema della circuitazione. Le linee di 
forza magnetiche sono in questo caso dei cerchi i cui centri si trovano sul- 
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l’asse del conduttore (cfr. fig. 138). La circuitazione del vettore #7 lungo uno 
di questi cerchi sarà 2rRH. Secondo il teorema della circuitazione questa 
stessa grandezza è uguale a 4r./ /c. Confrontando le due espressioni si ot- 
tiene H = 2/ /(cR), che il conduttore sia o no racchiuso in un tubo di ferro. 
È facile convincersene mediante l’esperimento seguente. Si realizza dappri- 
ma l’esperimento di Oersted con un filo ordinario (cfr. fig. 134). Poi si ripete 
l'esperimento dopo aver racchiuso lo stesso filo in un tubo di ferro. La de- 
viazione dell’ago magnetico risulta la stessa nel due casi. 

Un involucro di ferro protegge soltanto parzialmente i corpi al suo inter- 
no dall’azione dei campi magnetici esterni. Più la permeabilità magnetica 
del materiale dell’involucro è grande, maggiore è l’effetto di protezione. Esi- 
stono tuttavia dei corpi perfetti da questo punto di vista: i superconduttori. 
Un involucro in un materiale superconduttore che si trovi nello stato di su- 
perconduttività assicura una protezione totale del corpo che esso racchiude 
contro l’azione dei campi magnetici esterni (cfr. $ 80). 

3. Quando si introduce un materiale magnetico in un campo magnetico 
omogeneo, esso si magnetizza. Il campo magnetico che appare all’interno 
della sostanza magnetica dipende fortemente dalla forma di quest’ultima. 
In generale il campo interno non è omogeneo. Soltanto per i corpi di forma 
ellissoidale il campo magnetico interno è omogeneo. Il campo interno diffe- 
risce dal campo esterno non soltanto per grandezza, ma anche per direzio- 
ne. Casi limite della forma ellissoidale sono i cilindri infinitamente lunghi 
o infinitamente corti. Se l’asse del cilindro è parallelo al campo magnetico 
esterno, il calcolo si semplifica molto. All’interno di un cilindro molto lun- 
go il vettore 7 è uguale al vettore Ho del campo magnetico esterno. Per 
conseguenza 

I= xH= arl Ho = #1 By 
poiché nello spazio esterno Ho = Bo. Nel caso di un cilindro molto corto 


x u-l gp 
I= xH=-=-B = 
x W 4ru 


Per un campo esterno do dato, la magnetizzazione delle sostanze magneti- 
che di grande permeabilità u è nel primo caso assai maggiore che nel secon- 
do. Per i cilindri di lunghezza intermedia la magnetizzazione / sarà non 
omogenea, ma il suo valore si trova tra i due valori limite ottenuti. È facile 
calcolare (cfr. $ 16) che la magnetizzazione di una sfera è omogenea e che 
essa è determinata dalla formula 


_ 3 n_l 
I=%r n+2 Do 


La variazione della magnetizzazione in funzione della forma del corpo può 
essere illustrata da un esempio molto efficace. Si prende un fascio di aste 
di ferro sottili legato insieme dai fili da cucito. Il fascio viene messo in posi- 
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zione verticale su un tavolo. La parte superiore del fascio entra appena in 
un rocchetto verticale situato al di sopra del fascio. Si fa passare nell’avvol- 
gimento una corrente continua di una intensità tale che la forza che tende 
ad attirare il fascio nel rocchetto sia leggermente inferiore al peso del fascio 
di aste. Il fascio si comporta come un’asta massiccia e perciò sì magnetizza 
relativamente poco. Se sì bruciano 1 fili che legano le aste, esse vengono atti- 
rate con forza dentro il rocchetto e vi rimangono. Il fatto è che le aste libere 
si comportano quasi indipendentemente le une dalle altre e si magnetizzano 
assai più fortemente. 

Per spiegare gli effetti descritti si introducono di solito le nozioni di 
campo e di fattore smagnetizzanti. Sia Ho il campo magnetico esterno omo- 
geneo nel quale è introdotto un qualunque corpo magnetico di forma ellis- 
soidale. In questo caso, come si è detto sopra, il campo 7 all’interno del 
corpo risulta omogeneo. Si può presentarlo nella forma 7H= Ho + H.. Il 
campo 7Hoè detto campo smagnetizzante, perché nelle sostanze ferro- e pa- 
ramagnetiche, esso è orientato inversamente rispetto al campo esterno o 
e lo indebolisce. Si può rappresentare il campo smagnetizzante sotto la for- 
ma Ho= -NI, dove il fattore N dipende soltanto dalla forma del corpo. 
Questo fattore si chiama fattore smagnetizzante. A parer nostro le nozioni 
di campo e di fattore smagnetizzanti sono inutili e non fanno che confonde- 
re l’interpretazione dei fatti sperimentali. Il problema reale è di chiarire qua- 
le è l'influenza che la forma di un corpo esercita sul vettore magnetizzazione 
I quando il corpo è introdotto in un campo magnetico omogeneo Bo. 

4. Il vettore Bin una sostanza magnetica è stato definito come l’intensità 
del campo magnetico risultante creato dalle correnti di conduzione e di ma- 
gnetizzazione. In certi casi può essere interpretato nello stesso modo anche 
il vettore H. Consideriamo, ad esempio, un solenoide di lunghezza infinita 
sulla superficie del quale circoli una corrente di conduzione di densità linea- 
re costante. L’interno del solenoide è riempito di una sostanza magnetica 
omogenea nella quale si è ricavato lungo l’asse del solenoide un canale cilin- 
drico infinitamente sottile. La figura 166 rappresenta la sezione trasversale 
del solenoide. Abbiamo dimostrato nel paragrafo precedente che il vettore 
H nella sostanza magnetica coincide con il vettore 77 nel canale. Le correnti 
di magnetizzazione si riducono alle correnti superficiali che circolano sulla 
superficie esterna del cilindro e sulla superficie interna del canale. Dato che 
le correnti circolano in sensi opposti, i campi magnetici eccitati da queste 
correnti sono orientati in sensi inversi e si compensano reciprocamente. Il 
campo totale nel canale è dovuto soltanto alle correnti di conduzione. Si 
può quindi interpretare il vettore 77 come l’intensità del campo magnetico 
eccitato soltanto dalle correnti di conduzione. 

Una tale interpretazione è sempre valida se la magnetizzazione è omoge- 
nea ovunque. Infatti prendendo la divergenza dei due membri dell’equazio- 
ne (59.5) si ottiene 

divH = -— 4ndivI. (61.5) 


278 


Se I = cost, si ottiene il sistema di equazioni seguente: 
ro H= 4"; divH=0 


che è identico alle equazioni corrispondenti per il vuoto. Anche le soluzioni 
di questi due sistemi saranno identiche per il vuoto e per le sostanze magne- 
tiche, a condizione che le correnti di conduzione j siano le stesse. Ne segue 
che se in tutto lo spazio div / = 0, il vettore #7 nel materiale magnetico può 
essere considerato l’intensità del campo magnetico eccitato soltanto dalle 
correnti di conduzione. Ma se div / non è ovunque uguale a zero, questa 
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Fig. 166. Fig. 167. 


interpretazione non è più valida. In quest’ultimo caso il vettore #7 non am- 
mette più una interpretazione fisica semplice e deve essere definito in modo 
formale per mezzo della relazione (59.5). Se, ad esempio, il mezzo non è 
omogeneo, si avrà 


div B = div (uH) = udivH+Hgradu=0, 


ossia div H = — H grad u/u, cioè, in generale div H7 # 0. Nel caso conside- 
rato il campo 77 non è quindi prodotto soltanto dalle correnti di 
conduzione. 

5. La corrente che passa attraverso un filo immerso in un mezzo magne- 
tizzato (una sostanza magnetica) è sottoposta sia all’azione delle correnti di 
conduzione che all’azione di quelle di magnetizzazione. In una sostanza ma- 
gnetica la legge di Ampère si deve quindi scrivere nella forma precedente 


F = L [ds-B], (61.6) 
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dove si intende per 8 il campo magnetico creato da tutte le correnti (di con- 
duzione e di magnetizzazione) salvo l’elemento stesso di corrente / ds. 

In un mezzo omogeneo percorso dalle stesse correnti di conduzione il 
vettore B è proporzionale alla permeabilità magnetica wu. Infatti in questo 
caso si possono scrivere le equazioni (58.2) e (59.7) nella forma 


divB= 0, rot B = Lil, J. 





Se le correnti j sono date, allora rot 8 ed il vettore 8 stesso sono proporzio- 
nali a u. Ne risulta che se si riempie lo spazio compreso tra i conduttori di 
una sostanza magnetica omogenea, la forza di interazione delle correnti au- 
menta di u volte. 

Illustriamo questo importante risultato prendendo ad esempio l’intera- 
zione di due fili rettilinei paralleli percorsi dalle correnti A e A (fig. 167). 
Inizialmente i fili si trovano nel vuoto, poi si riempie tutto lo spazio con una 
sostanza magnetica omogenea. Attorno al filo / circolano allora delle cor- 
renti molecolari che rafforzano la corrente .A. Per conseguenza il campo 
magnetico 8; del primo filo conduttore aumenta di u volte. La forza che 
il campo Bi esercita sulla corrente 4 che passa nel filo 2 aumenta dello stes- 
so fattore. Anche vicino al secondo filo circolano correnti di magnetizzazio- 
ne, ma esse non danno nessun contributo alla forza che si esercita sulla cor- 
rente 4. Il fatto è che esse scorrono alla superficie del secondo filo paralle- 
lamente al suo asse. Il campo magnetico di tali correnti è uguale a zero in 
tutto lo spazio occupato dal secondo filo. 


$ 62. Lavoro di spostamento in un campo magnetico 
permanente di una spira percorsa da corrente 


1. Consideriamo dapprima un caso particolare. Supponiamo che due fi- 
li paralleli AB e CD siano collocati in un campo magnetico uniforme per- 
manente perpendicolare al piano della figura 168 e che punta verso il lettore. 
A sinistra si trova una sorgente di corrente non rappresentata nella figura. 
Sui fili si sposta liberamente un ponte conduttore KL che chiude il circuito; 
la corrente 7 scorre nei tratti di circuito a sinistra del ponte. Se / è la lun- 
ghezza del ponte, allora la forza con la quale il campo magnetico agi- 


sce sul ponte è uguale a F = 7 IB. Quando il ponte si sposta di dx, questa 


forza produce un lavoro uguale a 
SI SI 


dove S indica l’area del rettangolo AKLC. Il prodotto BS è il flusso magneti- 
co attraverso lo stesso rettangolo AKLC. Indicandolo con È si ottiene per 
il lavoro elementare 


6A = — d® (62.1) 


c 
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e per il lavoro totale 


A1=-(P2- di). (62.2) 


SI 
c 
Quindi il lavoro che il campo magnetico compie per spostare una corrente 
è uguale all’incremento del flusso magnetico moltiplicato per .#/c. Questo 
risultato suppone che la corrente ./ non vari durante lo spostamento del 
ponte AL. 





Fig. 168. 


2. Questo risultato resta valido anche per il caso in cui il campo magneti- 
co è orientato arbitrariamente. Per dimostrarlo scomponiamo il vettore 8 
in tre componenti: B = B, + 8; + B,. La componente 8; lungo il ponte è 
parallela alla corrente che passa nel ponte e non esercita quindi alcuna forza 
su di esso. La componente 4, lungo lo spostamento del ponte fa apparire 
una forza perpendicolare allo spostamento e non fornisce quindi nessun la- 
voro. Soltanto la componente 8, perpendicolare al piano della figura nel 
quale si sposta il ponte KL compie lavoro. Questo lavoro è espresso dalle 
formule (62.1) e (62.2). 

3. Dimostreremo infine che le formule (62.1) e (62.2) sono valide per 
qualsiasi spira percorsa da una corrente e che si sposta arbitrariamente in 
un campo magnetico permanente non uniforme. La spira può non soltanto 
subire spostamenti rigidi, ma anche deformarsi arbitrariamente. Per dimo- 
strarlo è sufficiente scomporre mentalmente la spira in elementi di corrente 
infinitamente piccoli e considerare i loro spostamenti infinitesimi. Per uno 
spostamento infinitesimo di un elemento di corrente il campo magnetico, 
nel quale esso si sposta, può essere considerato uniforme. Ad un tale sposta- 
mento è applicabile la formula del lavoro elementare (62.1). Sommando tut- 
ti i lavori elementari prodotti da tutti gli elementi di corrente, si ottiene nuo- 
vamente la formula (62.1), dove dè indica l’incremento del flusso magnetico 
attraverso la spira. Integrando la (62.1) si ottiene la formula (62.2). Sottoli- 
neiamo ancora una volta che durante lo spostamento della spira, l’intensità 
della corrente che vi circola deve essere mantenuta costante, il che si può 
ottenere aumentando opportunamente la forza elettromotrice della 
sorgente. 
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$ 63. Procedimento di Gauss per la misurazione 
dei campi magnetici 


I magneti permanenti sono delle sostanze magnetiche il cui vettore ma- 
gnetizzazione / praticamente non varia quando al magnete si applica un 
campo magnetico esterno (se quest’ultimo non è troppo forte). Proprio su 
questo si basa il procedimento di Gauss per la misurazione dell’intensità dei 
campi magnetici. Consideriamo un magnete che abbia la forma di una sbar- 
ra rettilinea magnetizzata parallelamente al suo asse. Indichiamo con WR il 
suo momento magnetico. In un campo magnetico uniforme 8 il magnete 
è sottoposto ad un momento di rotazione [WB]. Se il magnete può ruotare 
liberamente attorno al suo centro di massa, allora sotto l’azione di questo 
momento di rotazione il vettore W tenderà a collocarsi parallelamente a 8. 
Se spostiamo un po’ il magnete dalla sua posizione di equilibrio, sorgeranno 
piccole oscillazioni di periodo 


T=2r | O_ (63.1) 
MB 


dove © è il momento di inerzia del magnete. 

Fissiamo ora il magnete perpendicolarmente rispetto al campo magneti- 
co Be collochiamo a grande distanza dal magnete, sul prolungamento del 
suo asse, un piccolo ago magnetico. Considerando il magnete come un di- 
polo puntuale, si può scrivere per il campo magnetico 8; del magnete nel 
punto dove è collocato l’ago magnetico Bi = 2WM/r, dove r è la distanza 
tra i centri del magnete e dell’ago. Questo campo è diretto lungo l’asse del 
magnete, cioè perpendicolarmente al campo 2 da misurare. Sotto l’azione 
dei campi B; e B l’ago occupa una posizione che forma un angolo a con 
il campo 8; quest’angolo è definito da 





Bi 
tga=—-. = . (63.2) 


Dopo aver misurato la durata 7 del periodo e l’angolo a si può calcolare 
secondo le formule (63.1) e (63.2) l’intensità del campo 8 ed il momento ma- 
gnetico W del magnete. 

Ma si può procedere anche in altro modo. Si fissa come prima il magne- 
te perpendicolarmente al campo 8, ma si pone l’ago magnetico su una linea 
normale all’asse del magnete che passa attraverso il suo centro. Allora il 
campo 2; che il magnete crea nel punto dove è collocato l’ago magnetico 
sarà determinato dalla formula B. = WM/r}; esso sarà orientato inversamen- 
te rispetto al vettore MI, cioè come prima perpendicolarmente al vettore 8. 
Per conseguenza l’angolo a tra la direzione di 8 e l’asse dell'ago magnetico 
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nella sua posizione di equilibrio sarà determinato dalla relazione 


tga = LA = Di (63.3) 


che si può utilizzare al posto della relazione (63.2). 

Fino dal tempo di Gauss questo procedimento è stato largamente utiliz- 
zato per la misurazione del campo magnetico terrestre. A tale scopo il ma- 
gnete e l’ago vengono disposti su un piano orizzontale e sono liberi di ruota- 
re attorno ad un asse verticale. In questo caso il procedimento di Gauss ser- 
ve a determinate soltanto la componente orizzontale del campo magnetico 
terrestre e non il campo totale 8. 


$ 64. L'induzione elettromagnetica 


1. La scoperta dell’induzione elettromagnetica, fatta da Faraday nel 
1831, è stata una delle scoperte fondamentali in elettrodinamica. Per dare 
una dimostrazione di questo fenomeno, prendiamo un magnete immobile 
ed un rocchetto i cui capi sono collegati ad un galvanometro. Se si avvicina 
il rocchetto ad uno dei poli del magnete, l’ago del galvanometro subisce una 
deviazione, il che indica che nel rocchetto passa una corrente elettrica. 
Muovendo il rocchetto in senso inverso il senso della corrente che vi circola 
si inverte. Lo stesso accade se si fa ruotare il magnete di 180° senza cambiare 
il senso di spostamento del rocchetto. Si può sostituire il magnete con un 
rocchetto percorso da una corrente (un elettromagnete). In generale, quan- 
do un rocchetto è in movimento in un campo magnetico permanente in esso 
si eccita una corrente elettrica (salvo certi casi particolari dei quali si tratterà 
più avanti) che cessa quando il rocchetto si ferma. Questa corrente si chia- 
ma corrente indotta ed il fenomeno è detto induzione elettromagnetica. Nel 
caso particolare di una rotazione uniforme del rocchetto in un campo ma- 
gnetico permanente, la corrente indotta cambia periodicamente di intensità 
e di senso. 

2. La comparsa di una corrente elettrica durante il movimento di un 
conduttore in un campo magnetico è dovuta all’azione della forza di Lo- 
rentz che compare a causa del moto del conduttore. Consideriamo il caso 
semplice di due fili paralleli AB e CD collocati in un campo magnetico uni- 
forme permanente perpendicolare al piano della figura e orientato verso il 
lettore (fig. 169). I capi A e D dei fili sono collegati fra loro e il ponte con- 
duttore BC scivola liberamente lungo i fili. Quando il ponte si sposta verso 
destra con una velocità v, insieme ad esso si muovono gli elettroni e gli ioni 
positivi: ogni carica in movimento in un campo magnetico è sottoposta alla 


forza di Lorentz F = - [vB]. Su uno ione positivo questa forza si esercita 
lungo la verticale discendente, e su un elettrone negativo lungo la verticale 
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ascendente. Per conseguenza gli elettroni cominciano a spostarsi nel ponte 
verso l’alto, cioè nel ponte circolerà una corrente diretta verso il basso. Que- 
sta è la corrente indotta. Le cariche ridistribuite creeranno un campo elettri- 
co che ecciterà correnti anche in altre parti del circuito ABCD. Sulla figura 
169 queste correnti sono rappresentate dalle frecce continue. 





Fig. 169. 


Nell’esperimento descritto la forza di Lorentz F gioca il ruolo di una for- 
za estranea che eccita una corrente elettrica. L'intensità corrispondente del 


campo estraneo è uguale a E°" = A = 2 [vB]. La f.e. m. prodotta da que- 
sto campo è detta forza elettromotrice di induzione e si indica con €29, 


Nel caso considerato €!2t = — — BI, dove / è la lunghezza del ponte. Il 
segno meno compare perché il campo estraneo [vB]èorientatoin senso con- 


trario rispetto al senso positivo di percorrenza del contorno definito dal vetto- 
re B secondo la regola del cavatappi (destrorso). Nella figura 169 questo 
senso è indicato dalle frecce tratteggiate. La grandezza /v è l’incremento del- 
l’area del contorno ABCD per unità di tempo, o la velocità di variazione 
di questa area. Perciò la grandezza vB/ è uguale a d®/dt, che è la velocità 
di variazione del flusso magnetico che attraversa l’area del contorno ABCD. 
Quindi | da 
EIN — _ cdi (64.1) 
Il risultato (64.1) resta valido anche nel caso in cui il campo magnetico uni- 
forme B forma un angolo qualunque con il piano del contorno ABCD. In- 
fatti è sufficiente scrivere il vettore 8 nella forma 8; + B,, dove 8, è la com- 
ponente tangenziale e B, quella normale al piano del contorno. La com- 


x | | .__1l , 
ponente 8; dà come contributo al campo estraneo il termine c [vB] che è 


perpendicolare al ponte. Questo termine provoca soltanto una ridistribuzio- 
ne delle cariche elettriche nel senso trasversale del ponte, ma non fa appari- 
re nessuna corrente. La corrente è dovuta soltanto alla componente normale 
B, e perciò è determinata dalla formula precedente (64.1). 

Ora è facile estendere la formula (64.1) al caso di qualunque circuito 
chiuso in movimento arbitrario in un campo magnetico permanente non 
uniforme. Per questo è sufficiente scomporre, mentalmente, il circuito in 
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segmenti infinitamente piccoli e studiare il movimento di ciascun segmento. 
Quando ciascuno di questi segmenti effettua nel campo magnetico soltanto 
uno spostamento infinitamente piccolo, il campo può essere considerato 
uniforme. Perciò la f.e.m. che si esercita tra le estremità del segmento in esa- 
me può essere rappresentata dall’espressione (64.1). Sommando le espressio- 
ni della f.e.m. per tutti i segmenti, si ottiene una formula della stessa forma, 
nella quale però per €!25 si deve intendere la f.e.m. totale che si esercita nel 
circuito chiuso costituito dal conduttore e per d®/df la velocità di variazio- 
ne del flusso magnetico attraverso una superficie qualunque delimitata dal 
contorno del conduttore. 

La formula (64.1) esprime la /egge fondamentale dell’induzione elettro- 
magnetica e dimostra che quando un conduttore, che forma un contorno 
chiuso, si muove in un campo magnetico, in esso appare una forza elettro- 
motrice proporzionale alla velocità di variazione del flusso magnetico che 
attraversa il contorno del conduttore. 

3. La formula (64.1) può essere stabilita ugualmente per mezzo della feg- 
ge della conservazione dell’energia, come fece per primo Helmholtz 
(1821-1894). Consideriamo un conduttore che abbia la forma di una spira 
chiusa nella quale è inserito un elemento galvanico di f.e.m. €. La spira si 
sposta in un campo magnetico permanente (in generale, non uniforme). Du- 
rante il tempo df le forze di Ampère applicate alla spira forniscono un 


lavoro I da. Inoltre, nella spira si produce il calore di Joule R?df. La 


somma di queste grandezze deve essere uguale al lavoro fornito dall’elemen- 
to galvanico &/ dt, cioè 


LIO + P*Rdt = EI dt. (64.2) 
Di qui L_- 1 dè 
I= di (64.3) 


Quindi, la corrente in una spira in movimento è determinata non soltanto 
dalla f.e.m. dell'elemento galvanico, ma contiene anche il termine 


1 d® MI Li 
- © di Questo termine è la f.e.m. di induzione. 


Osserviamo che l’equazione (64.2) che esprime la conservazione dell’e- 
nergia ammette come soluzione anche .7 = 0. La legge della conservazione 
dell’energia non aiuta a decidere quale delle due soluzioni deve essere accet- 
tata: 7 = 00 la soluzione (64.3). Quindi, questa legge non permette di pre- 
dire l’esistenza dell’induzione elettromagnetica, senza considerazioni sup- 
plementari che permettano di eliminare in qualche modo la soluzione 
I= 0. È a questo scopo che, come fece Helmholtz, nella spira viene inseri- 
to un elemento galvanico di f.e.m. é. Il fatto che la f.e.m. supplementare 


_ 2 de che appare a causa del movimento del conduttore, non dipenda 
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da é permette di concludere che la stessa f.e.m. deve apparire nella spira in 
movimento in assenza dell’elemento galvanico. Si può fare a meno anche 
dell’uso dell’elemento galvanico, se si ammette che una corrente di induzio- 
ne debba comunque apparire in una spira in movimento. In quest’ultimo 
caso la legge della conservazione dell’energia permette di determinare l’in- 
tensità di questa corrente e, quindi, il valore della f.e.m di induzione. Que- 
sto è il vero significato delle considerazioni di Helmholtz. 

4. Correnti di induzione possono apparire anche in conduttori immobi- 
li. Prendiamo, ad esempio, un conduttore che abbia la forma di un cappio 
ed un magnete permanente. Se si muove il conduttore appare una corrente 
di induzione. Che cosa succederà se si mette il magnete in movimento la- 
sciando fermo il conduttore? Lo stato di quiete ed il movimento sono nozio- 
ni relative. L’effetto di induzione deve dipendere soltanto dal movimento re- 
lativo del conduttore e del magnete. Ne deriva che lo spostamento del ma- 
gnete deve essere accompagnato dall’apparizione nel conduttore della me- 
desima corrente di induzione che appariva durante il movimento corrispon- 
dente del conduttore. L'esperimento conferma pienamente questa conclusio- 
ne. Prendiamo il rocchetto che abbiamo già utilizzato, colleghiamolo ad un 
galvanometro ed avviciniamo il magnete al rocchetto. La lancetta del galva- 
nometro devierà, indicando che nel rocchetto è apparsa una corrente elettri- 
ca. Se si allontana il magnete dal rocchetto, la lancetta del galvanometro de- 
via in senso inverso, cioè la corrente di induzione si inverte. Lo stesso avvie- 
ne se si fa ruotare il magnete di 180° senza cambiare il senso del movimento 
del magnete. Se si mette il magnete in rotazione, la corrente di induzione 
nel rocchetto cambierà periodicamente di verso. Quando il movimento del 
magnete cessa, la corrente indotta sparisce. Si può sostituire il magnete con 
un elettromagnete o con un altro rocchetto percorso da una corrente che ec- 
cita un campo magnetico. Quando questi si muovono, nel rocchetto immo- 
bile sorge una corrente elettrica. 

In questi esperimenti con il magnete in movimento varia il flusso ma- 
gnetico che attraversa il rocchetto immobile. Ma si può realizzare la medesi- 
ma variazione del flusso magnetico senza mettere il magnete in movimento. 
È sufficiente collocare il rocchetto in un campo magnetico variabile, scelto 
in modo tale che nel punto in cui è collocato il rocchetto esso sia esattamen- 
te uguale al campo magnetico prodotto da un magnete mobile; questa sosti- 
tuzione non modificherà le condizioni fisiche nelle quali si trova il rocchet- 
to, ed è logico quindi che la corrente di induzione eccitata nel rocchetto non 
cambi. L'esperienza conferma questa supposizione. Prendiamo due rocchet- 
ti immobili, uno dei quali è posto all’interno dell’altro. Se si fa passare in 
un rocchetto una corrente alternata, il secondo rocchetto sarà percorso da 
una corrente elettrica indotta. Quindi perché appaia una corrente di indu- 
zione è essenziale la variazione del flusso magnetico attraverso il conduttore 
e non il procedimento utilizzato per realizzare questa variazione del flusso. 

Descriviamo anche un altro esempio che canferma la conclusione succi- 
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tata. Infiliamo su uno dei bracci di un magnete a ferro di cavallo un roc- 


chetto legato ad un galvanometro (fig. 170). Se si collegano i poli del ma- 
gnete con una barra di ferro, si fa variare il flusso magnetico attraverso il 
rocchetto. Nel rocchetto appare una corrente di induzione che farà deviare 
la lancetta del galvanometro. Quando si toglie la barra di ferro, il flusso ma- 
gnetico varia in senso inverso. Per conseguenza varia il senso della corrente 
di induzione e la deviazione della lancetta del galvanometro. 

Quindi ogni volta che varia il flusso magnetico che attraversa un contor- 
no di un conduttore chiuso, immobile oppure mobile, questo contorno sarà 
percorso da una corrente di induzione e la f.e.m. di induzione sarà in tutti 
i casi definita dalla formula (64.1). 





Fig. 170. Fig. 171. 


$ 65. La legge di Lenz 


1. La formula (64.1) permette di determinare la grandezza ed il senso 
della corrente di induzione. Infatti, consideriamo in un campo magnetico 
un conduttore chiuso sotto forma di una spira il cui senso di circolazione 
positivo forma con la direzione del campo un sistema di riferimento de- 
strorso (nella figura 171 il campo magnetico è diretto verso il lettore). Am- 
mettiamo che il flusso magnetico ® aumenti. Secondo la formula (64.1) la 
grandezza €°"9 sarà negativa e di conseguenza la corrente di induzione per- 
correrà la spira nel senso negativo di circolazione. Questa corrente indeboli- 
sce il campo magnetico esterno e si oppone quindi all'aumento del flusso 
magnetico. Se si suppone ora che il flusso magnetico ® diminuisca, la gran- 
dezza €" sarà positiva e la corrente di induzione percorrerà la spira nel 
senso positivo e si opporrà all’indebolimento del campo e del flusso magne- 
tico. Quindi /a corrente di induzione è sempre diretta in senso tale da oppor- 
si alla causa che la genera. Questa regola è stata determinata per la prima 
volta da Lenz (1804-1865). Le Chatelier (1850-1936), poi Braun (1850-1918) 
hanno generalizzato la regola di Lenz e l’hanno estesa a tutti i fenomeni fisi- 
ci (cfr. v. II, $ 51). 

2. Sospendiamo un magnete rettilineo NS al di sopra di una bobina, te- 
nendolo in equilibrio per mezzo di un contrappeso (fig. 172). Inseriamo un 
galvanometro nel circuito. Se si introduce rapidamente il magnete nella bo- 
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bina, appare una corrente di induzione che fa deviare la lancetta del galva- 
nometro. Dopo aver osservato il senso di deviazione del galvanometro, inse- 
riamo una batteria nel circuito della bobina e del galvanometro (per non 
deteriorare il galvanometro esso deve essere collegato in parallelo poiché la 
batteria produrrà una corrente assai più forte della corrente di induzione). 
Montiamo il circuito in modo tale che la corrente prodotta dalla batteria 
faccia deviare la lancetta del galvanometro nello stesso senso che la corrente 
di induzione, le due correnti circolano quindi nella stessa direzione. L’esperi- 
mento mostra che in questo caso la corrente della batteria respinge il ma- 
gnete fuori dalla bobina conformemente alla legge di Lenz. Ma se la corren- 
te della batteria è di senso contrario rispetto alla corrente di induzione, il 
magnete viene attirato, in conformità con la stessa regola. Effetti analoghi 
si osservano anche quando si estrae il magnete dalla bobina. 





Fig. 172. 


Prendiamo una bobina il cui nucleo è composto da molte aste di ferro 
disposte orizzontalmente. Al centro della bobina viene inserita un’asta di 
ferro molto liscia la cui lunghezza (— 1 m)è circa tre volte più grande di 
quella della bobina. Infiliamo sull’asta un anello di alluminio avente un dia- 
metro maggiore in modo che possa muoversi facilmente. Se si fa passare 
corrente nella bobina, nell’anello appare una corrente di induzione di senso 
opposto e l’anello sarà respinto. Se la corrente di alimentazione è sufficien- 
temente intensa, l’anello sarà bruscamente respinto quasi fino all’estremità 
dell’asta. Se si apre il circuito la corrente di induzione sarà diretta in senso 
inverso e farà ritornare l’anello quasi al punto di partenza. Si può sostituire 
l’anello con una piccola bobina a sospensione bifilare. 

L’esperimento è molto più spettacolare se si utilizza la corrente alternata 
della rete urbana per alimentare la bobina, come nell’esperimento realizzato 
da Elihu Thomson (1853-1937). La bobina, munita del suo nucleo di ferro 
è posta ora verticalmente. Si infila sul nucleo di ferro (l’asta) un grosso anel- 
lo di alluminio. (Si utilizza l’alluminio perché è un metallo leggero dotato 
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di grande conduttività elettrica.) Quando ci si collega con la rete urbana, 
la corrente eccita nell’anello una corrente di induzione di senso opposto. Le 
due correnti si respingono reciprocamente ma la forza di repulsione non è 
costante e varia periodicamente con una frequenza doppia di quella della 
corrente della rete urbana. Consideriamo infatti un istante in cui le due cor- 
renti abbiano raggiunto il massimo e circolino in sensi contrari. Allora sarà 
anche massima la forza di repulsione. Alla fine di un semiperiodo, la cor- 
rente urbana e quella di induzione si invertono e la forza di repulsione rag- 
giunge il medesimo valore massimo. Se si chiude bruscamente il circuito sul- 
la rete urbana, la forza di repulsione fa saltare l’anello fino al soffitto del 
laboratorio. Se si immobilizza l’anello per mezzo di pinze, esso si riscalda 
fortemente poiché essendo la sua resistenza trascurabilmente piccola, l’in- 
tensità della corrente di induzione nell’anello è molto forte. Si piò realizzare 
l'esperimento di riscaldamento sostituendo l’anello di alluminio con un sot- 
tile anello di rame. A causa della grande densità del rame e della grande resi- 
stenza dell’anello quest’ultimo non sarà respinto ma soltanto riscaldato. 


» 





Fig. 173. 


3. Nei conduttori massicci che si muovono in un campo magnetico o che 
sono posti in un campo magnetico variabile appaiono correnti di induzione 
rotazionali dette correnti di Foucault. Fisicamente esse non differiscono in 
nulla dalle correnti di induzione eccitate nei fili conduttori. Per mezzo delle 
correnti di Foucault si può realizzare un interessante esperimento che illu- 
stra la legge di Lenz. Si prende un pendolo ricavato da una spessa lastra di 
rame ed avente la forma di un settore troncato (fig. 173). Il pendolo è sospe- 
so ad un’asta e può oscillare liberamente attorno ad un asse orizzontale tra 
i poli di un grosso elettromagnete che crea un campo magnetico di 
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=- 5000 G. Finché l’elettromagnete non è alimentato, il pendolo oscilla qua- 
si sensa smorzamento; ma se si chiude il circuito nell’avvolgimento dell’elet- 
tromagnete si crea un campo magnetico. In questo caso le oscillazioni del 
pendolo fanno apparire correnti di induzione di Foucault, che conforme- 
mente alla legge di Lenz, ne frenano il movimento e il pendolo si arresta 
quasi subito. Se si sostituisce il settore del pendolo con un settore a forma 
di pettine a denti lunghi (cfr. fig. 173), l’induzione delle correnti di Foucault 
risulta notevolmente ridotta ed il pendolo continua ad oscillare nel campo 
magnetico con uno smorzamento molto più debole. Questo esperimento 
permette di spiegare perché i nuclei degli elettromagneti e dei trasformatori 
sono realizzati non con un pezzo omogeneo di ferro ma con lamine di ferro 
sovrapposte le une alle altre. Nei nuclei così costruiti le correnti di Foucault 
sono assai più deboli ed è quindi assai inferiore la quantità di calore prodot- 
to per effetto Joule. 

Prendiamo un disco di alluminio o di rame, di 4-5 cm di diametro e di 
4-6 mm di spessore e lasciamolo cadere nello spazio fra i poli dell’elettroma- 
gnete. Se il campo magnetico non è applicato, il disco si muove molto velo- 
cemente, in caduta libera. Applichiamo ora il campo magnetico di 
- 5000Ge ripetiamo l’esperimento. La caduta del disco diventa lenta e ri- 
corda il moto di un corpo in un mezzo molto viscoso. Se si pone al di sopra 
di un ago magnetico un disco di rame in posizione orizzontale e poi lo si 
mette in rotazione attorno all’asse verticale, l'ago magnetico comincerà an- 
ch’esso a ruotare nello stesso senso. Il movimento relativo dell’ago e del di- 
sco eccita in quest’ultimo delle correnti di Foucault le quali in virtù della 
legge di Lenz tendono a rallentare questo movimento relativo. Per conse- 
guenza l’ago comincia a ruotare insieme con il disco. 


$ 66. Concezione maxwelliana dell’induzione elettromagnetica 


1. Quando un conduttore si muove in un campo magnetico permanente, 
la corrente di induzione viene determinata dalla componente magnetica del- 


la forza di Lorentz —- [vB]. Allora quale è la forza che eccita una corrente 


indotta in un conduttore immobile che si trova in un campo magnetico va- 
riabile? Secondo Maxwell, ogni campo magnetico variabile eccita un cam- 
po elettrico nello spazio circostante. Questo campo elettrico è la causa delle 
correnti di induzione che appaiono nei conduttori. Maxwell dà ha seguente 
formulazione della legge dell’induzione elettromagnetica: ogni variazione 
del campo magnetico rispetto al tempo fa apparire un campo elettrico nel 
mezzo circostante. La circuitazione del vettore E di questo campo elettrico 
lungo qualunque contorno chiuso immobile s è determinata dall’espres- 
sione 


$ (E ds) = 2 co Ia (66.1) 
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dove ® è il flusso magnetico che attraversa il contorno s. Per indicare la ve- 
locità di variazione del flusso magnetico abbiamo utilizzato la notazione di 
derivata parziale, e non totale, per sottolineare che il contorno s dev'essere 
immobile. 

Esiste una differenza essenziale tra le interpretazioni di Maxwell e di Fa- 
raday circa il fenomeno dell’induzione magnetica. Secondo Faraday, l’indu- 
zione elettromagnetica consiste nell'eccitazione di una corrente elettrica che 
si può osservare soltanto per mezzo di conduttori chiusi. Maxwell, per con- 
tro, ritiene che l’essenza del fenomeno consista prima di tutto nell'eccitazio- 
ne di un campo elettrico e solo in secondo luogo nella comparsa di correnti 
elettriche. L’induzione elettromagnetica può essere osservata anche quando 
non c'è nessun conduttore nello spazio considerato. La comparsa di una 
corrente indotta in un conduttore chiuso posto in un campo magnetico va- 
riabile non è che una delle manifestazioni dell’esistenza del campo elettrico 
E creato in conseguenza di una variazione del campo magnetico. Ma il cam- 
po E può manifestarsi in diversi altri modi, ad esempio, provocando la pola- 
rizzazione di un dielettrico o una scarica distruttiva in un condensatore, ac- 
celerando o rallentando il movimento delle particelle cariche, ecc. Questo 
campo può fare apparire una corrente elettrica anche in un conduttore non 
chiuso, come dimostra la seguente esperienza. 

Prendiamo due bobine vicine in modo che l’asse di una sia il prolunga- 
mento dell’asse dell’altra. Colleghiamo i capi della prima bobina ad un ge- 
neratore acustico, cioè ad un dispositivo che può eccitare delle correnti al- 
ternate di frequenze comprese nella gamma acustica. I capi dell’altra siano 
collegati alle piastre orizzontali di un oscillografo elettronico. Quando si fa 
passare nella bobina una corrente alternata, si vede che lo spot dell’oscillo- 
grafo si sposta, sebbene il circuito del secondo rocchetto sia aperto. Sullo 
schermo si vede che lo spot luminoso si muove alternativamente verso l’alto 
e verso il basso, e descrive una linea verticale che diventa una sinusoide 
quando si fornisca l’alimentazione al circuito di scansione orizzontale dello 
spot. Questo dimostra che un campo elettrico alternato si è stabilito tra le 
piastre orizzontali dell’oscillografo. Le piastre risultano cariche e la lord ca- 
rica varia periodicamente nel tempo. La seconda bobina è percorsa da cor- 
renti di induzione alternate, e questo nonostante che il suo circuito sia 
aperto. 


L’enunciato della legge di induzione formulato da Maxwell ha dunque 
un carattere più generale di quello di Faraday e costituisce una delle più im- 
portanti generalizzazioni dell’elettrodinamica. L’enunciato di Maxwell è 
espresso sotto forma matematica dalla formula (66.1), dove s indica un con- 
torno matematico chiuso qualunque, che può essere condotto anche in un 
dielettrico e non necessariamente in un conduttore, come risulta dall’enun- 
ciato di Faraday. Il flusso magnetico ® è definito dall’integrale 


d = $ B ds (66.2) 
S 
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esteso ad una superficie arbitraria S delimitata dal contorno s. Perciò la for- 
imula (66.1) può essere seritta nel forma 


1 ( 38 
pe dsj = 24 \B ds = -— e \9r dS. (66.3) 
S 


Questa equazione è matematicamente simile all’equazione (55.5), dove il 


vettore 47j è sostituito dal vettore — di Si può quindi mettere quest’e- 


quazione in forma differenziale procedendo esattamente come nel caso del- 
l'equazione (55.5). Si ottiene così il seguente risultato: 


1 90B 

rotE = —- TI: (66.4) 
Questa è la forma differenziale della legge dell’induzione elettromagnetica. 
L'equazione (66.3) e l'equazione (66.4), ad essa equivalente, sono fra le più 
importanti relazioni della teoria del campo elettromagnetico e fanno parte 
del sistema di equazioni di Maxwell. 

2. In elettrostatica le cariche elettriche immobili sono le sorgenti del 
campo elettrico. Per un tale campo l’integrale è £ ds preso lungo qualsiasi 
contorno si annulla. Per questo il solo campo elettrostatico non può assicu- 
rare un flusso permanente di cariche elettriche lungo conduttori chiusi. Per 
contro il campo elettrico eccitato da un campo magnetico variabile rispetto 
al tempo è un campo che non ha un potenziale, esso è un campo rotaziona- 
le. Il rotore di questo campo e la sua circuitazione sono, in generale, diffe- 
renti da zero. Per conseguenza il campo rotazionale può da solo, senza in- 
tervento di altre forze, provocare il flusso permanente delle cariche elettri- 
che nei conduttori chiusi. Questo flusso si manifésta sotto forma di correnti 
di induzione. 

3. Nel caso generale in cui un conduttore si sposta in un campo magneti- 
co variabile, la corrente di induzione è eccitata, da una parte, dalla forza 


elettrica eE e, d’altra parte, dalla forza magnetica € [vB]. Addizionando 
° Cc 


queste due forze si può dire che in tutti i casi la corrente di induzione è crea- 
ta dalla forza di Lorentz totale 


F = e(E + Z 18) | (66.5) 


I contributi relativi delle componenti elettrica e magnetica della forza di Lo- 
rentz alle correnti di induzione dipendono dal sistema di riferimento scelto. 
Infatti la divisione del campo elettromagnetico in campi elettrico e magneti- 
co dipende dal sistema di riferimento adottato per lo studio dei fenomeni. 
Prendiamo due sistemi di riferimento, uno « immobile » S e l’altro 
« mobile » S”. Sia V la velocità del sistema di riferimento S' rispetto al si- 
stema S. Quando si passa da un sistema all’altro, i vettori E e B si trasforma- 
no in modo ben determinato. Le leggi di queste trasformazioni, che vengo- 
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no stabilite nella teoria della relatività, saranno esposte nel volume IV di 
questo Corso. Per il momento è possibile farsi un’idea di queste leggî di tra- 
sformazioni considerando il caso in cui la velocità V sia piccola rispetto alla 
velocità della luce c. Le formule riportate qui sotto coincidono con le for- 
mule relativistiche esatte al primo ordine di approssimazione rispetto al rap- 
porto V/c, che è, per ipotesi, piccolo. 

Sia v la velocità di una particella rispetto al sistema di riferimento S e 
v’ la sua velocità rispetto al sistema S’. Queste velocità sono legate dalla 
relazione v = vw’ + VW. Nel sistema di riferimento S la forza applicata ad 
una particella che porta'la carica e è determinata dall’espressione (66.5) e 


nel sistema di riferimento S’ questa forza è F' = e(E’ + z [v' B']), dove 
E' e B' sono i campi elettrico e magnetico nel sistema di riferimento S'. 


In meccanica non relativistica ogni forza è invariante, F’ = F. Di conse- 
guenza, sostituendo nella formula (66.5) la velocità »v alla velocità v’ + V 


si ottiene F’ = e(E + z [VB]) + A [v' B]. Per ottenere l’intensità E’ è suf- 
ficiente considerare una particella che sia in stato di quiete nel sistema S', 
il che equivale a porre nell’espressione precedente v’ = 0. Si ottiene 
allora F' = e(E+ Z [VB]). D’altra parte, questa stessa forza è data da 
F' = eE'’. Confrontando le due espressioni, si ottiene 

E' = E +1 [VB]. (66.6) 


Quest’equazione esprime la legge non relativistica della trasformazione del 
campo elettrico. Non si può stabilire una legge analoga per il campo magne- 
tico senza ricorrere alla teoria della relatività, perciò riportiamo questa leg- 
ge senza dimostrarla 


B'=B- z [VE]. (66.7) 


Ci si può domandare se esista un sistema di riferimento in cui il campo 
elettromagnetico si riduca ad un campo puramente elettrico o ad un campo 
puramente magnetico. Perché esso diventi puramente elettrico, bisogna che 


B' =0,0 in virtù della formula (66.7) che B — — LIVE] = 0. Scritta nella 
forma B — — 1 ty xE] = 0, quest’equazione definisce la componente tra- 


sversale della velocità Y (rispetto al vettore E). La componente longitudina- 
le della velocità V resta indeterminata. Moltiplicando vettorialmente que- 
st’ultima equazione per £, si ottiene 


Cc 
Vi = pr EDI. 
Si vede che un sistema di riferimento con le proprietà richieste non sem- 
pre esiste. Non è escluso che quest’ultima equazione possa condurre a 


V. > c, ma questo è impossibile. È vero che in teoria non relativistica 
non c'è ragione per una tale conclusione poiché le formule (66.6) e (66.7) 
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sono valide soltanto se V « c. Tuttavia la conclusione stessa è corretta, co- 
me mostrano le formule relativistiche esatte di trasformazione dei campi. 
Non sempre è possibile determinare un sistema di riferimento nel quale il 
campo elettromagnetico si riduca ad un campo puramente magnetico. Ne 
risulta che nel caso generale la corrente di induzione è dovuta all’esistenza 
simultanea del campo elettrico e di quello magnetico, e non è sempre possi- 
bile considerarla, in un opportuno sistema di riferimento, come la manife- 
stazione di uno solo di questi campi. 


$ 67. Il flussometro e la fascia di Rogovskij 


Il fenomeno dell’induzione elettromagnetica costituisce una base 
conveniente per elaborare un procedimento semplice per la misura 
dell’intensità dei campi magnetici. Colleghiamo ad un galvanometro 
balistico i capi di una piccola spira di filo conduttore ponendola in modo 
che il suo piano sia perpendicolare al campo magnetico. La spira sarà attra- 
versata da un flusso magnetico ®. Togliendo rapidamente la spira dal ca- 
mpo, o facendola ruotare attorno al diametro di 90°, il flusso magnetico 
diventerà uguale a zero. Si può ottenere lo stesso risultato interrompendo 
la corrente prodotta dal campo magnetico. Quando il flusso magnetico che 
passa attraverso la spira varia, quest’ultima è percorsa da una corrente di 
breve durata 

1 dè 
737 Re di’ 
dove R è la somma delle resistenze della spira, del galvanometro e dei fili 
di connessione. Nel corso del tempo in cui il flusso varia da ® a 0, il galva- 
nometro sarà attraversato da una quantità di elettricità uguale a 


t 


q=- Re (d di = © (67.1) 
0 

La deviazione del galvanometro balistico è proporzionale alla carica q e 
permette quindi di misurare questa carica. Conoscendo g, si può calcolare, 
per mezzo della formula (67.1), il flusso magnetico ® e dedurne di conse- 
guenza l’induzione 8. Per accrescere la sensibilità dello strumento, è utile 
sostituire la spira singola con una piccola bobina piatta a molte spire. Se 
n è il numero totale di spire e S l’area di una spira, si ha P = nSB. Queste 
bobine utilizzate sia per la misura del flusso magnetico che dell’induzione 
B costituiscono il cosiddetto flussometro. Questo dispositivo di misura può 
essere preliminarmente graduato perché indichi direttamente il valore di ® 

o l’intensità di 8. 
Il fenomeno della induzione elettromagnetica può essere utilizzato 
anche per la misura delle tensioni magnetiche, cioè dell’integrale lineare 
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{ B ds. In generale il valore di questo integrale dipende non soltanto dalle 
12 

posizioni dei punti iniziale 1 e finale 2, ma anche dalla curva 12 che li con- 
giunge. Ma in determinate condizioni si può definire un insieme di curve, che 
collegano i punti 1 e 2, di modo che l’integrale | 8 ds lungo tutte queste cur- 
ve abbia un medesimo valore. È così ogni volta che risulta possibile passare 
da una curva ad un’altra attraverso una deformazione continua nel corso 
della quale non si intercetta nessuna corrente elettrica. Prendiamo un filo 
arrotolato a spirale attorno ad una fascia di materiale flessibile e colleghia- 
mo gli estremi del filo ad un galvanometro balistico (fig. 174,a). Facciamo 
coincidere l’asse della spirale con la linea lungo la quale si deve misurare la 
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Fig. 174. 


tensione magnetica tra i punti / e 2. Si può misurare il flusso magnetico ® 
attraverso la spirale osservando le indicazioni del galvanometro balistico 
esattamente come si faceva per mezzo del flussometro. Il flusso può essere 
rappresentato con 


d = [Sn B ds. 


S indica qui l’area di una spira, n il numero di spire per unità di lunghezza 
della spirale. Se i valori di n e di S sono costanti lungo la spirale, si ha 
d = Sn \(B ds). Di qui 


\e ds) = <- - A q. (67.2) 


Nelle considerazioni riportate si è commesso qualche errore. Il campo ma- 
gnetico della spirale si compone dei campi magnetici delle correnti circolari 
di cui abbiamo tenuto conto. Ma esiste anche una componente della corren- 
te, parallela all’asse della spirale che crea un campo magnetico di cui non 
abbiamo tenuto conto. Inoltre c'è anche un campo magnetico creato dai fili 
di connessione. Al fine di eliminare l’influenza di questi campi magnetici, 
l’avvolgimento attorno alla fascia viene realizzato in due strati sovrapposti 
e avvolti in sensi opposti (fig. 174,b). Gli estremi del filo escono in uno stes- 
so punto, ad esempio, nel mezzo della fascia; i fili di collegamento vengono 
attorcigliati fra loro. Questo dispositivo prende il nome di fascia di Rogov- 
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skij. Per misurare una tensione magnetica, si pone la fascia di RogovskiJ tra 
i punti dati e lungo la curva data nel campo magnetico. Si interrompe poi 
la corrente che eccita il campo magnetico e si misura la deviazione del galva- 
nometro, che è proporzionale alla tensione magnetica cercata. 


Problemi 


1. Analogia meccanica del fenomeno di induzione elettromagnetica. Un tubo piegato a 
forma di toro e riempito di liquido si trova nel campo gravitazionale della Terra. Quando si 
fa ruotare il toro attorno al suo diametro, il liquido si mette in movimento lungo l’asse del tubo. 
Questo movimento è analogo alla corrente di induzione che appare durante il movimento di 
un conduttore nel campo magnetico. Il ruolo della forza di Lorentz è assunto dalla forza di 
inerzia di Coriolis, dovuta alla rotazione della Terra attorno al suo asse. Questo esperimento 
può servire a dimostrare la rotazione della Terra e a misurare la velocità angolare di questa ro- 
tazione. Basandosi sull’analogia che esiste tra quest’effetto e l’induzione elettromagnetica sta- 
bilire una teoria quantitativa dell’effetto ammettendo che il liquido sia incompressibile e privo 
di viscosità e che l’area della sezione trasversale del tubo sia dappertutto costante. 

Soluzione. Considereremo il movimento del liquido in un sistema di riferimento legato al- 
la Terra in rotazione. Questo movimento relativo si effettua sotto l’azione delle seguenti forze: 
la forza di gravità, i gradienti di pressione del liquido, la forza di inerzia centrifuga e la forza 
di inerzia di Coriolis. Salvo la forza di Coriolis, tutti questi campi di forza sono conservativi. 
Si può quindi rappresentare il movimento relativo del liquido nella forma 


a= 2109] + a’, 


dove £ è la velocità angolare di rotazione assiale della Terra, v = vrei la velocità del liquido 
rispetto alla Terra ed a’ è l'accelerazione dovuta alle forze potenziali. Si può eliminare il vettore 
potenziale a’ sostituendolo con la circuitazione del vettore a lungo un contorno chiuso. Se 
prendiamo come contorno chiuso l’asse del toro, si ha 


da ds = $Scds, 


dove fc = 2[vf] è la forza di Coriolis applicata all’unità di massa del liquido. Dato che il liqui- 
do è incompressibile e che la sezione trasversale del tubo è costante, la componente assiale del- 
l'accelerazione as è uguale dappertutto. Portandola fuori dal segno di integrale, si ottiene 
as = © /s, doves è la lunghezza del tubo e €’indica l’integrale pd fcds. Questa formula è analoga 
alla legge di Ohm. Il ruolo dell’intensità di corrente, della resistenza e della forza elettromotrice 
è assunto rispettivamente dalle grandezze as, s e € L’analogo del campo magnetico 8 è la velo- 
cità angolare di rotazione della Terra moltiplicata per due, 20. Perciò, in virtù della legge del- 
l’induzione elettromagnetica, si può scrivere £ = — d®/dt, dove ® è il flusso del vettore 20 
che attraversa il contorno s. Quindi 


1. = dV_ _ _ 1 d® 
5 dt © s dt’ 
da cui 
1 
V= — pini (67.3) 


dove V indica la componente assiale della velocità del liquido. 


Ammettiamo che il toro abbia forma circolare di raggio R e cne sia in posizione orizzonta- 
le nell’istante iniziale. Sia S il vettore della superficie del toro quand ‘ si trova in posizione oriz- 
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zontale. Facciamolo ruotare di 180° attorno ad un asse orizzontale. Si ha allora 


Din = 2185), d; = -2(29), 
AD — 4(25) = — 405 sind, 


dove è è la latitudine geografica del luogo in cui si effettua l'esperimento. Sostituendo nella 
formula (67.3) S = xR?, s = 2xR e supponendo che il liquido sia immobile nell’istante inizia- 
le, si ottiene 


V = 20R sind. 


Se il toro è in stato di quiete nella posizione finale, il liquido si muove con velocità 
V = 20R sind. AI polo 3 = 90° e V = 20R. È facile ottenere lo stesso risultato rapportando 
tutti i movimenti ad un sistema di riferimento « immobile ». All’equatore V = 0. 

2. Si mantiene ai morsetti di un generatore una tensione costante V = 120 V. Ai morsetti 
sono collegati in serie un reostato ed un motore elettrico, di resistenza totale r = S ohm. In 
queste condizioni attraverso l’avvolgimento del motore passa una corrente 7 = 10 A. Si isola 
il motore dalla sorgente e lo si collega ad una resistenza R = 100 ohm (ivi compresa la resisten- 
za propria del motore) e poi lo si utilizza come dinamo. Si calcoli l’intensità i della corrente 
eccitata nel circuito del motore quando lo si fa ruotare con la stessa velocità angolare. 

Risposta. i = V/R — ?r/R = 0,7 A. 

3. Lungo due aste verticali i cui estremi inferiori sono collegati ad una resistenza 
R = 2 ohme ii cui estremi superiori sono interconnessi attraverso una pila di f.e.m. 
& = 1 Ve di resistenza interna r = 2 ohm, scivola senza attrito un ponte conduttore A2 di 
lunghezza / = 10 cm e di massa m = I10 g (fig. 175). Questo circuito si trova in un campo 
magnetico uniforme la cui induzione 8 è perpendicolare al piano della figura, punta verso il 





Fig. 175. Fig. 176. 


lettore ed è numericamente uguale a B = 10° G. Si calcoli la velocità uniforme di spostamento 

del ponte conduttore 428 nel campo di gravità, trascurando sia l’attrito sia la resistenza delle 

aste e del ponte conduttore A8. 

mgRc — € BI 
2B°1° 

la velocità v è orientata lungo la verticale discendente. 

4. Lungo due aste verticali, collegate in alto ed in basso da due resistenze R = 0,01 ohm, 
scivola senza attrito un ponte conduttore 48 di lunghezza / = 100 cm, di massa m = 100 g 
ed avente una resistenza R = 0,01 ohm (fig. 176). Il circuito è posto in un campo magnetico 
uniforme la cui induzione 8 è perpendicolare alla figura ed è uguale a B = 10 000 G. Si calcoli 
la velocità di spostamento massima che può essere raggiunta dal ponte in caduta libera nel 
campo di gravità trascurando l’attrito e la resistenza delle aste. 


Risposta. v = c = +500 cm/s = S m/s. Il segno « più » significa che 
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2 

Risposta. v = 3 mere = 1,5 cm/S. 

2 B°l 

5. Una lunga piastra in metallo non magnetico priva di cariche elettriche si muove di moto 
uniforme in un campo magnetico uniforme B = 1800 G con velocità v = 6,28-10” cm/s. I vet- 
tori v e B sono reciprocamente perpendicolari e paralleli ai piani della piastra. Si calcoli la den- 
sità superficiale delle cariche elettriche che appaiono sulla piastra a causa del suo movimento. 

Risposta. o = vB/(4xc) = 0,3 un. CGSE = 107!° C/cm?. L’elettricità negativa si sposta 
nel senso del vettore [vB] e l’elettricità positiva in senso inverso. 

6. Un lungo cilindro non carico, di raggio R = 12,56 cm, di metallo non magnetico, ruota 
con una velocità angolare costante w = 60 rad/s in un campo magnetico uniforme 
B = 3000G parallelo all’asse del cilindro. Si calcoli la densità superficiale o delle cariche elet- 
triche che appaiono sulla superficie laterale del cilindro a causa della sua rotazione. Precisare 
il segno delle cariche supetficiali nel caso in cui i vettori w e 2 siano orientati nello stesso senso. 
Si trascuri il campo magnetico dovuto alle cariche e agli effetti di inerzia elettronica. 

Risposta. o = wBR/(4xc) = 6-1077 un. CGSE = 2-10 7 !9 C/cm?. Le cariche superficiali 
sono positive. 

7. Una sfera di raggio a di metallo non magnetico è in moto uniforme in un campo magne- 
tico costante ed uniforme 8 con una velocità v inclinata rispetto alla direzione del campo. Si 
calcoli l’intensità del campo elettrico all’interno ed all’esterno della sfera in un sistema di riferi- 
mento « immobile » rispetto al quale la sfera si muove con la velocità v. Si calcoli anche le 
densità superficiale e di volume delle cariche indotte. Si trascuri il campo magnetico dovuto 
alle cariche indotte in movimento. 

Soluzione. Dato che nello stato di equilibrio la corrente all’interno della sfera deve annul- 


. |. . 1 . 
larsi, il campo elettrico E° deve essere compensato dalla forza — [vB]. Il campo elettrico 
c 


all’interno della sfera è quindi 
i) 1 
E = - -— [vB]. 
c 


Non ci saranno cariche di volume all’interno della sfera poiché div E° = 0. La componente 
tangenziale del campo E° e per conseguenza del campo esterno E° sulla superficie della sfera 
sarà uguale a Eg = — E° sind, dove d è l’angolo tra la direzione del vettore E° ed îl raggio 
vettore r condotto dal centro della sfera. Il campo esterno E‘ può essere visto come il campo 
creato da un dipolo p posto al centro della sfera 


3 . 
r 
Il vettore p può essere facilmente determinato conoscendo il valore della componente tan- 
genziale Es. Si ottiene così 


E© = 


E© = 3@D,_ p 
r 


3 3 
3a (08) N) r- -£, [VB]. 
cr cr 





La densità superficiale delle cariche elettriche o si deduce dal salto delle componenti nor- 
mali del campo elettrico. Essa è uguale a 


3 
°= rc ([vB] n), 





dove n è il vettore unitario della normale esterna alla superficie della sfera. 

8. Come si può misurare per mezzo del flussometro il campo magnetico all’interno di un 
lungo solenoide chiuso da coperchi non magnetici senza introdurre il flussometro all’interno 
del solenoide? L’avvolgimento del solenoide arriva fino alle estremità del supporto cilindrico. 

Risposta. Per mezzo di un flussometro di dimensioni piccole rispetto al raggio del solenoi- 
de si misurerà il campo magnetico al centro di una delle basi del cilindro. Il campo all’interno 
del solenoide è due volte più grande. 

9. Si pone un piccolo magnete rettilineo NS al centro di un anello rotondo di raggio a 
composto da N spire di filo le cui estremità sono collegate ad un galvanometro balistico. L'asse 
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del magnete è perpendicolare al piano dell’anello. Quando si estrae il magnete dall’anello il gal- 
vanometro balistico devia. Come si fa per calcolare, in base al valore di questa deviazione, il 
momento magnetico WM del magnete? 

Soluzione. Quando si estrae il magnete dall’anello attraverso il circuito passa una quantità 
di elettricità uguale a Q = AP/R, dove A® è la variazione del flusso magnetico attraverso l’a- 
nello e R è la resistenza del circuito (compresa la resistenza del galvanometro). Per calcolare 
A® supporremo dapprima che l’anello sia costituito da una sola spira. Lontano dal magnete 
il campo magnetico è B = M/r}. Questa espressione non è più valida in prossimità o all’inter- 
no del magnete, ma il flusso totale attraverso il piano infinito che contiene la spira è uguale 
a zero. Perciò per calcolare A® si può considerare la porzione infinita di piano esterna alla spi- 
ra dove l’espressione indicata è valida. Ciò significa che l’integrazione si può effettuare fra gli 
estremi r = 4er = co. Si ottiene così AP = 2xWM/a. Per un anello di N spire questa espressio- 
ne deve essere moltiplicata per N, cioè in questo caso A® = 2xNM/a. Quindi 


RO = 2xNM/a. 


Avendo misurato Q se ne deduce M. 

10. Una piccola palla di massa m = 1g che porta una carica g = 1 un. CGSE è posta 
all’interno di un solenoide su un piano orizzontale perfettamente liscio sul quale essa può sci- 
volare senza attrito. L’asse del solenoide è verticale. Nell’istante iniziale la corrente nell’avvolgi- 
mento del solenoide è uguale a zero, poi vi si fa passare una corrente e si crea un campo magne- 
tico uniforme costante B = 100 G. Durante l’incremento dell’intensità del campo magnetico 
appare un campo elettrico sotto l’azione del quale la pallina si mette in movimento. L’incre- 
mento della corrente ha luogo in modo così rapido che nel corso della stabilizzazione del cam- 
po la pallina non ha il tempo di spostarsi di molto. Si calcoli il raggio della traiettoria circolare 
della pallina dopo la stabilizzazione del campo magnetico nonché il periodo 7 del suo moto 
su questa traiettoria, se all’istante iniziale la pallina si trovava ad una distanza A dall’asse del 
solenoide. Dopo aver analizzato i risultati numerici, rispondere alla domanda: l’effetto sarebbe 
praticamente osservabile usando delle palline macroscopiche? Quali difficoltà sorgerebbero in 
un esperimento con macroparticelle cariche? 





Fig. 177. 


Risposta. r = R/2, T = 2xmc/(qgB) = 60 anni. 

11. Si infila un toro di materiale dielettrico di permettività e su un nucleo cilindrico di 
ferro, attraverso il quale passa un flusso magnetico uniforme ® = ®o cos wi (fig. 177). Il toro 
ha un traferro d’aria infinitamente sottile risultante da due tagli infinitamente vicini paralleli 
ai piani meridiani. Si calcoli l’intensità £ del campo elettrico in questo traferro in funzione 
della distanza r dall’asse del cilindro. 

E4 


Risposta. £ = Do sin wt. 
2xcr 
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12. Un cilindro cavo di materiale dielettrico, di raggio interno ri e di raggio esterno A è 
messo in rotazione uniforme con velocità angolare w attorno al suo asse geometrico in un cam- 
po magnetico uniforme. Il vettore induzione 8 del campo magnetico è parallelo all’asse del ci- 
lindro; la permettività dielettrica del cilindro è e. Si calcoli: 1) la densità volumetrica gieg delle 
cariche legate che appaiono nel cilindro a causa della rotazione nel campo magnetico; 2) la 
carica volumetrica totale g per unità di lunghezza del cilindro; 3) le densità delle cariche super- 
ficiali sulle due superfici del cilindro; 4) la carica totale del cilindro. 

Soluzione, Una carica e che ruota insieme con il cilindro è sottoposta alla forza di Lorentz 


F=- — [vB] = — = [lr] B]} = - — (18) r. Questa forza provoca una polarizzazione del dielettrico 


uguale a quella di un campo elettrico applicato di intensità 1 — (WB) r, cioè 
c 





a E — 
P = n (WB) r = = (+B) r. 
Quindi (poiché div r = d0x/0x + dy/0y = 2) 
. e-1 
Cieé = —-divP = -— rc “ wB), 


a = femdv= - Sl Bi - PD) 


La densità superficiale delle cariche legate che si trovano sulla superficie interna del cilindro è 


e-1l 
O1 leg = — Arc (WB) ri 





e quella della superficie esterna del cilindro è 


e-1 
02 leg = Arc. (WB) r.. 


La carica totale del cilindro è uguale a zero. 


$ 68. Induttanza dei fili elettrici. Effetti che accompagnano 
la chiusura e l'apertura di un circuito percorso da corrente 


1. Consideriamo un filo elettrico sottile a forma di cappio percorso da 
una corrente continua (fig. 178). Sia B il campo magnetico creato da que- 
sta corrente. Tracciamo all’interno del filo parallelamente al suo asse un 
contorno matematico chiuso s e fissiamo su di esso un senso di percorrenza 
positivo. Sia ® il flusso magnetico del vettore 8 attraverso il contorno s. Se 
lo spazio considerato non contiene nessun corpo ferromagnetico, i valori di 
B e ® saranno proporzionali alla corrente; in tal caso si può scrivere 


® = LIM) _ LS. (68.1) 


A indica qui l’intensità della corrente nel sistema gaussiano di unità di mi- 
sura e 7 l’intensità di questa stessa corrente nel sistema CGSM. Il coeffi- 
ciente L non dipende dall’intensità di corrente, ma è determinato soltanto 
dalle dimensioni e dalla configurazione del filo: viene detto induttanza o 
anche coefficiente di autoinduzione del filo conduttore. Questa definizione 
è un po’ ambigua poiché non è stata precisata la posizione del contorno ma- 
tematico ausiliario s all’interno del conduttore. Ma nel caso di un filo sottile 
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questa imprecisione è perfettamente trascurabile. Inoltre è possibile elimi- 
narla per mezzo di un procedimento che sarà descritto nel $ 69. Per abbre- 
viare chiameremo la grandezza ® flusso magnetico attraverso il conduttore 
chiuso considerato. Però il significato esatto di questa nozione si rivela do- 
po l’introduzione del contorno matematico ausiliare s, come abbiamo fatto 
sopra. 

Per calcolare l’induttanza non si può sostituire un filo sottile con un filo 
infinitamente sottile, cioè con una linea geometrica. Infatti in questo caso 
il campo magnetico in prossimità del filo sarebbe proporzionale a 1/r, dove 
r è la distanza dal filo. Si otterrebbero allora per il flusso magnetico e per 
l’induttanza valori infiniti. Più il filo è sottile, più la sua induttanza è gran- 
de, essendo uguali tutti gli altri dati. 


Fig. 178. 


2. A titolo di esempio, calcoliamo l’induttanza di un solenoide trascu- 
rando gli effetti di bordo. Siano / la lunghezza del solenoide, N il numero 
totale di spire ed S l’area di una spira del solenoide. All’interno del solenoide 
l’induzione del campo magnetico è 


Il flusso magnetico attraverso una spira è uguale a BS e quello attraverso 
N spire è uguale a BSN, cioè ) 


Confrontando questa formula con la formula (68.1) si ottiene 


2 
L= ATNS. S_ (68.2) 


3. Nel sistema gaussiano di unità di misura e nel sistema CGSM, l’unità 
del flusso magnetico è il maxwe//. Il maxwell è il flusso magnetico prodotto 
da un campo magnetico di 1 gauss attraverso una superficie di 1 cm°, per- 
pendicolare al campo. Conformemente alla legge di Biot e Savart 


dB = -£- {dir}, 
Cr 
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il flusso ha la dimensione della grandezza ? //c. Tenendo conto di quest’os- 
servazione, si ricava dalla formula (68.1) che nel sistema gaussiano e CGSM 
il coefficiente di autoinduzione ha la dimensione di una lunghezza. In que- 
sti sistemi l’unità di autoinduzione è il centimetro. Il centimetro è l’induttan- 
za di una spira nella quale una corrente di 1 unità CGSM crea un flusso 
magnetico di 1 maxwell. La formula (68.2) dà l’induttanza del solenoide in 
centimetri. 

Nel sistema delle unità pratiche (volt, ampere, ohm, ecc.) la legge dell’in- 
duttanza elettromagnetica e la formula (68.1) si scrivono nella forma 


rind _o _ d®' 
É = di (68.3) 


®' = L'S'. (68.4) 


Tutte le lettere sono distinte con un apice per indicare che tutte le grandezze 
.sono misurate in unità pratiche. L’unità pratica di flusso magnetico e il we- 
ber. Questa unità è definita imponendo che ad una velocità di variazione 
del flusso magnetico uguale a 1 Wb/s corrisponda nel contorno conduttore 
una forza elettromotrice di 1 volt. Si può dire anche che il weber è uguale 
a 1 volt-secondo. Stabiliamo la relazione tra il weber e il maxwell. Nel siste- 


ma gaussiano 
L'ind - _ 1 dè 
c dt‘ 


Dato che 1 V = 0 un. CGSE di tensione (approssimativamente), si ha 
€ '"*94(volt) = 107* cenare) (esatta). 


Confrontando questa formula con la formula (68.3) si vede che il weber è 
di 10° volte più grande del maxwell 


1 Wb = 10° M. 


L’unità pratica di induttanza è l’henry. È l’induttanza di un filo che, percor- 
so da una corrente di un ampere, crea un flusso magnetico di 1 weber 


1 Wb 108 M 


1H= 4-3 ___——_ 10? cm. 
. 
10 un. CGSM di corrente 


4. Esaminiamo gli effetti dovuti all’induttanza dei circuiti e che si osser- 
vano quando si chiude o si apre un circuito percorso da una corrente conti- 
nua. Supponiamo che un circuito sia costituito da una sorgente di f.e.m. é° 
costante, una bobina di autoinduttanza ed una resistenza ohmica (fig. 179). 
Indichiamo con L l’induttanza totale del circuito e A la sua resistenza totale. 
Quando si chiude l’interruttore X, la corrente non raggiunge istantanea- 
mente il suo valore limite é/R definito dalla legge di Ohm, ma cresce pro- 
gressivamente. Cresce progressivamente anche il flusso magnetico che attra- 
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versa il contorno del circuito. Appare una f.e.m. di induzione ed una corren- 
te corrispondente. Questa corrente è detta extracorrente di chiusura. Con- 
formemente alla legge di Lenz, il senso dell’extracorrente di chiusura è op- 
posto a quello della corrente principale. 

L'intensità della corrente alternata non è necessariamente la medesima 
in tutti i punti del conduttore, dato che in certe regioni è possibile un’accu- 
mulazione delle cariche elettriche. Tuttavia esaminiamo qui soltanto delle 
correnti alternate che variano lentamente rispetto al tempo. In questo caso 
i valori istantanei delle correnti sono uguali con un alto grado di precisione 





in tutte le parti di un circuito senza derivazioni; i campi magnetici nei con- 
duttori possono essere calcolati allora secondo la legge di Biot e Savart co- 
me se le correnti fossero continue. Queste correnti sono dette quasi- 
stazionarie. Per esse sono valide le formule (68.3) e (68.4). L'intensità di una 
corrente quasi-stazionaria è determinata dall’espressione 


__ EC+EI 
A = _L®R "°° 
Utilizzando le unità pratiche 
e! — d®' 
I=-® di (68.5) 


Questa è l’equazione differenziale delle correnti quasi-stazionarie. Si può 
scriverla nella forma 


d L'I)+R'SI' =. (68.6) 


Se i fili conduttori non si deformano al variare della corrente, l’induttanza 
L' è costante e può essere portata fuori dal segno di derivazione 


, dl' , I __ , 
L'ag +R'I =’. (68.7) 


Quando é°’ è costante, la soluzione generale di questa equazione ha la 
forma 


E ' 


- —_t 
SI' = Ce L' +. 
e R' 
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La costante di integrazione C deve essere determinata a partire dalla condi- 
zione iniziale: al momento della chiusura del circuito, cioè per f = 0, la cor- 
rente deve essere uguale a zero. Utilizzando questa condizione si ottiene 
facilmente 


I = ZA — e! (68.8) 
dove 7 è una costante che ha la dimensione di un tempo 
T= L'/R'. (68.9) 


Essa si chiama fempo di stabilizzazione della corrente. Nella formula (68.8) 
tutti gli apici sono stati omessi perché questa formula è valida qualunque 
sia il sistema di unità utilizzato. Soltanto l’espressione del tempo di stabiliz- 
zazione della corrente cambia secondo il sistema di unità. Nel sistema di 
unità gaussiano 
1° 
c'R° 
La corrente totale .7 contiene due termini dei quali il secondo, cioè 
— (£ /R)e-!", definisce l’intensità dell’extracorrente di chiusura. Se f + 0 
l’extracorrente tende a zero e la corrente totale Ztende al suo valore limite 
é /R. Quindi il valore definitivo della corrente si stabilisce progressivamen- 
te. La velocità della sua stabilizzazione dipende da 7: in un tempo 7 l’intensi- 
tà dell’extracorrente diminuisce di e volte. 


(68.10) 


T = 





5. Studiamo ora il processo di apertura del circuito percorso da corrente. 
Lo schema dell’esperimento è rappresentato nella figura 180. L'interruttore 
K è dapprima chiuso. I sensi delle correnti nel circuito sono indicati dalle 
frecce continue. La corrente totale si distribuisce tra l’autoinduzione L e la 
resistenza ohmica R montate in parallelo. Se la resistenza interna della bat- 
teria è trascurabile, la currente nella bobina di autoinduzione sarà uguale 
a A = € /r. Con l’apertura dell’interruttore X, solo il contorno ABCD resta 
chiuso. La corrente che circolava inizialmente nella bobina possedeva una 
certa riserva di energia magnetica che non può dissiparsi istantaneamente. 
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Il campo magnetico comincia a decrescere, il che eccita una f.e.m. e una cor- 
rente di induzione nel contorno ABCD. Questa corrente è l’extracorrente di 
apertura. Sulla figura 180 il suo senso è indicato con le frecce tratteggiate. 
Nella bobina l’extracorrente circola nel medesimo senso della corrente ini- 
ziale e negli altri settori del contorno ABCD essa circola in senso contrario 
a quello della corrente iniziale. Indicando con R' la resistenza totale del 
contorno ABCD, si può ricavare l’intensità di corrente dall’equazione 
differenziale 


, di' gir _ 
L a * R'Ii'=0 
e dalla condizione iniziale.7’ = .?6 per f = 0. Di conseguenza 
SI' = IseT”7, (68.11) 


dove 7 è definito dall’espressione precedente (68.9). La f.e.m. di induzione 
è uguale a Is 

rind _ ' df' _ "I 6 
Se R' > r' allora questa f.e.m. può essere notevolmente più grande della 
f.e.m. della batteria e può essere causa delle rotture elettriche che si osserva- 
no talvolta nel momento di interruzione della corrente nei circuiti che pre- 
sentano grandi induttanze. 

Per realizzare una dimostrazione di quest’effetto, si può utilizzare una 
bobina di 50-60 cm di lunghezza, di 8-10 cm di diametro con un nucleo 
composto di aste di ferro ed un avvolgimento a parecchi strati di filo di 
1 mm di diametro circa. Come indicato in tratteggio nella figura 180, si 
monta in parallelo una lampada d’illuminazione che può sopportare una 
tensione di molte volte maggiore della f.e.m. della batteria (se quest’ultima 
è di 4 V, si può ad esempio prendere una lampada da 12 V). Quando il cir- 
cuito è chiuso il lume dà una luce fioca, ma la lampada dà una luce viva 
con l’apertura dell’interruttore X e può bruciare perché la f.e.m. di induzio- 
ne è notevolmente maggiore della f.e.m. della batteria. 

6. Consideriamo ora due spire (o due bobine) percorse dalle correnti 
continue ./ e.4. Fissiamo arbitrariamente su queste spire dei sensi positivi 
di percorrenza. Se nello spazio adiacente non ci sono corpi ferromagnetici, 
1 flussi magnetici dj e ®; attraverso le spire saranno proporzionali alle cor- 
renti e possono essere rappresentati con 


er = A 07". (68.12) 


dj = 1 Li A + 1 Liz A/, 
Cc la 


d, = 1 L2,14 + 1 La, A%. 
a Cc 


(68.13) 


I coefficienti L11, L12, L21, L22 non dipendono dalle correnti, ma sono de- 
terminati dalla forma, dalle dimensioni e dalla posizione relativa delle spire. 
Essi si chiamano coefficienti di induttanza. Se.4 = 0, siha Di = Li 4/6, 
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ese 4 = 0, ®, = L224/c. Ciò significa che L11 è l’induttanza della prima 
spira e L2, è quella della seconda spira. Gli altri due coefficienti L1. e L21 
sono i coefficienti di induttanza reciproca o induttanze reciproche, e si mi- 
surano nelle stesse unità dei coefficienti di autoinduzione. Nel sistema prati- 
co e in quello CGSM si omette il fattore c nelle formule (68.13). È molto 
facile estendere queste nozioni ad un sistema con un numero qualunque di 
spire. Nel seguente paragrafo sarà dimostrata la relazione Lig = Lx: detta 
teorema di reciprocità. 


Problemi 


1. Si avvolge una bobina di filo su un toro di materiale paramagnetico con un traferro 
di aria di spessore variabile d (fig. 181). Per d = 0 l’induttanza della bobiria è L = Lo, per 
= d, = 1 mm, l’induttanza è due volte più piccola (L = Li = 10/2). Quale dev'essere lo 
spessore d del traferro perché l’induttanza L sia uguale a Lo/4? 
I _ 


Risposta. d = ——_, = 3 mm. 
L(Lo — Li) 





Fig. 181. 


2. Si calcoli l’induttanza ZL di una bobina toroidale avvolta su un pezzo di tubo cilindrico 
di altezza b, di raggio interno AR e di raggio esterno R + a (fig. 182). Il numero di spire della 
bobina è N, la permeabilità magnetica « = 1. 

Risposta. L = 2bNln (1 + a/R). 

3. Si stende lungo l’asse della bobina del problema precedente un filo conduttore rettilineo 
infinitamente lungo (il filo non è indicato nella figura 182). Si calcoli l’induttanza reciproca 
Li. tra la bobina e il filo. 

Risposta. Li. = L = 26NlIn(1 + a/R). 

4. All’interno di un solenoide ad aria di piccolo diametro si introduce una piccola bobina 
piatta di n = 40 spire; l’area di una spira è S = 10 cm°. Nell’avvolgimento scorre una corrente 
di 1 A. La lunghezza / del solenoide è 50 cm, il numero N di spire è 10 000. L'asse della bobi- 
na è parallelo all’asse del solenoide. Si calcoli il flusso magnetico emanato dalla bobina attra- 
verso l’avvolgimento del solenoide. 

Risposta. ®;. = 4rNnS/ /cl = 10° M = 1073 Wb. 

Suggerimento. Utilizzare il teorema di reciprocità L12 = L21. 

5. Sulla superficie di un toro circolare di sezione rettangolare di dimensioni a = 17,2 cm 
eb = Scmsi fa un avvolgimento di filo sottile con N = 1000 spire. (La figura 183 rappresenta 
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una metà del toro senza avvolgimento.) Si infila sul toro una bobina circolare di n = 100 spire 
percorse da una corrente .? di 1 A. Il raggio interno del toro r è uguale a 10 cm. Si calcoli il 
flusso magnetico prodotto dal campo magnetico della bobina attraverso l’avvolgimento del 
toro. 

Risposta. ®1. = 2Nnb/1n (1 + a/r) = 10° M = 1073 Wb. 

6. Quando si aprono i circuiti a corrente continua dotati di grande induttanza (per esem- 
pio gli avvolgimenti di eccitazione dei generatori a corrente continua), essi vengono preliminar- 
mente collegati ad una resistenza r montata in parallelo al fine di limitare le sovratensioni 
(fig. 184). Si calcoli di quante volte la tensione massima Vmax ai morsetti del circuito sarà più 
grande della tensione continua applicata Vo. 





} 
& 


par »fe 4] 


Fig. 183. Fig. 184. 


Risposta. Vma/Vo = r/R. Quanto più r è piccolo, tanto minore è Vmax. Non si deve tutta- 
via rendere r troppo piccolo per evitare sovraccarichi eccessivi sulla sorgente di corrente. È suf- 
ficiente che Vmax non superi Vo, cioè r deve essere inferiore o dell’ordine di R. 


$ 69. Energia magnetica delle correnti 


1. Ogni corrente elettrica contiene una riserva di energia che si chiama 
energia magnetica. Per calcolare quest’energia si può trascurare completa- 
mente la resistenza dei conduttori percorsi dalle correnti, ponendola uguale 
a zero. Una tale semplificazione non può menomare la generalità del risul- 
tato ottenuto poiché l'energia magnetica può dipendere soltanto dall’inten- 
sità e dalla ripartizione delle correnti, oltre che dalle proprietà magnetiche 
del mezzo che riempie lo spazio. Considerando i fili perfettamente condut- 
tori, semplifichiamo i calcoli, poiché non si dovrà tenere conto delle perdite 
di energia dovute all’effetto Joule. 

Consideriamo dapprima una spira di filo isolata chiusa ed immobile. 
Supponiamo che all’istante iniziale l’intensità di corrente nella spira sia 
uguale a zero. Mediante un procedimento qualunque facciamo apparire ed 
aumentare una corrente 7 che circola nella spira. Al crescere della corrente 
4, cresce anche il flusso magnetico ® attravetso la spira, che dà luogo ad 
una f.e.m. di induzione. Il lavoro elementare che deve fornire una sorgente 
esterna contro la f.e.m. di induzione sarà 


SAS = — Ei It 
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o, in virtù della relazione (64.1), 
5A = Ida, (69.1) 


La relazione ottenuta presenta un carattere assai generale. Essa è valida an- 
che per i materiali ferromagnetici poiché nel dedurla non si è fatta nessuna 
ipotesi sulle proprietà magnetiche del mezzo. Ma se il mezzo non presenta 
fenomeni di isteresi, in particolare se esso è para- o diamagnetico, il lavoro 
dA°" sarà speso soltanto per accrescere l’energia magnetica Wm, e quindi 


dW,, = A d®. (69.2) 


In questo paragrafo supporremo che siano assenti materiali ferromagnetici. 
In questo caso È = L/ /c e l’autoinduttanza L è costante per un conduttore 
immobile. Partendo da questo risultato ed integrando, si ottiene 


_L(A\X°_ 1 _ 
Wn = 5 (2) = 3 /® = 3r- (69.3) 


(Nel sistema pratico di unità di misura e nel sistema CGSM si deve scrivere 
semplicemente /al posto di .?/c. ) La formula (69.3) resta valida sia che 
la spira sia fissa o mobile durante l’incremento della corrente, poiché l’ener- 
gia dipende soltanto dallo stato del sistema e non dipende dal procedimento 
per mezzo del quale si arriva a questo stato. Si può, ad esempio, realizzare 
il passaggio allo stato finale nel modo seguente. Finché il filo non è percor- 
so da corrente, deformiamolo al fine di conferirgli la configurazione defini- 
tiva. Ciò non esige un dispendio di energia. Poi, mantenendo il filo immobi- 
le, facciamo crescere la corrente fino al suo valore finale -Z Per far questo 
si spende allora il lavoro LI?/ (2c°), e questo lavoro sarà uguale all’incre- 
mento di energia magnetica cercato. Il ragionamento riportato dimostra che 
nella formula (69.3) per L si deve intendere l’autoinduttanza della spira nel 
suo stato finale. 

La formula (69.3) elimina l’indeterminatezza della nozione di autoin- 
duttanza che abbiamo rilevato nel $ 68. Infatti, dato che la corrente Ze l’e- 
nergia magnetica W,, sono delle grandezze che vengono definite in modo 
assolutamente univoco, la formula (69.3) permette di calcolare in modo uni- 
voco anche il coefficiente di autoinduttanza L. Inoltre questa formula può 
servire per definire L nel caso di un filo spesso. 

2. Generalizziamo ora la formula (69.3) al caso di un numero qualunque 
di spire. Supponendo ancora che le spire siano immobili facciamo crescere 
la corrente che circola nelle spire. Allora si scriverà, per analogia con la for- 
mula (69.1), la seguente espressione del lavoro elementare che deve essere 
prodotto contro la f.e.m. di induzione: 


sa = 1) (1 dd, (69.4) 
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dove la somma è estesa a tutte le spire. L'energia magnetica nello stato finale 


sarà data dall’integrale 
w. =! DIS! / 
mot c | I d®i, 


dove con le lettere segnate con apice .7 {e P/ vengono irdicati i valori cor- 
renti delle grandezze 4 e ®;: i simboli A e ®; sono riservati per indicare Ie 
correnti e flussi magnetici nello stato finale. 

Per poter calcolare l’integrale si osserverà che il suo valore non dipende 
dal « percorso di integrazione », cioè dal carattere della variazione delle in- 
tensità di corrente nei fili conduttori. Si può, ad esempio, fare eccitare le 
correnti in tempi diversi in differenti spire: dapprima soltanto nella prima 
spira ed aumentarla fino al valore.A, poi, senza fare variare la corrente A, 
cominciare ad eccitare una corrente nella seconda spira, ecc. Ma sì può an- 
che eccitare le correnti in tutte le spire simultaneamente ma indipendente- 
mente l’una dall’altra. In tutti i casi il risultato del calcolo dell’energia ma- 
gnetica sarà lo stesso. Per semplificare il calcolo faremo crescere tutte le cor- 
renti simultaneamente ed in modo che siano proporzionali le une alle ùltre. 
In ogni istante sarà quindi verificata la relazione 7; = X4, dove \ è una 
grandezza variabile indipendente da i. Nello stato iniziale \ = 0 e nello sta- 
to finale \ = 1. Dato che in assenza di materiali ferromagnetici le relazioni 
tra i flussi magnetici e le correnti sono lineari, per questi flussi sono valide 
le stesse relazioni, cioè ®/ = \®; e quindi d®jf = did. Quindi 


1 
Wn = 1 D1s a 


0 


ossia dopo l’integrazione 


Wm = 3- DA &i = sy DID LAA (69.5) 


3. Abbiamo supposto nel nostro calcolo che la permeabilità magnetica 
4 sia costante durante la magnetizzazione. Soltanto a questa condizione la 
relazione tra le correnti ed i flussi magnetici può essere lineare. Si può dimo- 
strare (si veda il $ 73) che se u dipende dalla temperatura, la magnetizzazio- 
ne della sostanza magnetica è accompagnata da una variazione della sua 
temperatura e quindi della sua permeabilità u. Il procedimento di calcolo 
in questo caso non è applicabile. Ma se la temperatura della sostanza ma- 
gnetica è mantenuta costante questo procedimento di calcolo può essere ap- 
plicato. Il lavoro W, rappresenterà allora il lavoro fornito al sistema nel cor- 
so dì un incremento isotermo e quasi-statico delle correnti nei fili. In termo- 
dinamica questo lavoro è detto energia libera. Quindi nel caso generale le 
formule (69.3) e (69.5) definiscono non l’energia interna ma l'energia ma- 
gnetica libera del sistema. La situazione è esattamente la stessa che in elet- 
trostatica (cfr. $ 28, punto 4). 
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4. Applicando le formule (69.4) e (69.5) dimostreremo ora il teorema di 
reciprocità per i coefficienti di induttanza reciproca già menzionati nel pa- 
ragrafo precedente. Secondo questo teorema la matrice dei coefficienti Lix 
è simmetrica, cioè 

Lik = Lxi. (69.6) 
È sufficiente dimostrare questa relazione per una sola coppia di indici, ad 
esempio i = 1, X = 2. Dato che i coefficienti Lx sono indipendenti dalle 
correnti si può supporre, per semplificare i calcoli, che le correnti circolino 
soltanto nelle spire 1 e 2 e siano uguali a zero in tutte le altre spire. Per far 


variare infinitamente poco le correnti A e .4 si dovrà fornire un lavoro 
uguale a 


ASS = 2 (10%, + 4d®)) 


che sarà utilizzato per accrescere l’energia magnetica delle correnti dW, = 
= 6A°". Ma nel caso in esame questa energia è espressa dall’equazione 


Wmn = FAA D1 +5 d7) 
e il suo incremento dall’espressione 
dWm = 3 (A d&1 + A dB) + 9 (B1dA + 8244). 


Confrontando le due espressioni di dW,, si ottiene 
Ad®i + Ad®, = Did Ai + D.d5. (69.7) 


Questa relazione è valida quali che siano i valori di 4A e 4 4. Per abbrevia- 
re i calcoli successivi si può porre d4 = 0, cioè. 4 = cost. I flussi magnetici 
sono determinati dalle espressioni 


dI 


- (L11014 + L129), 


Pd, 


È (LA + L22 A). 


Per differenziazione con.4 = cost. si ottiene 
dè, = E LudA, d®, = 1 LudA. 


Sostituendo queste espressioni nella relazione (69.7), si ottiene 
Li AdA + LyA5dA = (L11A + Lo A)dA. 


Ne segue che L1. = L2;, il che dimostra il teorema di reciprocità. Non ab- 
biamo tenuto conto delle resistenze dei fili conduttori, ma questo non ha 
nessuna importanza, poiché i coefficienti di induttanza reciproca Lix dipen- 
dono soltanto dalla forma e dalla posizione dei conduttori e dalla distribu- 
zione della densità di corrente elettrica nelle loro sezioni trasversali. 
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5. Per concludere questo paragrafo consideriamo il seguente paradosso. 
e . si . . 
La forza f = Cc [vB] che si esercita in un campo magnetico su una carica 


in movimento, essendo perpendicolare alla sua velocità v, non produce nes- 
sun lavoro. Come mai allora lo spostamento di una spira percorsa da cor- 
rente (ad esempio, l’indotto di un motore elettrico) in un campo magnetico 
è accompagnato sicuramente da un lavoro meccanico fornito al conduttore? 
La risposta sta nel fatto che questo lavoro non è il lavoro totale fornito dal 
campo magnetico alle cariche in movimento, che sono i portatori di corren- 
te in un conduttore. Esaminiamo l’identità 


1,.. 1 . 

— UB]v = —— [vB}]j, 

- liBlv = —— [vBlj 
dove v è la velocità del conduttore e j la densità della corrente elettrica che 
circola nel conduttore. Il termine a sinistra indica il lavoro fornito nell’unità 


di tempo dalla forza di Ampère famp = 2 [jB] applicata all’unità di volume 


del conduttore. Il termine a destra indica il lavoro preso con il segno meno 
fornito dal campo elettrico di induzione ÉEina che appare durante il movi- 
mento del conduttore. Il lavoro totale Atot = Aamp + Aina è uguale a zero. 
Ammettiamo ora che venga inserita nel circuito una batteria o qualche altra 
sorgente di corrente. Si deve aggiungere allora anche il lavoro fornito dalla 
batteria: Atot = Aamp + Aind + Apan. Se la f.e.m. della batteria è tale da 
compensare in ogni istante la f.e.m. di induzione e mantenere una corrente 
costante nel circuito, allora Aina + Apart = 0; se le perdite per effetto Joule 
sono trascurabilmente piccole Atot = A amp. Quindi il lavoro Aamp è fornito 
a spese della batteria. 


$ 70. Localizzazione spaziale dell'energia magnetica 


1. Le formule (69.2) esprimono l’energia magnetica in funzione delle 
correnti e dei flussi magnetici. L'energia magnetica (69.3) può essere consi- 
derata l’energia potenziale delle correnti, che interagiscono conformemente 
alla legge d’Ampère. Ciò corrisponde alla concezione dell’azione diretta a 
distanza. Si può tuttavia esprimere l’energia magnetica sotto una forma dif- 
ferente che corrisponde ad un’altra concezione della localizzazione dell’e- 
nergia magnetica. Consideriamo un solenoide di grande lunghezza sulla su- 
perficie del quale scorre una corrente di densità lineare costante i = 7 /! 
(/ è la lunghezza del solenoide). Non utilizzeremo qui le espressioni (69.3) 
per l’energia delle correnti poiché esse sono valide soltanto a condizione che 
i vettori Be H siano legati dalla relazione B = uH, dando la preferenza alla 
formula più generale (69.2) la cui validità richiede soltanto che tra B e H 
esista una relazione univoca non necessariamente lineare (non c’è isteresi). 
Trascurando gli effetti di bordo, si può scrivere per il campo 77 all’interno 
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del solenoide H = 4ri/c = 4r//(cl), da cui / = clH/(47). Sia S l’area 
della sezione trasversale del solenoide. Allora ® = BS e quindi 


Z| __V 
AWm = c d® = za ISHdB = -5 (HdB) 


(V = Slè il volume del solenoide). Se w, è l'energia magnetica per unità 
di volume del solenoide si può scrivere il suo differenziale come 


1 
dWn = = (HdB). (70.1) 


Anche nel caso generale di correnti continue che circolano arbitrariamente 
nello spazio si può dimostrare che l’energia magnetica può essere scritta nel- 
la forma 


Wm = { Wm dV, (70.2) 


dove wm è determinato dalla formula (70.1). È la questione puramente mate- 
matica analoga alla questione corrispondente in elettrostatica. Omettendo 
le trasformazioni matematiche esamineremo soltanto il significato fisico 
della formula (70.2). È possibile interpretarla nel senso che l'energia magne- 
tica è localizzata nello spazio con una densità volumetrica wm. Questa inter- 
pretazione corrisponde alle concezioni della teoria dei campi. Restando nel 
quadro della teoria delle correnti continue e dei campi magnetici permanen- 
ti non si può menzionare nessun esperimento che possa risolvere la questio- 
ne in favore dell’una delle due concezioni sulla localizzazione spaziale del- 
l’energia magnetica: quella dell’azione diretta a distanza e quella della teoria 
dei campi. La situazione è perfettamente analoga a quella dell’elettrostatica. 
Solo lo studio dei fenomeni che hanno luogo nei campi rapidamente varia- 
bili, ad esempio, lo studio della propagazione delle onde elettromagnetiche, 
permette di fare la scelta della concezione adeguata. Questi fenomeni non 
possono essere spiegati che con la concezione della teoria dei campi sulla 
localizzazione spaziale dell'energia magnetica. Nel caso di campi rapida- 
mente variabili la formula (69.3) è priva di senso. 

Per i mezzi para- e diamagnetici B = w?H e l’espressione (70.1) può essere 
integrata. Si ottiene così 


__ 1 2_ 1 _ B° 


2. Diamo ora la dimostrazione matematica della formula (70.2). Si vedrà 
che è sufficiente considerare il campo magnetico di una sola spira. La gene- 
ralizzazione del risultato nel caso di molte spire è puramente formale e non 
presenta alcuna difficoltà. Supponendo che la spira sia immobile e sosti- 
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tuendo nella formula (69.2) d® {dB dS, si ottiene 


AWm 


dove l’integrazione è estesa ad una qualunque superficie limitata dal contor- 
no della corrente /. Le trasformazioni ulteriori sono basate sulla nozione di 
potenziale vettore. Si può dimostrare che ogni vettore (si vedano i problemi 
1 e 2 di questo paragrafo) la cui divergenza è uguale a zero può essere rap- 
presentato come il rotore di un altro vettore. Dato che div B = 0, si può 
scrivere 


B = rotA. (70.4) 


Il vettore A è il potenziale vettore del campo magnetico. Dalla formula 
(70.4) segue che dB = rot dA. Utilizzando questa relazione ed applicando 
il teorema di Stokes si ottiene 


507) 


dWn = 7 (ds rot dA = LL dA). 
S Ì 


Sostituiamo l’elemento lineare della corrente con l’elemento di volume 
jdV = dl ed applichiamo il teorema della circuitazione rot H = 47j/c. 
Si ottiene allora 


| 1 
dWm = 4 | da rot H) dV, 


V 


dove l’integrale è esteso a tutto lo spazio in cui circola la corrente. Applican- 
do una nota identità dell’analisi vettoriale (cfr. il problema 3 di questo para- 
grafo) l’espressione sotto il segno di integrale si riduce alla forma 


dA rot H = div [HdA] + Hrot dA = div [HdA] + HaB. 


L’integrale della divergenza può esser trasformato in un integrale di superfi- 
cie prendendo come superficie di integrazione una superficie infinitamente 
lontana. Se tutte le correnti circolano in una regione finita dello spazio il 
campo magnetico decrescerà all’infinito in modo sufficientemente rapido e 
l'integrale considerato si annullerà. Si arriva così al risultato 


_al 
AWm = 47 \& dB) dV. 


V 





Integrando ancora in dB si ottiene 
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Problemi 


1. Dimostrare che per qualunque vettore A è valida la relazione div rot A = 0. 

2. Dimostrare che se div 8 = 0, il vettore B può essere rappresentato nella forma 
B = rotA. 

Soluzione. Il teorema afferma che l’equazione rot A = 4, dove Bè un vettore dato e A 
il vettore incognito, ammette una soluzione. Dimostriamo, ad esempio, che esiste una soluzio- 
ne per cui A, = 0. In questo caso l’equazione in esame si riduce ad un sistema di tre equazioni 
scalari 








dAy B dAx dAy dAx B 
da a» dx dg 
Le due prime equazioni sono verificate se si pone 
zZ zZ 
Ay=- |Bd+fxy), A.= {Bd 
Zo Zo 
dove f(x, y) è una funzione qualunque. Sostituendo le espressioni di A, ed A, nella terza equa- 
zione e tenendo conto che d8,/90x + 0B,/90y = -—(0B./9z) si ottiene 
z 
dB 
—* qz + LA = B., 
dz dx 
Zo 
da cui 
of _ 
dx © B. (x, Y, Zo) 
e infine 


Sx y) = (B: (x, 7, 2)dx. 


Si è ottenuta quindi una delle soluzioni dell’equazione rot A = 4, ciò che dimostra il teorema. 
Osserviamo che se div B = 0 quest’equazione ha una infinità di soluzioni, cioè il potenziale 
vettore non è univocamente definito. 

3. Dimostrare l’identità 


div [AB] = Brot A- Arot 4. (70.5) 
Soluzione. Si può verificare direttamente quest’identità scrivendola in coordinate rettan- 


golari. Ma i calcoli risultano più semplici e più concreti se si applica il metodo simbolico. In 
virtù delle definizioni del prodotto vettoriale e della divergenza 


. d d d 

3 dx dv dî 

div [4B] = div Ax Ay A; = Ax Ay A; 
\ 

B, B, B, B, B, B, 


Permutando dapprima la prima linea con la seconda poi con la terza, rispettando la regola 
dei segni, si ottengono due nuovi determinanti 


Ax A, A; B, B, B, 
_ d d d e d dò dò 

dx dv dz dx dy dz 

B, B, B, Ax Ay A; 
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I due determinanti non sono tuttavia uguali al determinante iniziale. Ciò è dovuto al fatto 
che a quest’ultimo la regola ordinaria di permutazione delle linee non è applicabile poiché la 
prima linea è composta di operatori e non di numeri. Applicando la regola di derivazione del 
prodotto è facile constatare che la somma dei determinanti ottenuti in seguito alla permutazio- 
ne è uguale al determinante iniziale, cioè 


B, B, B, Ax Ay A. 
. ta) ta) ta) ta) t) t) 
div 481= Go al lx è 
Ax Ay A Bi B, B. 


È evidente che questa relazione può essere così riscritta 


Ì j k Ì i k 
e) e) dò 9 9 9 
. _ 99 |_A i. 
div [48] = 8 dx  dy dz dx dy dz 
Ax A, A; B, B, B. 


ossia 
div [AB] = Brot A- Arot 8. 


$ 71. Teorema della conservazione del flusso magnetico 


Consideriamo una spira percorsa da una corrente e posta in un campo 
magnetico permanente o variabile. Supponiamo che questa spira si muova 
e si deformi in modo arbitrario il che fa apparire una corrente di induzione 

ind 1 dè 


S= TR Rd 


Se la resistenza ohmica R è uguale a zero si deve avere &°!"9 = 0 perché altri- 
menti nel conduttore apparirebbero correnti di intensità infinitamente gran- 
de, e questo è fisicamente impossibile. Allora si deve avere d®/di = 0, e di 
conseguenza ® = cost. Quindi quando un filo chiuso perfettamente con- 
duttore si muove in un campo magnetico il flusso magnetico che attraversa 
il contorno del filo resta costante. Questa proposizione esprime il teorema 
della conservazione del flusso magnetico. Una tale conservazione è dovuta 
all'esistenza di correnti indotte che, secondo la legge di Lenz, si oppongono 
ad ogni variazione del flusso magnetico attraverso il contorno del filo. Il 
flusso magnetico creato da un campo magnetico esterno non resta costante 
rispetto al tempo così come il flusso magnetico creato dalle correnti indotte. 
Ma la somma di questi due flussi resta sempre costante. 

Immaginiamo ora un fluido perfettamente conduttore in movimento in 
un campo magnetico. Delimitiamo in questo fluido un contorno chiuso ar- 
bitrario, cioè un contorno che si muove insieme con le particelle. Un tale 
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contorno può essere considerato come un filo perfettamente conduttore e 
gli si può applicare il teorema della conservazione del flusso magnetico. Dal 
teorema risulta che qualsiasi siano i movimenti di un fluido perfettamente 
conduttore il flusso magnetico che attraversa ogni contorno chiuso del flui- 
do non varia rispetto al tempo. Un fluido perfettamente conduttore può 
scorrere liberamente lungo i tubi di forza magnetica. Ma ogni movimento 
trasversale del fluido rispetto al campo magnetico deve trascinare anche i 
tubi di forza magnetica. Tutto procede come se le linee di forza magnetiche 
fossero congelate nella sostanza e non potessero spostarsi che insieme con 
quest’ultima. Il concetto di congelamento delle linee di forza magnetiche 
trova numerose applicazioni in magnetoidrodinamica quando si esaminano 
i movimenti dei liquidi dotati di grande conduttività elettrica. Esso sì appli- 
ca anche in astrofisica ed in fisica del plasma caldo poiché quest’ultimo pre- 
senta anch’esso una grande conduttività elettrica (cfr. $ 121). 


Problemi 


1. Si può creare un campo magnetico di intensità molto grande comprimendo per esplo- 
sione un segmento di un tubo conduttore cilindrico all’interno del quale è stato preliminarmen- 
te creato un campo magnetico Bo. Si calcoli il campo magnetico 2 nel tubo nell’istante della 
compressione massima se Bo = 5:10‘ G, il raggio interno iniziale del tubo R = 5 cm ed il rag- 
gio del tubo nell’istante della compressione massima r = 0,5 cm. Si supponga che l’involucro 
contenente il campo magnetico sia perfettamente conduttore. Si calcoli anche la pressione 4 
necessaria per realizzare questa compressione. 

Risposta. B = Bo(R/r)? = 5-:10° G, P= B?/(8x) = 10° dine/cm? = 10° atm. 

2. Un solenoide perfettamente conduttore di lunghezza %, isolato dalla sorgente di tensio- 
ne, è percorso da una corrente continua 4. Quale sarà la variazione della corrente .? nel sole- 
noide quando esso viene sottoposto a dilatazioni o compressioni? 

Risposta. .7 = .Al/lo, dove / è la lunghezza istantanea del solenoide. 


$ 72. L'energia e le forze 


1. Il metodo più generale per calcolare sia le forze di interazione tra fili 
conduttori percorsi da corrente che le tensioni e le pressioni che si manife- 
stano in un mezzo sottoposto all’azione di un campo magnetico è il metodo 
energetico. Questo metodo utilizza la formula dell’energia libera del campo 
magnetico. Come l’energia libera stessa le forze citate dipendono dall’inten- 
sità e dalla configurazione delle correnti ma sono indipendenti, a parità di 
tutte le altre condizioni, dalla resistività dei conduttori. Si possono quindi 
semplificare i calcoli trascurando la resistenza dei conduttori, e le perdite 
di energia per effetto Joule. In generale il sistema in esame sottoposto alle 
sole forze interne non sarà in equilibrio e si metterà in movimento. Per evi- 
tarlo applichiamo forze esterne che equilibrino le forze interne. Se si pertur- 
ba infinitamente poco lo stato di equilibrio del sistema si può determinare 
l'evoluzione di una trasformazione infinitamente lenta (quasi-statica), ac- 
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compagnata da spostamenti e da deformazioni dei fili conduttori e del mez- 
zo adiacente. Come in ogni trasformazione quasi-statica l’energia cinetica 
non entra in gioco. Manteniamo costante la temperatura del sistema duran- 
te la trasformazione. Il lavoro delle forze esterne 64°" servirà allora ad au- 
mentare l’energia libera del sistema. Supporremo anche che il mezzo che cir- 
conda i fili conduttori sia isotropo, cioè liquido o gassoso. Abbiamo dimo- 
strato in elettrostatica (cfr. $ 33, punto 5) che nel caso di campi magnetici 
statici o lentamente variabili la componente elastica dell’energia libera dove- 
va essere compensata da termini contenenti le derivate della permeabilità 
magnetica rispetto alla densità del mezzo..Quindi nel calcolo delle forze si 
può trascurare la componente elastica dell’energia libera a condizione che 
non si tenga conto nello stesso tempo della dipendenza della permeabilità 
magnetica u dalla densità del mezzo. Proprio così faremo nei nostri calcoli. 
Omettendo la componente elastica dell’energia libera scriveremo 84° = 


= $W,m, ma dato che per trasformazioni quasi-statiche 64° = — SA, dove 
6A è il lavoro elementare delle forze interne, si ottiene 
6A = [ò Wwml® = cost. (72.1) 


Abbiamo supposto nella dimostrazione che i fili fossero perfettamente 
conduttori, e per conseguenza i campi magnetici che attraversano i fili resta- 
no costanti. È stato-esplicitamente notato questo fatto nella formula (72.1). 
La formula stessa resta tuttavia valida anche nel caso di fili conduttori che 
presentano una resistenza ohmica finita poiché le forze di interazione ed il 
campo magnetico nel mezzo adiacente dipendono esplicitamente soltanto 
dall’intensità e dalla distribuzione delle correnti nei fili conduttori, ma sono 
indipendenti dalla resistenza elettrica dei fili. Quindi, se nel corse di una 
trasformazione quasi-statica di un sistema di fili reali si mantenessero co- 
stanti in qualche modo i flussi magnetici ®, il lavoro 6A sarebbe lo stesso, 
a parità di tutte le altre condizioni, che nel caso di fili perfettamente condut- 
tori. La sola differenza è che nel caso di fili perfettamente conduttori il flus- 
so magnetico si conserva spontaneamente mentre nel caso di fili di resisten- 
za ohmica finita per assicurare questa conservazione del flusso si richiedo- 
no procedimenti adeguati. Ma per il calcolo delle forze di interazione questa 
condizione non ha nessuna importanza. 

2. La formula (72.1) è la formula fondamentale del metodo energetico 
di calcolo delle forze in un campo magnetico. Ma in certi casi è più comoda 
un’altra formula che suppone che la variazione dell’energia magnetica Wm 
sia assicurata mantenendo costanti le intensità ddlle correnti nei fili. Deter- 
miniamo questa formula, 

Per mantenere costanti le intensità delle correnti in tutte le svire introdu- 
ciamo delle forze elettromotrici esterne € che equilibrino in ogni istante 
le forze elettromotrici di induzione che appaiono nel corso della trasforma- 


est 
I 


. . . . MIOTT _ _ ind _ 1 d®; 
zione quasi-statica. Si deve quindi avere &°$° = — &° = cdi Il lavoro 
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di queste forze elettromotrici esterne 
est _ ] dè; __l l 
sare LYId8 gae LD gd, 


sarà utilizzato per produrre il lavoro 6A del sistema e per incrementare l’e- 
nergia magnetica 


_l . 
6A + 6Wm = 1) A 4%; 


(Ragioniamo anche qui come se i fili fossero perfettamente conduttori.) Ma 
se le correnti sono artificialmente mantenute costanti la variazione dell’e- 
nergia magnetica può essere scritta 


5Wn = s(3-) 4%) = 1) AD 


Sostituendo quest’ultima espressione nella relazione precedente, si ottiene 
6A = [6Wml] g-cos (72.2) 


dove la variazione dell’energia magnetica si realizza in presenza di correnti 
costanti. Questa è la seconda formula fondamentale del metodo energetico 
di calcolo delle forze di interazione. 

Diamo qui di seguito alcuni esempi di applicazione delle formule (72.1) 
e (72.2). 

3. Interazione magnetica di due correnti continue chiuse in un mezzo 
omogeneo. L'energia magnetica di due spire percorse da corrente è determi- 
nata dall’espressione 


1 1 
Wm = > Li1Sî + LizAA + > L22913. 
Utilizziamo la formula (72.2). Se si spostano le spire 1 e 2 in modo arbitra- 
rio ma senza deformazioni a causa dell’omogeneità del mezzo i coefficienti 
di autoinduzione Li; e ZL. resteranno costanti. Se, inoltre, si mantengono 
costanti le correnti nelle spire il solo termine variabile nell’espressione di W, 


sarà il termine L12/.4, così che 
[6 Win] g-cos = AA dL12. (72.3) 


Mantenendo fissa la spira 2 spostiamo rigidamente la spira 1 di una distan- 
za òr1. Il lavoro elementare prodotto allora dal sistema sarà 6A = Fòr,, 
dove Fr, è la risultante delle forze di Ampère applicate alla spira 1. Secondo 
la formula (72.2) F16r1 = A-56L12. Spostiamo ora la spira 2 di una distan- 
za òr, = — òr1, mantenendo fissa la spira 1. La variazione del coefficiente 
di autoinduzione sarà la stessa, poiché questo coefficiente dipende soltanto 
dalla posizione reciproca delle spire. Ne segue che F2òra = A-A6òL12. Quin- 
di Fòri = F.6r., ossia Fiòri = — F6n. Di qui, in virtù dell’arbitrarietà 
dello spostamento èr1, risulta che F1 = — 2. Facendo ruotare una delle 
spire rispetto all’altra si dimostra, nello stesso modo, che Mi = — Ma, dove 
Mi e Ma: sono i momenti delle forze di Ampère che si esercitano sulle spire. 
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Quindi l’interazione magnetica delle correnti continue chiuse soddisfa il 
principio di uguaglianza di azione e reazione. 

4. Poiché il coefficiente di autoinduzione L1. è proporzionale alla per- 
meabilità magnetica « del mezzo ambiente, dai ragionamenti sopra riportati 
risulta anche che /e forze di interazione tra fili conduttori in un mezzo omo- 
geneo sono proporzionali alla sua permeabilità magnetica. Ad intensità di 
corrente costanti la forza di interazione dei fili nel vuoto aumenterà di y vol- 
te se si riempie tutto lo spazio di un mezzo omogeneo di permeabilità ma- 
gnetica y. 

S. Forze che si esercitano sulla superficie di separazione di due sostanze 
magnetiche. Consideriamo dapprima il caso in cui il campo magnetico sia 
perpendicolare alla superficie di separazione. Per realizzare questa condi- 
zione è sufficiente prendere un lungo solenoide una metà del quale è occu- 
pata da una sostanza di permeabilità magnetica w1, e l’altra da una sostanza 
di permeabilità magnetica u2. Le sostanze magnetiche confinano lungo un 
piano perpendicolare all’asse del solenoide (fig. 185). Si può, agendo sulle 
correnti che circolano sulla superficie laterale del solenoide, fare in modo 





Fig. 185. 


che il campo 2 all’interno del solenoide, lontano dai suoi bordi, sia unifor- 
me. Lo spazio all’esterno del solenoide deve essere riempito di sostanze ma- 
gnetiche adeguate in modo che queste ultime possano liberamente entrare 
.nel solenoide e uscirne. Nel calcolo dell’energia magnetica si possono tra- 
scurare gli effetti di bordo, poiché quando si calcolano le forze importa non 
l’energia stessa ma le sue variazioni dovute agli spostamenti della superficie 
di separazione dei mezzi magnetici. Se il solenoide è sufficientemente lungo, 
queste variazioni non dipendono dalla inomogeneità del campo vicino ai 
bordi. Per calcolare la forza F che si esercita sulla superficie di separazione 
di due sostanze magnetiche, spostiamo questa superficie a destra di dx. Il 
sistema fornisce allora il lavoro Fòx. Realizziamo questo spostamento man- 
tenendo costante il flusso magnetico che attraversa il solenoide o, il che è 
lo stesso, mantenendo costante l’induzione 8. Allora secondo la formula 
(72.1) Fox = — [dWm]B=cost. Durante lo spostamento della superficie di se- 
parazione di $x la sostanza di permeabilità magnetica 41 entra nel solenoide, 
e il suo volume all’interno del solenoide aumenta di Sòx, dove S è l’area del- 
la sezione trasversale del solenoide. In seguito a ciò l'energia magnetica del 
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sistema aumenta di Swiòx. Lo stesso volume della sostanza di permeabilità 
u2 esce dal solenoide e porta via un’energia Swòx. L'energia del campo ma- 
gnetico fuori del solenoide ed in prossimità dei suoi bordi resterà costante. 
Quindi la variazione dell’energia magnetica del sistema è uguale a 6èW,m = 
= S(wi — w2)òx, dove wi; w. sono le densità di energia magnetica dei due 
lati della superficie di separazione. Uguagliando questa grandezza a — Fòx, 
si ottiene 

F= S(w.- wi). (72.4) 


Abbiamo adottato come senso positivo quello che va da sinistra a destra, 
cioè il senso che va dalla prima sostanza alla seconda. Si può quindi inter- 
pretare l’espressione (72.4) come una differenza delle tensioni applicate dal- 
le due sostanze alla loro superficie di separazione. La tensione per unità di 
superficie è uguale alla densità di energia magnetica. Dato che B = cost, 
si ha 


h2 Ki 


La forza Fè positiva se ui > n e negativa se u1 < pa. In entrambi i casi 
questa forza è orientata dalla sostanza di maggiore permeabilità magnetica 
verso la sostanza di permeabilità minore. 

Consideriamo ora il caso in cui il campo magnetico è parallelo alla su- 
perficie di separazione delle due sostanze magnetiche. È più comodo utiliz- 
zare qui un solenoide di sezione trasversale rettangolare sulla superficie late- 
rale del quale circola una corrente perpendicolare al suo asse (fig. 186). Lo 
spazio all’interno del solenoide è riempito di due sostanze magnetiche la cui 
superficie di separazione è contenuta in un piano parallelo ad una delle fac- 
ce laterali del solenoide. Si ragionerà come nel caso precedente. Ma adesso 
conviene utilizzare la formula (72.2), cioè fare variare l’energia W, a campo 
H costante. Dato che le formule (72.1) e (72.2) differiscono per il segno, in- 
vece dell’espressione (72.4) si otterrà l’espressione 


F= S(wm — w.) (72.6) 


2 
F = a - 1) = PW} - mf). (72.5) 


che è di segno contrario rispetto alla (72.4). Questa forza può essere inter- 
pretata come la differenza delle pressioni applicate alla superficie di separa- 
zione dalle due sostanze magnetiche. Il valore di ciascuna pressione è uguale 
alla densità di energia magnetica nel mezzo relativo. Dato che il campo H 
è tangente alla superficie di separazione, esso ha lo stesso valore in ambedue 
le sostanze magnetiche. Si può quindi scrivere 


_ e H? _ _S (Bi Bì 


La forza Fè positiva se u1 > 42 e negativa se u1 < u2. Come nel caso prece- 
dente questa forza è diretta dalla sostanza magnetica di maggiore permeabi- 
lità verso la sostanza di minore permeabilità. 
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6. Nel caso in cui il campo magnetico e la densità del mezzo non sono 
uniformi e sono funzioni continue delle coordinate, il calcolo delle forze che 
si esercitano sul mezzo in un campo magnetico si effettua analogamente al 
procedimento messo in atto in elettrostatica (cfr. $ 34). Ometteremo di svol- 
gere questo calcolo, limitandoci a riportare soltanto il risultato. Le forze 
meccaniche che si esercitano in un campo magnetico si riducono ad una 
tensione T diretta lungo il campo e ad una pressione # lungo una direzione 
perpendicolare. La tensione e la pressione rapportate all’unità di superficie 


" ci 
H fe, 
H 


Fig. 186. Fig. 187. 


sulla quale esse agiscono sono numericamente uguali e sono uguali alla 
densità d'energia magnetica nel mezzo 
_ &>_ uH° _ HB_ B° 
T=9= Br 3 Br © Ba (72.8) 


7. Poniamo uno dei lati di un tubo a forma di U, contenente una solu- 
zione di cloruro di ferro, tra i poli di un elettromagnete (fig. 187). Quando 
sì inserisce la corrente nell’avvolgimento dell’elettromagnete il liquido con- 
tenuto in questo lato del tubo sale: la soluzione di cloruro di ferro essendo 
un materiale paramagnetico viene attirata verso la regione in cui il campo 
magnetico è più forte. Un materiale diamagnetico, al contrario, viene re- 
spinto dal campo magnetico. Per esempio il bismuto è una sostanza forte- 
mente diamagnetica. Un pezzettino di bismuto posto nello spazio tra i poli 
di un elettromagnete ne viene respinto se si inserisce una corrente nell’avvol- 
gimento dell’elettromagnete. La fiamma di una candela si comporta analo- 
gamente (l’anidride carbonica è diamagnetica). È evidente che questi effetti 
si manifestano soltanto nei campi non uniformi poiché in un campo unifor- 
me la forza risultante applicata al corpo è uguale a zero. 

I corpi di forma allungata, ad esempio aste sospese a dei fili, si orienta- 
no parallelamente al campo se sono paramagnetici e perpendicolarmente al 
campo se sono diamagnetici. Per esempio un’asta di bismuto si pone tra- 
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sversalmente al campo magnetico anche se questo campo è uniforme. Que- 
sto effetto è dovuto alle tensioni ed alle pressioni magnetiche che si esercita- 
no sulle estremità dei corpi magnetici. Il carattere dell’effetto dipende sol- 
tanto dalla differenza tra la permeabilità magnetica della sostanza magneti- 
ca e quella del mezzo circostante. Nell’aria un’ampolla riempita di soluzione 
di cloruro di ferro tende ad allinearsi lungo il campo magnetico. Ma se la 
si immerge in una soluzione di cloruro di ferro più concentrata essa si orien- 
ta perpendicolarmente al campo. 


$ 73. Termodinamica delle sostanze magnetiche 


1. La termodinamica delle sostanze magnetiche è analoga alla termodi- 
namica delle sostanze dielettriche che abbiamo descritto nel paragrafo 31. 
I risultati che abbiamo ottenuto possono essere applicati anche alla termo- 
dinamica delle sostanze magnetiche a condizione che l’espressione del lavo- 


1 | si. 1 
ro elementare — 47 EdD sia sostituita con — ze HdB. Facendo le stesse 


ipotesi che sono state utilizzate nel paragrafo 31 otteniamo le equazioni fon- 
damentali della termodinamica delle sostanze magnetiche 


1 


50 = dU--- H dB, (73.1) 

dU = TdS + -;- H dB (73.2) 
C_ 1 

dt = — SAT + H dB, (73.3) 

d® = - SdT- 4 B dH, (73.4) 

dI = TdS - 4 B dH. (73.5) 


Il ruolo dell’equazione di stato è assunto qui dalla relazione B = f(/7, 
T, 7), utilizzando la quale si ottiene la seguente espressione dell’energia 
libera 


(n) 


% = 4 \H dB + Vo(T, 7), (73.6). 


dove Yo è il valore dell’energia libera in assenza di campo magnetico. (L’inte- 
grale che compare nella (73.6) si effettua mantenendo costanti la tempera- 
tura 7 e la densità 7 della sostanza magnetica.) Nel caso particolare in cui 


B = uH 


2 2 
veti L= + Lo. (73.7) 
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L’energia interna della sostanza magnetica è definita dall’espressione 


2 
U = (1 + Tr) + UT 7) (73.8) 
(0) 
U = (1 + Tr) + Uo(T, 7), (73.9) 


dove la derivata 0u/07 è presa con 7 = cost. 

2. Se si fa variare la magnetizzazione / in maniera quasi-statica ed adia- 
batica, la temperatura della sostanza magnetica deve, in generale, variare 
(effetto magnetocalorico). Si può calcolare la variazione della temperatura 
ricordando che in tali ipotesi l’entropia S rimane costante. Scrivendo l’entro- 
pia come funzione di 8 e di 7 (7 è mantenuta costante) si ha 


9S 9S _ 


Introduciamo la capacità termica dell’unità di volume della sostanza 
magnetica a induzione costante: ce = 7(05/07)s ed utilizziamo la relazione 


(5/9B)r = }--(9H/97)p che si deduce da (73.3). Allora 





__IB dil ____IB du 
dT = sE 4(1) de = — due dr 
O 
TB dx 
dT = - —" dB. 73.10 
o u’c8 dT ( 


Se si considera S come funzione di 7 e di HH si può ottenere allora, per mez- 
zo dello stesso procedimento, la formula 


dT = si di (73.11) 





dove cy è la capacità termica dell'unica di volume della sostanza magnetica 
ad intensità di campo magnetico /H costante (cfr. $ 31). 

3. Applichiamo la formula (73.11) ad una sostanza paramagnetica ed 
utilizziamo la legge di Curie secondo la quale la suscettività magnetica dei 
materiali paramagnetici è inversamente proporzionale alla temperatura as- 
soluta (cfr. $ 77): x = cost/7. Se ne deduce dx/dT = — x/T, e quindi 


dT = —* HdH. 

CH — 
Questa formula dimostra che le sostanze paramagnetiche si raffreddano 
quando vengono smagnetizzate in condizioni adiabatiche reversibili. Tra- 
scuriamo la dipendenza della capacità termica cx dall’intensità del campo 
magnetico. Allora se il valore iniziale del campo magnetico è 77 ed il suo 
valore finale è uguale a 0, la variazione della temperatura della sostanza sa- 
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rà uguale a ) 
_ xH 
AT=- er 


A titolo di esempio valutiamo questo effetto per un gas paramagnetico al 
quale è applicabile la teoria classica delle capacità termiche. Poiché trascu- 
riamo la dipendenza di cy da 71, si deve considerare cx la capacità termica 
a volume costante. Sia fil numero di gradi di libertà di una molecola di un 
gas perfetto. Conformemente alla teoria classica la capacità termica molare 
a volume costante sarà Cy = fR/2, dove R è la costante dei gas. Dividendo 
per il volume molare V = R7/#sì ottiene cy = f@#/(27) e di conseguenza 


xH? 
fP 


Per l'ossigeno (f = 5) in condizioni normali (7 = 293 K, P= 10° dine/cm°) 
x = 0,16-107°. Ponendo nella formula (73.13) H7 = 3-10* G si ottiene in 
queste condizioni A7 = — 0,007 K; l’abbassamento di temperatura è 
trascurabile. 

Tuttavia avvicinandosi allo zero assoluto di temperatura la capacità ter- 
mica tende bruscamente a 0 di modo che l’abbassamento di temperatura AT 
può diventare notevole. (Per temperature molto vicine allo zero assoluto la 
legge di Curie cessa di essere valida.) È per questa ragione che Debye e indi- 
pendentemente da lui Giauque hanno proposto di utilizzare la smagnetizza- 
zione delle sostanze magnetiche in prossimità dello zero assoluto realizzan- 
dola in modo reversibile ed adiabatico. Questo principio è alla base del più 
importante procedimento per ottenere temperature molto vicine allo zero 
assoluto. Di solito come sostanza paramagnetica si utilizzano sali parama- 
gnetici ad es. allumi, contenenti ioni dei metalli di transizione del gruppo 
del ferro. Il sale paramagnetico posto in un campo magnetico viene raffred- 
dato fino alla temperatura dell’elio liquido, dopodiché il campo magnetico 
viene eliminato. Per mezzo di questo procedimento Haas e Wiersma hanno 
raggiunto temperature di 3-10 * K. Si può ottenere un raffreddamento an- 
cora più basso sostituendo le sostanze paramagnetiche elettroniche con so- 
stanze paramagnetiche « nucleari », cioè con sostanze il cui paramagneti- 
smo è determinato da un orientamento dei momenti magnetici dei nuclei 
atomici. Per mezzo di questo procedimento Simon e collaboratori hanno 
ottenuto nel 1956 una temperatura di 107° K. 


(73.12) 


AT = - T. (73.13) 





$ 74. Ferromagnetismo 


1. Secondo le loro proprietà magnetiche, tutte le sostanze possono essere 
classificate come sostanze debolmente magnetiche e sostanze fortemente 
magnetiche. Sono debolmente magnetiche le sostanze paramagnetiche e 
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diamagnetiche, sono fortemente magnetiche le sostanze ferromagnetiche, 
antiferromagnetiche e ferrimagnetiche. Sono dette paramagnetiche e dia- 
magnetiche le sostanze che in assenza di campo magnetico esterno non so- 
no mai magnetizzate e che sono caratterizzate dall’esistenza di una relazione 
univoca tra il vettore magnetizzazione / e l’intensità H del campo magnetico 
(statico). In particolare nei campi magnetici deboli questa relazione è linea- 
re: I = xH, con x > 0 per le sostanze paramagnetiche e x < 0 per quelle 
diamagnetiche. Nei paragrafi precedenti abbiamo dato un’interpretazione 
fenomenologica delle proprietà magnetiche delle sostanze paramagnetiche 
e diamagnetiche. Si osservano proprietà magnetiche forti soltanto in certe 
sostanze allo stato solido, che soddisfano la seguente condizione, necessaria 
ma non sufficiente: il reticolo cristallino deve contenere atomi con involucri 
elettronici interni incompleti. Daremo nel paragrafo 79 la definizione di so- 
stanza antiferromagnetica e ferrimagnetica e nel frattempo esporremo una 
teoria fenomenologica delle proprietà delle sostanze ferromagnetiche. 

2. Si chiamano sostanze ferromagnetiche i corpi solidi che possono pos- 
sedere una magnetizzazione spontanea, cioè i corpi che possono essere ma- 
gnetizzati anche in assenza di campo magnetico esterno. Da questo punto 
di vista esse sono analoghe alle sostanze ferroelettriche. Sono tipicamente 
ferromagnetici i metalli di transizione: ferro, cobalto, nichel e numerose lo- 
ro leghe. Certi elementi del gruppo delle terre rare sono ferromagnetici a 
basse temperature (gadolinio, terbio, disprosio, olmio, erbio e tullio). 

3. La proprietà caratteristica dei corpi ferromagnetici è l’esistenza di una 
relazione non lineare complicata tra / e H o tra B e HH; il primo studio siste- 
matico di questa relazione per il ferro è stato effettuato da A.G. Stoletov 


8 





Fig. 188. Fig. 189. 


(1839-1896). Il carattere di questa relazione è rappresentato nelle figure 188 
e 189. Si suppone che il corpo allo stato iniziafe non sia magnetizzato. 
Quando H aumenta la magnetizzazione / cresce dapprima rapidamente, poi 
raggiunge progressivamente un valore praticamente costante: I = /; (ma- 
gnetizzazione a saturazione), cioè la curva Z = /(/H) si riduce ad una retta 
orizzontale. L’induzione magnetica B = /H + 47rl cresce ugualmente con H 
e allo stato di saturazione B = H + 47xJ; = H+ cost, cioè la curva B = 
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= B(H)si riduce ad una retta inclinata di 45° rispetto a H e B (purché per 
H e B.si usi la stessa scala sugli assi coordinati). In virtù del carattere non 
lineare della relazione tra Y e H nonché tra B e H né suscettività magnetica 
x, né la permeabilità magnetica u sono grandezze costanti. Si può però sem- 
pre scrivere ZY = xH, B = uH, ma allora bisogna considerare x e u funzioni 
dell’intensità del campo HH e non già grandezze costanti. Queste funzioni 
crescono dapprima con 77, poi passano attraverso un massimo e infine, nei 
campi forti nei quali la magnetizzazione raggiunge uno stato di saturazione, 
la permeabilità u tende all’unità (fig. 190) e la suscettività x tende a zero. 
Il valore massimo di u a temperature ordinarie raggiunge per la maggior 
parte delle sostanze ferromagnetiche valori che vanno da varie centinaia a 
varie migliaia di unità, nel caso di leghe speciali x raggiunge un milione di 
unità. I grandi valori della permeabilità determinano un grande numero di 
applicazioni tecniche delle sostanze ferromagnetiche (per esempio negli 
elettromagneti). Si deve osservare tuttavia che in seguito all’effetto di satu- 
razione della magnetizzazione l’utilizzazione dei nuclei ferromagnetici per 
produrre campi magnetici molto intensi (supeiori a — 10* G) non serve af- 
fatto. In quest’ultimo caso i nuclei sono non soltanto inutili ma nocivi perché 
essi causano ulteriori perdite di energia. Campi magnetici molto intensi si 
producono soltanto per mezzo di bobine senza nuclei ferromagnetici, per- 
corse da correnti di grande intensità. 

Le proprietà magnetiche dei monocristalli delle sostanze ferromagneti- 
che sono anisotrope. Esiste in ogni monocristallo una o più direzioni lungo 
le quali la suscettività magnetica è particolarmente grande (direzione detta 
di magnetizzazione facile). ìîsistono anche direzioni di magnetizzazione dif- 
ficile lungo le quali la suscettività magnetica u è minima. Ma se un corpo 
è composto di policristalli orientati in modo disordinato le sue proprietà 
magnetiche sono isotrope a livello macroscopico. Tali corpi sono rappresen- 
tati dalle curve sulle figure 188 e 189. 

4. La seconda particolarità dei corpi ferromagnetici è che le relazioni tra 
Be Hotrafe Hnonsono univoche e dipendono dalle magnetizzazioni 
precedenti del campione ferromagnetico. Questo fenomeno si chiama effet- 
to di isteresi magnetica. Prendiamo un campione di un corpo ferromagneti- 
co nello stato smagnetizzato e cominciamo a magnetizzarlo aumentando il 
campo magnetico dal valore zero fino ad un certo valore H;. La relazione 
B = B(H) sarà rappresentata allora da una curva OA; (fig. 191). Diminuia- 
mo ora 7 dal valore + Hi; fino al valore — Hi. L'esperimento dimostra che 
la nuova curva di magnetizzazione non segue il percorso della curva prece- 
dente 410 ma passa più in alto lungo la curva A41C1D1. Se si fa variare an- 
cora una volta il campo da — Hi a + H, la nuova curva di magnetizzazione 
passerà al di sotto delle curve precedenti e ritornerà sullo stesso punto A;. 
Si ottiene così una curva chiusa A;C1DiF1A; detta diagramma di isteresi. Se 
si fa continuare la curva iniziale OA; fino al punto A, dove la magnetizza- 
zione ha già raggiunto lo stato di saturazione, allora seguendo il percorso 
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descritto si ottiene il diagramma di isteresi limite o maggiore ACDFA. Si 
vede che per H = 0, l’induzione 8 non si annulla ed è rappresentata dal 
segmento OC. A questo valore di induzione corrisponde la magnetizzazio- 
ne residua / = B/(4x) = OC/(4r). La presenza di una magnetizzazione re- 
sidua determina l’esistenza dei magneti permanenti. Per smagnetizzare il 
campione dobbiamo fargli percorrere la curva di magnetizzazione fino al 
punto K o K”. A questi punti corrisponde il campo magnetico Hx = |OK] 
che si chiama forza coercitiva. I valori di magnetizzazione residua e di forza 
coercitiva variano largamente per i diversi materiali ferromagnetici. Il dia- 
gramma di isteresi del ferro dolce è stretto (debole forza coercitiva), quello 
dell’acciaio e di tutti gli altri materiali utilizzati per la fabbricazione di ma- 
gneti permanenti è largo (grande forza coercitiva). Il carattere del diagram- 
ma di isteresi resta lo stesso se si rappresenta sulle ordinate la magnetizza- 
zione / invece dell’induzione 8. 
8 A 





777 


Fig. 190. Fig. 191. 


Queste particolarità delle curve di magnetizzazione servono come base 
di un procedimento pratico di smagnetizzazione dei corpi ferromagnetici 
(degli orologi magnetizzati accidentalmente ad esempio). Si pone il corpo 
magnetizzato in una bobina in cui si fa passare una corrente alternata. Di- 
minuendo progressivamente l’ampiezza della corrente si fa percorrere al cor- 
po dei cicli di isteresi decrescenti (cicli che diventano sempre più stretti) fin- 
ché non si raggiunge il punto O dove la magnetizzazione è uguale a zero. 

Negli esperimenti dimostrativi è facile visualizzare i cicli di isteresi sullo 
schermo di un oscilloscopio. Si utilizza a questo scopo il circuito rappresen- 
tato nella figura 192 alimentato da una corrente alternata. La bobina A con- 
tenente il campione in esame, 4 forma di lungo filo o di un fascio di fili, 
è posto in un campo magnetico variabile che magnetizza il campione. L’in- 
tensità F7 del campo magnetico è proporzionale all’intensità /della corrente 
che attraversa l’avvolgimento dell’elettromagnete. Perciò la tensione preleva- 
ta dalla resistenza R e applicata alle placche di deviazione orizzontale dell’o- 
scilloscopio è proporzionale a H. D’altra parte la tensione che si misura ai 
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capi di A è proporzionale alla derivata 4B/dt. Quest'ultima tensione è appli- 
cata all’entrata del circuito integratore CR (il funzionamento di tale circuito 
è spiegato nel paragrafo 122). Ai capi del condensatore di questo circuito 


si raccoglie una tensione proporzionale a (4 dt, cioè a B. Si applica 


questa tensione alle placche di deviazione verticale dell’oscilloscopio. Quan- 
do si alimenta il circuito con una corrente alternata si vede apparire sullo 
schermo dell’oscilloscopio un diagramma di isteresi. Per diminuire gli effetti 
di bordo dei campioni conviene utilizzare un campione a forma di toro, e 
porlo in una bobina anch'essa toroidale. 
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Fig. 192. 


S. A causa dell’isteresi la magnetizzazione e la smagnetizzazione dei cor- 
pi ferromagnetici sono accompagnate da liberazione di calore detto calore 
di isteresi. Per una trasformazione quasi-statica infinitesima il calore di iste- 
resi 60 è dato dalla formula (73.1). Integriamola su un ciclo di magnetizza- 
zione, cioè lungo il diagramma (chiuso) di isteresi. L’integrale di dU si an- 
nulla poiché il corpo ferromagnetico dopo aver percorso un ciclo ritorna al 
suo stato iniziale e di conseguenza la sua energia interna riprende il valore 
iniziale. Si ottiene quindi Ò 


Q = 4 |HdB. (74.1) 


Si vede che il calore di isteresi prodotto nel corso di un ciclo di magnetizza- 
zione è numericamente uguale, a meno di un fattore 1/(47), all’area del dia- 
gramma di isteresi. 

Sospendiamo un piccolo cilindro d’acciaio all’interno di una bobina ali- 
mentata dalla rete urbana. Il cilindro che subisce 50 cicli di rimagnetizzazio- 
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ni al secondo si riscalda fortemente in pochi minuti. Per dimostrare che 
questo riscaldamento è dovuto all’isteresi e non alle correnti di Foucault so- 
stituiamo il cilindro di ferro con un cilindro di rame delle stesse dimensioni. 
Dato che la conduttività del rame è più grande di quella del ferro, le correnti 
di Foucault nel rame sono più intense. Ciò nondimeno il cilindro di rame 
quasi non si riscalda mentre il cilindro di ferro si riscalda fortemente. 

6. Una terza proprietà caratteristica delle sostanze ferromagnetiche sta 
nel fatto che per ciascuna di esse esiste una temperatura T = 7c detta tem- 
peratura (0 punto) di Curie, passando attraverso la quale la sostanza subi- 
sce una trasformazione di fase di seconda specie. La sostanza è ferromagne- 
tica soltanto al di sotto del punto di Curie. Al di sopra del punto di Curie 
essa diventa paramagnetica. In prossimità del punto di Curie la suscettività 
magnetica è determinata dalla legge di Curie-Weiss 


X = TT: (74.2) 
dove C è una costante il cui valore dipende dalla sostanza. 

La temperatura di Curie del nichel è uguale a 360 °C (633 K). Prendia- 
mo un foglio di nichel e arrotoliamolo; sospendiamo il rotolo in prossimità 
di un magnete permanente. Esso sarà attirato dal magnete. Avviciniamo al 
rotolo la fiamma di un becco a gas. Quando la temperatura del nichel supe- 
ra il punto di Curie, il rotolo non è più attirato dal magnete, e si allontana 
distaccandosi dalla fiamma. Quando il foglio si è raffreddato abbastanza, 
viene di nuovo attirato dal magnete, poi torna ad allontanarsene, e così via. 
Il rotolo di nichel compie questi movimenti pendolari finché il becco a gas 
rimane acceso. Ì 

Altre proprietà dei corpi ferromagnetici saranno studiati nel paragrafo 
79 dedicato alla teoria del ferromagnetismo. 


$ 75. Proprietà magnetiche degli atomi 


1. Prima di esporre l’approccio atomistico allo studio delle proprietà 
magnetiche dei mezzi materiali è importante notare che in una teoria classi- 
ca coerente il magnetismo non dovrebbe figurare. Basandosi sui metodi del- 
la statistica classica, Bohr nel 1911, ed in modo indipendente Van Leeuwen 
nel 1920, hanno dimostrato in modo rigoroso il seguente teorema. Un siste- 
ma di particelle cariche (elettroni, nuclei atomici, ecc.), posto in un campo 
magnetico permanente in condizioni di equilibrio termodinamico, non po- 
trebbe possedere un momento magnetico se questo sistema soddisfacesse ri- 
gorosamente le leggi della fisica classica. Un tale sistema può essere magne- 
tizzato soltanto se si trova in uno stato di non equilibrio. Se il sistema passa 
in uno stato di equilibrio la sua magnetizzazione dovrebbe sparire. Il motivo 
è che un campo magnetico permanente esercita sulle particelle cariche una 
forza perpendicolare alla velocità e non può quindi modificare l’energia ci- 
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netica delle particelle. Una spiegazione delle proprietà magnetiche delle so- 
stanze esige l’applicazione delle concezioni quantistiche. 

Ciononostante, Langevin (1872-1946) è riuscito nel 1905 a spiegare in 
modo soddisfacente la natura del paramagnetismo e del diamagnetismo 
senza fare appello alle concezioni quantistiche. Questo risultato è dovuto al 
fatto che le teorie classiche della magnetizzazione utilizzavano in modo im- 
plicito concezioni quantistiche ed ammettevano in particolare che le parti- 
celle cariche potessero costituire raggruppamenti stabili come atomi e mole- 
cole. Una teoria classica coerente dovrebbe essere in grado di giustificare 
non soltanto la magnetizzazione ma anche l’esistenza degli atomi stessi, ri- 
sultato ottenuto soltanto con la meccanica quantistica. Dato che la mecca- 
nica quantistica sarà esposta più avanti in questo Corso utilizzeremo qui 
delle concezioni semiclassiche per spiegare i fenomeni di magnetizzazione. 
Nonostante la sua insufficienza e incoerenza la teoria semiclassica permette 
almeno di farsi un’idea della natura di questo fenomeno. 

2. Esaminiamo dapprima, molto brevemente, le proprietà magnetiche 
degli atomi. Più dettagliatamente questo problema sarà esaminato nel quin- 
to volume del nostro Corso dedicato alla fisica atomica. Nel modello sem- 
plice di Bohr dell’atomo d’idrogeno l’elettrone ruota attorno al nucleo su 
una orbita circolare. Indichiamo con — e la carica dell’elettrone. L'elettrone 
che ruota su un’orbita circolare crea in media un campo magnetico uguale 
a quello creato da una corrente elettrica che circoli lungo l’orbita, di 
intensità. / = — e/7, dove T = 2xr/v è il periodo di rotazione dell’elettrone. 
Perciò l’elettrone in rotazione possiede non soltanto un momento cinetico 
L = mruv ma anche un momento magnetico M = 7 S/ = — erv/(2c). Il 
rapporto di queste due grandezze, detto rapporto giromagnetico, nel caso 
del modello in esame è uguale a 


_M_ _ e 
r=7 = me (75.1) 


Lo stesso risultato è valido nel caso in cui l’elettrone si muova su un’orbita 
ellittica, e rimane valido anche per atomi con molti elettroni poiché il rap- 
porto e/m è lo stesso per tutti gli elettroni. 

Secondo la teoria di Bohr il momento cinetico dell’atomo è quantizzato, 
cioè ammette soltanto un insieme discreto di valori (non può variare in mo- 
do continuo). Sono accettabili i valori L = nà, dove n è un numero intero 
che può prendere i valori 1, 2, 3, .., e fù = //(2r) = 1,05-1077” erg-s è la 
costante di Planck divisa per 27. (È detta anch’essa costante di Planck ed 
è di uso più comodo nella teoria.) Anche il momento magnetico è quantiz- 
zato conformemente alla formula 


eh 


ma 2mc 


(75.2) 
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Quindi il più piccolo valore del momento magnetico dell’atomo è uguale a 


Ms = eh 
2mc 
Questa grandezza gioca il ruolo di unità di momento magnetico ed è detta 
magnetone di Bohr. 

3. La meccanica quantistica ha abbandonato la concezione del movi- 
mento degli elettroni su orbite classiche ed ha precisato le regole di quantiz- 
zaziene della teoria di Bohr. La nozione di movimento degli elettroni stessi 
è stata sostituita con quella di movimento di una certa grandezza avente il 
significato di densità di probabilità di localizzazione spaziale dell’elettrone. 
Un’immagine classica ma non adeguata di questa nuova nozione è una nube 
nella quale la massa e la carica elettrica corrispondenti sono distribuite in 
modo continuo nello spazio con una certa densità. Esiste una serie discreta 
di stati detti stazionari nei quali queste grandezze non variano nel tempo. 
A tali stati stazionari corrispondono i valori quantizzati delle grandezze fi- 
siche. La formula classica del rapporto giromagnetico (75.1) è valida anche 
in meccanica quantistica come è facile verificare utilizzando l’analogo clas- 
sico (nube elettronica) della rappresentazione quantomeccanica, di cui si è 
appena trattato. 

Nella teoria di Bohr l’elettrone che ruota su un’orbita diventa equivalen- 
te ad una corrente elettrica soltanto se si prende la media della sua posizione 
lungo l’orbita. In meccanica quantistica, per contro, non ci sono orbite e 
l’elettrone dell’atomo, preso in senso classico, sarebbe analogo ad una cor- 
rente uniformemente distribuita attorno al nucleo. 

Il modello di Bohr esclude gli stati nei quali imomenti cinetico e magne: 
tico degli atomi sono uguali a zero, poiché in tal caso l’elettrone dovrebbe 
effettuare un movimento radiale che lo farebbe inevitabilmente entrare in 
collisione con il nucleo. In meccanica quantistica invece sono ammissibili 
anche stati per i quali la distribuzione della probabilità di presenza dell’elet- 
trone presenta una simmetria sferica attorno al nucleo. In questi stati il mo- 
mento cinetico orbitale ed il momento magnetico dell’elettrone sono rigoro- 
samente uguali a zero. 

Infine in meccanica quantistica la formula L = nà caratterizza non il 
momento classico totale dell’elettrone nell’atomo ma la proiezione di questo 
vettore su una particolare direzione, quella del campo magnetico nel quale 
è collocato l’atomo. Le altre due proiezioni non hanno valori definiti, cosa 
che non è concepibile nel quadro del modello classico. - 

4. Oltre al momento orbitale l’elettrone possiede anche un momento ci- 
netico proprio detto spin. Negli stati stazionari la proiezione dello spin su 
una direzione data può prendere soltanto due valori: +%/2 e — 4/2. Allo 
spin corrisponde un momento magnetico la cui proiezione su una direzione 
data è uguale al magnetone di Bohr. Quindi allo spin dell’elettrone è colle- 
gato un rapporto giromagnetico I° = — e/(mc) due volte più grande del rap- 


= 9,28-1077 erg/G. 
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porto giromagnetico orbitale. Imomenti meccanico e magnetico di qualun- 
que atomo, ivi compresi gli atomi con molti elettroni, si compongono vetto- 
rialmente per addizione dei momenti orbitali e di spin. Possono esistere de- 
gli stati nel quali i momenti meccanici e magnetici si compensano esatta- 
mente, per cui il momento totale dell’atomo è uguale a zero. 


$ 76. Diamagnetismo 


1. Si osservano proprietà diamagnetiche nelle sostanze i cui atomi non 
possiedono alcun momento magnetico in assenza di campo magnetico 
esterno. In tali condizioni ogni elettrone è sottoposto soltanto alle forze 
esercitate da parte del nucleo e degli altri elettroni dell'atomo. In presenza 
di un campo magnetico permanente B a queste forze si aggiungerà la forza 


— _ [vB], dove vè la velocità dell’elettrone. Calcoliamo in qual modo que- 


sta forza modifica il movimento di un atomo nello stato stazionario. A que- 
sto scopo descriviamo questo movimento rispetto ad un sistema di riferi- 
mento in rotazione uniforme attorno alla direzione del campo magnetico 
con velocità angolare @. Determineremo il valore di £ più avanti; per ora 
supponiamo che essa sia piccola rispetto alla velocità angolare w di rotazio- 
ne dell’elettrone attorno al nucleo atomico. A questa condizione si potrà 
trascurare tutti i termini di ordine (2/w)? cioè tutti i termini quadratici ri- 
spetto a 2. In un sistema di riferimento in rotazione si deve aggiungere alle 
forze già ricordate due forze di inerzia: la forza di Coriolis 27 [vre:2] e la 
forza centrifuga. Trascuriamo quest’ultima poiché essa è proporzionale a 2° 
e sostituiamo nell’espressione della forza di Coriolis la velocità relativa del- 
l’elettrone vr con la sua velocità assoluta v = vrei + [Qr]. Una tale sostitu- 
zione è ammissibile poiché essa farà variare la forza di Coriolis di una quan- 
tità proporzionale a 2. In questa approssimazione la forza di Coriolis è da- 
ta da 2m [v]. Diamo ora alla grandezza f un valore che soddisfi la condi- 


zione 2m [1] — A [vB] = 0, ciò equivale a porre 


Q= or — B. (76.1) 


Così nel sistema di riferimento in rotazione nessun’altra forza si aggiunge 
alle forze che già agiscono sull’elettrone. Per conseguenza nel sistema di ri- 
ferimento in rotazione l’atomo si ritroverà nello stesso stato stazionario nel 
quale esso era in un sistema di riferimento immobile in assenza di campo 
magnetico. Quindi, descrivendo il movimento in un sistema di riferimento 
immobile, si ottiene il seguente risultato. In presenza di un campo magneti- 
co esterno il movimento degli elettroni all’interno dell'atomo non risulta 
modificato ma l'atomo acquista un movimento di rotazione supplementare 
con la velocità angolare (76.1). Questo risultato esprime il teorema di Lar- 
mor (1857-1942); la grandezza © è la frequenza di Larmor. 
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Non resta che assicurarci che la condizione |Q| « |w| utilizzata nella di- 
mostrazione sia verificata. É evidente che questa condizione può essere 
scritta nella forma 








B < | amc (76.2) 
Sostituendo nella formula i valori numerici |e| = 4,8-107!° un. CGSE, 


m = 9,11-107?8 g, w — 10! s7! si ottiene B « 10° G. Dato che il campo 
magnetico più intenso mai realizzato non supera 10” G la condizione (76.2) 
è sempre valida. 

2. Come dimostra la formula (76.1) la velocità angolare della rotazione 
di Larmor ha la stessa direzione e senso del vettore B. Dato che la carica 
dell’elettrone è negativa il momento magnetico legato a questa rotazione è 
orientato in senso opposto al campo 8. Per conseguenza appare una ma- 
gnetizzazione / diretta contro il campo 8. Questo è il diamagnetismo. 

Calcoliamo ora la suscettività magnetica di un corpo diamagnetico. Un 
elettrone in rotazione su un’orbita circolare di raggio r con la frequenza di 
Larmor 2 possiede un momento cinetico mr? e quindi un momento ma- 
gnetico — er?2/(2c) = — e°r*H/(4mc”). Nell’ultima espressione il vettore B 
è sostituito dal vettore 7 poiché nei materiali diamagnetici la differenza tra 
questi vettori è trascurabilmente piccola. Se l’asse Z è perpendicolare al pia- 
no dell’orbita circolare dell’elettrone, allora r? = x? + y?. Per calcolare il 
momento magnetico di un atomo è sufficiente sommare i momenti magne- 
tici di tutti i suoi elettroni. Negli atomi di un corpo diamagnetico la distri- 
buzione degli elettroni presenta una simmetria sferica. In questo caso x? = 
= y? = 2° = 1/3R%, dove Rè la distanza tra l’elettrone ed il nucleo. Se 
l'atomo ha Z elettroni il suo momento magnetico medio in un campo ma- 
gnetico esterno sarà 











Ze, ! x 2 Ze” 2 
= — + = R°H, 
Di 4mc* ( y) 6mc° 
ed il vettore magnetizzazione del mezzo è 
NZe? 4: 
I=- > R°H, (76.3) 
6mc 
dove N è il numero di atomi per unità di volume. Si ottiene poi 
2 
_NE R (76.4) 
6mc 
A sr 
p=1- SINO pr (76.5) 
6mc 


L’energia del movimento di agitazione termica è troppo debole per poter 
modificare lo stato interno (quantizzato) dell’atomo. Perciò le grandezze x 
e a dei corpi diamagnetici non devono dipendere dalla temperatura. Questo 
risultato teorico è confermato dall’esperienza. 
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Per dare un’altra prova della validità delle considerazioni teoriche valu- 
tiamo le dimensioni dell’atomo a partire dai valori della suscettività x. La 
grandezza R° deve essere calcolata per mezzo della meccanica quantistica. 
Ma anche senza fare dei calcoli è evidente che la radice quadrata di.R? ca- 
ratterizza l’ordine di grandezza delle dimensioni atomiche. Gli atomi dei gas 
nobili in virtù della simmetria sferica dei loro involucri elettronici sono dei 
corpi diamagnetici. È comodo caratterizzare le proprietà diamagnetiche dei 
corpi in base alla loro suscetfività magnetica molare xa, che è legata a x 
dalla relazione xa = Vx, dove V è il volume di una mole. Si può calcolare 
la grandezza xa secondo la formula (76.4) se si intende per N il numero 
d’Avogadro. Nel caso dell’elio l'esperimento dà: xa = —2,2-107; nel caso 
dell’argo xa = —2,5-107*. Per l’elio Z = 2 e per l’argo Z = 18. Sostituen- 
do questi valori nella formula (76.4) si ottiene: He, N R? = 0,63-107* cm; 
Ar, VR? = 0,67-107* cm. Questi risultati concordano in modo soddisfa- 
cente con i valori ottenuti per mezzo di altri procedimenti. 

3. Rimane da precisare la natura delle forze che determinano la rotazio- 
ne di Larmor degli atomi. Non possono essere forze magnetiche poiché 
queste sono perpendicolari alla velocità degli elettroni e non producono al- 
cun lavoro. Alla rotazione di Larmor è legata un’energia cinetica supple- 
mentare. Le forze magnetiche possono soltanto mantenere e non creare la 
rotazione di Larmor che appare quando si applica un campo magnetico. Un 
campo magnetico variabile eccita un campo elettrico rotazionale ed è que- 
sto campo che determina la rotazione di Larmor degli atomi. Per chiarirlo 
ammettiamo che l’elettrone ruoti su un’orbita circolare di raggio r il cui pia- 
no è perpendicolare al campo magnetico uniforme 8. Poniamo che l’appli- 
cazione di questo campo si effettui in condizioni adiabatiche, cioè così len- 
tamente che nel corso di una rotazione dell’elettrone sulla sua orbita il cam- 
po resti pressoché costante. In virtù della simmetria il campo elettrico rota- 


zionale E sarà diretto lungo la tangente alla circonferenza. Conformemente 
alla legge dell’induzione elettromagnetica 27rr£ = — 297. dove ® è il 
flusso magnetico che attraversa l’area delimitata dalla stessa circonferenza. 


Se ne deduce il campo E. Il momento delle forze applicate all’elettrone è 


Co _e dd , . . . 
M = -reE = se di Secondo l’equazione dei momenti 


da e d& 
mag =M= xe di 


Nell’istante iniziale B = Q = 0. Perciò integrando l’equazione precedente 
si ottiene 


20 _ e 
mid = 5 ® 


da cui Q = eB/(2mc). Se cessa la variazione del campo magnetico cesserà 
anche la variazione della velocità di rotazione dell’atomo. Quest'ultimo con- 
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tinuerà allora a ruotare con velocità angolare costante definita dalla formu- 
la di Larmor (76.1). 

Da queste considerazioni risulta che /a rotazione di Larmor è una delle 
manifestazioni del fenomeno dell’induzione elettromagnetica. Il fatto che 
l’induzione elettromagnetica conduca proprio al diamagnetismo e non al 
paramagnetismo è facilmente comprensibile facendo appello alla regola di 
Lenz. Infatti in confornàità a questa regola il campo magnetico Bina dovuto 
alla rotazione di Larmor degli elettroni deve avere un senso tale che esso si 
opponga ad ogni variazione del campo esterno B applicato. Per conseguen- 
za il campo Bina nonché il vettore magnetizzazione devono essere orientati 
contro il campo esterno 8. Dato che il fenomeno di induzione elettroma- 
gnetica si manifesta in tutti i mezzi, il diamagnetismo che ne risulta è un 
fenomeno universale che deve anche manifestarsi in tutti i mezzi. Ma quan- 
do gli atomi presentano momenti magnetici propri l’effetto diamagnetico è 
superato dall’effetto paramagnetico che è più forte. 


$ 77. Paramagnetismo 


1. Il paramagnetismo si osserva nelle sostanze i cui atomi possiedono dei 
momenti magnetici in assenza di ogni campo magnetico esterno. Se il cam- 
po magnetico è uguale a zero gli atomi effettuano un movimento termico 
disordinato ed i loro momenti magnetici sono orientati in modo disordinato 
nello spazio. In questo caso il corpo non è magnetizzato. In un campo ma- 
gnetico i momenti magnetici degli atomi tendono ad orientarsi lungo questo 
campo. Così appare una magnetizzazione e l’effetto paramagnetico da essa 
determinato. 

La teoria del paramagnetismo che esponiamo nel seguito si riferisce ai 
gas paramagnetici nei quali l’interazione tra gli atomi è debole. I risultati 
di questa teoria sono qualitativamente applicabili ai corpi paramagnetici 
solidi e liquidi, negli atomi o negli ioni dei quali gli strati elettronici possono 
ruotare più o meno liberamente attorno ai nuclei atomici. Ciò avviene, ad 
esempio, quando gli strati elettronici presentano una simmetria sferica. Tali 
sono gli strati elettronici degli atomi dei gas nobili o degli ioni aventi lo stes- 
so numero di elettroni di un gas nobile. 

2. Mettiamo un atomo isolato in un campo magnetico permanente 8. 
Trascuriamo la presenza degli spin, supponendo che tutti gli spin dell’invo- 
lucro elettronico siano compensati. Sia v la velocità di un elettrone dell’ato- 
mo prima dell’applicazione del campo magnetico. Secondo il teorema di 
Larmor in presenza di un campo magnetico esterno la velocità dello stesso 


elettrone sarà uguale a v + [Qr] e la sua energia cinetica a} m(v + [A], 


dove £? è la frequenza di Larmor. Se si trascurano i quadrati della grandezza 
O, l'incremento dell’energia cinetica dell’elettrone può essere espresso come 
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m(v[r])) o m([rv]2). Sommando su tutti gli elettroni si ottiene l’incremento 
é dell’energia cinetica dell'atomo dovuto al campo magnetico applicato: 
é = (L£), dove L è il momento cinetico dell’involucro elettronico. Per mez- 
zo delle formule (75.1) e (76.1) quest’espressione si riduce alla forma 


EÉ = — (MB). (77.1) 


La stessa variazione di energia (ma questa volta di energia potenziale) po- 
trebbe essere ottenuta introducendo in un campo magnetico un dipolo ma- 
gnetico di momento Wi. Ciò era prevedibile, poiché secondo il teorema di 
Ampère una spira elementare percorsa da corrente (un elettrone in rotazio- 
ne su un’orbita chiusa, ad esempio) posta in un campo magnetico esterno 
è sottoposta alle stesse forze che agiscono su un dipolo magnetico. Perciò 
la formula (77.1) che esprime l’incremento di energia dell’atomo resta valida 
anche nel caso in cui il momento magnetico Mt è determinato dagli spin e 
non dai movimenti orbitali degli elettroni. In generale la formula (77.1) è 
valida qualunque sia l’origine del momento magnetico dell’atomo Mi, il che 
può essere confermato per mezzo di un calcolo indipendente (cfr. punto 8). 

3. Da quanto detto risulta che la teoria classica del paramagnetismo dei 
gas non deve essere in sostanza differente dalla teoria di Debye sulla polariz- 
zazione dei dielettrici gassosi a molecole polari che è stata esposta nel para- 
grafo 36. La teoria del paramagnetismo è stata elaborata da Langevin prima 
della teoria di Debye, e quest’ultima semplicemente riproduce la teoria di 
Langevin. La formula (77.1) mostra che l’energia dell’atomo è maggiore se 
il suo momento magnetico è orientato in direzione contraria al campo ma- 
gnetico ed è minore se è diretto nel medesimo senso. Perciò allo stato di 
equilibrio statistico vi è una percentuale maggiore di momenti magnetici 
orientati nel senso del campo che nel senso opposto, il che corrisponde ap- 
punto al fenomeno del paramagnetismo. Se la condizione 


MB 1 (77.2) 


KT 


è verificata, per analogia con la formula (36.5) si può scrivere in teoria 
classica 





__ _nM° 
I = 3kT B. (77.3) 


Di qui utilizzando le relazioni Z = xH, B = (1 + 4rx)H, si ottiene 


x __ nM° 
T+aax 3 3 (774) 


Questa è la formula che determina la suscettività magnetica dei materiali 
paramagnetici. Del resto, la suscettività magnetica dei corpi non ferroma- 
gnetici è talmente piccola che la grandezza 4rx nella formula precedente 
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può essere trascurata rispetto all’unità”. Allora 


nM° 

X = 3: (77.5) 
4. Generalizziamo le formule (77.3) e (77.5) al caso di campi magnetici 
forti o di basse temperature quando la condizione (77.2) non è più verifica- 
ta. Anche lo studio di questo caso è dovuto a Langevin ma la sua teoria 
classica non tiene conto della quantizzazione dei momenti magnetici degli 
atomi, che è molto importante alle basse temperature. Per tener conto della 
quantizzazione si deve imporre che il momento magnetico dell’atomo MW sia 
un multiplo del magnetone di Bohr Ms e che possa assumere tutte le orien- 
tazioni ammesse dalle regole di quantizzazione. Supponiamo che il momen- 
to magnetico MW dell’atomo sia dovuto allo spin e che esso sia uguale ad un 
magnetone di Bohr. Questa ipotesi non modifica nessun aspetto essenziale 
della quantizzazione ma semplifica notevolmente i calcoli poiché in questo 
caso l’atomo può prendere nel campo magnetico soltanto due orientazioni, 
una parallela e l’altra antiparallela al campo applicato. Nel caso di orienta- 
zione parallela la proiezione del momento magnetico sulla direzione del 
campo magnetico è uguale a + Ma e nel caso di orientazione antiparallela 
la proiezione è uguale a — Ms. (In seguito ometteremo l’indice B.) A queste 
orientazioni corrispondono le energie — WB e + MB. Conformemente alla 
distribuzione di Boltzmann, il numero di atomi (per unità di volume) orien- 

tati parallelamente ed antiparallelamente è dato da 


ni = Ce’, nz = Ce, 





dove si è posto 
WB 
- si 77. 
x KT (77.6) 
La costante di normalizzazione C è determinata dalla condizione n) + n2= 
= n, dove nè il numero totale di atomi per unità di volume. Si ha allora 
C(e* + e7*) = n. Si ottiene per la magnetizzazione / = (ni — n2)M, da cui 


I = mece o e_° = nWM th 7 
= n = n)th x. 717. 


5. Prima di esaminare la formula ottenuta, osserviamo che nel caso in 
cui il momento magnetico dell’atomo è superiore ad un magrretone di Bohr 
il calcolo si esegue nello stesso modo, cambia solo il numero di orientazioni 
possibili ed il valore delle proiezioni dei momenti magnetici degli atomi sul- 


1) Sarebbe incoerente tener conto qui della differenza che esiste tra 8 e H e trascurare, co- 
me abbiamo fatto dappertutto in questo paragrafo, la differenza tra il campo macroscopico 
medio 8 ed il campo 2’, che si esercita su un atomo di un corpo paramagnetico, o tra il qua- 
drato del campo medio 4 e la media del quadrato del campo microscopico, ecc. Queste diffe- 
renze sono tutte dello stésso ordine di grandezza. 
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la direzione del campo magnetico. In tutti i casi la magnetizzazione è data 
da una espressione del tipo 


I = nML(x, (77.8) 


dove L(x) è la funzione di Langevin. Nel caso esaminato la funzione di Lan- 
gevin è th xe si indica con L1/2(x), poiché il momento meccanico dell’atomo 
(in unità #) è uguale a 1/2. In altri casi la forma della funzione L(x) varia, 
ma il suo carattere generale resta lo stesso. Nel limite classico in cui la quan- 
tizzazione è assente, cioè tutte le orientazioni dei momenti magnetici sono 
permesse, la funzione di Langevin viene indicata mediante Lw(x): 


Lo(x) = cth x — _ (77.9) 


(si veda il problema alla fine del paragrafo). Questo risultato è stato ottenu- 
to da Langevin stesso. 

6. I grafici delle funzioni di Langevin L1/2(x) e L»(x) sono rappresentati 
in figura 193. Per x piccoli 


L1,2(x) = x - 33 +... Lo(x) = 7% +... 


Conformemente a ciò nei campi deboli (x « 1) Z dipende da B linearmente. 
Secondo la: formula (77.7) si ottiene 

2 

[= PR 

KT 


e secondo la formula (77.9) si ottiene il risultato classico (77.3), cioè un va- 
lore di tre volte inferiore. I momenti magnetici WM dipendono dalla struttura 





B, (77.10) 





Fig. 193. 


interna dell'atomo e il movimento termico non è sufficientemente intenso 
per modificarli. Quindi come risulta dalle formule (77.10) e (77.3), /a suscet- 
tività magnetica dei gas paramagnetici deve variare in modo inversamente 
proporzionale alla temperatura assoluta T. Tale legge di variazione è stata 
sperimentalmente stabilita da P. Curie prima che fosse elaborata la teoria 
corrispondente e porta il nome di /egge di Curie. Questa legge concorda as- 
sal bene con i dati sperimentali per i gas paramagnetici e per una serie di 
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solidi paramagnetici (i sali delle terre rare, ad esempio). D'altra parte, per 
molti liquidi e solidi paramagnetici la teoria elementare da noi esposta è in- 
sufficiente poiché essa ammette la libera rotazione degli strati elettronici de- 
gli atomi attorno alla direzione del campo magnetico applicato. Del resto, 
anche nei casi in cui questa ipotesi è valida, nei campi forti (x > 1) e a basse 
temperature (dell’ordine di qualche kelvin) si devono osservare deviazioni 
non soltanto dalla legge di Curie ma anche dalla relazione lineare tra / e B. 

7. Nei campi forti (x > 1) le due funzioni L1/2(x) e Lw(x) tendono asin- 
toticamente all’unità. Questo corrisponde ad una magnetizzazione a satura- 
zione I = nWi, ottenuta quando tutti i momenti magnetici degli atomi si 
allineano parallelamente al campo magnetico. Ma come era da attendersi 
la funzione classica Lw(x) non verifica il teorema di Nernst (cfr. v. II, $ 84), 
a differenza della funzione L1/2(x). Infatti in assenza di quantizzazione vale 
il teorema classico di equipartizione dell’energia cinetica tra tutti i gradi di 
libertà. Conformemente a questo teorema i gradi di libertà rotatori dell’ato- 
mo devono essere eccitati ed a ciascuno di essi è associata l’energia cinetica 
1/2 KT e la capacità termica 1/2 X indipendente dalla temperatura. Allo zero 
assoluto la capacità termica sarebbe quindi finita in contraddizione con il 
teorema di Nernst. Esiste un’altra contraddizione con questo teorema. Dalle 
formule (73.3) e (73.4) segue 


IS) __1(8H IS) _ 1(9B 
dB }T 4n \ 9T }B d0H JT 4x\9T]H 


Secondo il teorema di Nernst allo zero assoluto le trasformazioni non sono 
accompagnate da alcuna variazione di entropia. Di conseguenza i primi 
membri e quindi anche i secondi membri delle relazioni ottenute devono an- 


nullarsi per 7 = 0 
3H) _ (8) _0o 
OT }B 0T]JH =" 


Tenendo conto della relazione B = H + 471 i risultati ottenuti si possono 


scrivere nella forma 
OI _ OI _ 
(37): _ (37). c° CIÒ 


La formula classica (77.9) non concorda con questa relazione. Infatti per 
x > 1 è valida l’uguaglianza asintotica L»w(x) = 1 — 1/x e quindi 
I = n (1 -L) = nM — nkI_ 
x B 

Ne risulta che (90//07)8 = nK/B, cioè allo zero assoluto la derivata 
(01/9T)s non si annulla. Se si considera invece la formula (77.7) si può uti- 
lizzare lo sviluppo asintotico L1/2(x) = 1— 2e7” e quindi / = nM — 
— 2e7*). È evidente che per x + co / tende al valore costante nW (satura- 
zione), e la derivata 0//0x tende a zero. Ne risulta che la formula quantistica 
(77.7) concorda con il teorema di Nernst. 
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8. Per concludere non ci resta che spiegare la comparsa della magnetiz- 
zazione nelle sostanze paramagnetiche. È stato mostrato nel paragrafo pre- 
cedente che, in presenza di un campo magnetico, l’atomo nel suo insieme 
ruota con la frequenza di Larmor, cioè esegue una precessione regolare con 
la stessa frequenza attorno alla direzione del campo magnetico. Durante ta- 
le precessione l’angolo tra il momento magnetico MW ed il campo B rimane 
costante. Anche la proiezione del vettore W? sulla direzione del campo ma- 
gnetico è costante. È evidente che la sola precessione non può condurre ad 
una magnetizzazione della sostanza paramagnetica. La magnetizzazione 
appare a causa dell’interazione reciproca tra gli atomi. Per semplicità sup- 
poniamo che queste interazioni possano essere ricondotte a collisioni e che 
gli atomi siano rappresentati da trottole di momento meccanico L e di mo- 
mento magnetico W = TL, dove T è il rapporto giromagnetico. Per concre- 
tizzare la situazione nella figura 194 i vettori L e Mi sono orientati nello stes- 
so senso, sebbene tutti i risultati risultino validi anche se le orientazioni so- 
no opposte. In un campo magnetico sull’atomo agisce un momento delle 





Fig. 194. 


forze M = [WB] sotto l’azione del quale avviene una precessione. La veloci- 
tà angolare di precessione O si deduce dall’equazione dei momenti L = M. 
Sostituendovi L = [QZ] si ottiene [RL] = T[LB] da cui 


Q=- TR ‘ (7742) 


Se il momento L è dovuto ai movimenti orbitali degli elettroni, allora T' = 
= — e/(2mc)e quindi 2 = eB/(2mc) cioè la precessione avviene con la 
frequenza di Larmor. Ciò dimostra che il modello classico conduce ad un 
risultato corretto. Se invece il momento L è di spin, I = — e/(mc)ela velo- 
cità angolare di precessione sarà doppia che nel caso precedente. In tutti gli 
altri casi l’effetto è assai più complicato e sarà studiato dettagliatamente nel 
volume V del nostro Corso. 

Teniamo conto ora delle collisioni. Se un atomo riceve un impulso nel 
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senso della sua rotazione di precessione il momento delle forze corrispon- 
denti provocherà una precessione attorno ad un asse perpendicolare alla di- 
rezione del campo magnetico. È facile rendersi conto, utilizzando l’equazio- 
ne dei momenti, che in seguito all’urto l’angolo tra i vettori WM e B deve au- 
mentare. Se invece l’impulso viene esercitato in senso contrario al senso del- 
la rotazione di precessione questo angolo deve diminuire. Gli urti del primo 
tipo smagnetizzano e gli urti del secondo tipo magnetizzano il corpo para- 
magnetico. Ma l’effetto di magnetizzazione predomina sull’effetto di sma- 
gnetizzazione poiché in media gli urti contro la rotazione di precessione so- 
no più forti che gli urti in senso opposto (allo stesso modo che la forza di 
resistenza che incontra un uomo quando corre contro il vento sarà più forte 
di quella esercitata quando l’uomo ha il vento nella schiena). Le considera- 
zioni riportate dimostrano che i/ campo magnetico non provoca la magne- 
tizzazione ma la mantiene soltanto. La magnetizzazione appare in conse- 
guenza delle collisioni tra gli atomi. 

9. Alcuni metalli, i metalli alcalini ad esempio, presentano proprietà pa- 
ramagnetiche ma non soddisfano la legge di Curie. La suscettività magneti- 
ca di questi metalli è in larga misura indipendente dalla temperatura. Que- 
sto fatto è stato spiegato da Pauli (1900-1958) nel 1927. Egli ha supposto che 
in questi casi il paramagnetismo fosse determinato non dai momenti ma- 
gnetici degli ioni del reticolo cristallino ma dai momenti magnetici di spin 
degli elettroni di conduzione. Considerando questi elettroni come un gas 
che soddisfa la statistica di Fermi-Dirac (cfr. vol. II, $ 82) Pauli ha calcolato 
la suscettività magnetica. Questo calcolo sarà esposto nel paragrafo 99; qui 
ci limitiamo ad osservare che l’indipendenza dalla temperatura della suscet- 
tività magnetica di un gas elettronico nei metalli è una conseguenza del teo- 
rema di Nernst. Infatti a temperature ordinarie il gas elettronico si trova nei 
metalli in uno stato di degenerazione, il che significa che in questo caso le 
temperature ordinarie devono essere considerate vicine allo zero assoluto e 
che si può quindi utilizzare il teorema di Nernst. Dalla formula (73.4) risulta 


h 
° 1 (38) _ (25 
4r \ 0T JH 0H JT 
Il secondo membro di questa relazione si annulla in virtù del teorema di 
Nernst, mentre il primo membro è uguale a nil cd, Si è omesso l’indice 
H dopo la derivata du/9T e la derivata stessa è scritta nella forma du/dT 
| «a du — dx _ 
perché u non dipende da 77. Quindi GT” 4T 3F 7 0. 
Problema 


Ottenere l’espressione (77.9) per la funzione classica di Langevin. 
Soluzione. Il numero di atomi per unità di volume i cui momenti magnetici sono compresi 
nell’angolo solido dQ = 27 sin ddd è determinato dalla formula di Boltzmann 
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MB 059 
dn = Cel” sin 9d9 = Ce'°"sin ddI, 


dove è è l’angolo tra momento magnetico WM e campo magnetico 8, la costante di normalizza- 
zione C è definita dalla condizione |dn = n. Il contributo di questi atomi alla magnetizzazio- 


ne del mezzo è dato da d/ = Mdn così. Sostituendovi l’espressione di dn ed integrando, si 
ottiene 


[e *cosd sin dd9 


0 


I=nP—————— =nM cnx-1), 
Xx 


[esscosin ddd 


0 


e da qui si ottiene la formula (77.9). 


$ 78. Gli effetti giromagnetici 


1. Sospendiamo un corpo paramagnetico o ferromagnetico ad un filo 
attorno al quale questo corpo può ruotare liberamente. Magnetizzandosi in 
un campo magnetico gli atomi del corpo ed i loro momenti magnetici ruota- 
no e si orientano di preferenza lungo il campo. Al momento magnetico M 
di un atomo è associato il momento cinetico W/T dell’involucro elettroni- 
co, dove I° è il rapporto giromagnetico. Il momento magnetico del corpo 
è uguale a V7, dove V è il volume del corpo e / il vettore magnetizzazione. 
In seguito alla magnetizzazione del corpo il momento cinetico degli involu- 
cri elettronici di questi atomi aumenta di Lei = VZ/T. Però le rotazioni de- 
gli atomi e dei momenti magnetici si effettuano sotto l’azione di collisioni, 
cioè di forze interne che non possono fare variare il momento cinetico totale 
del corpo. Ne risulta che il reticolo cristallino del corpo deve acquistare un 
momento cinetico uguale ma di segno opposto, cioè Lret = — VI/T'. Se pri- 
ma della magnetizzazione il corpo era in stato di quiete, una volta magnetiz- 
zato esso deve mettersi in rotazione. Se © è il momento di inerzia del corpo, 


la velocità angolare di rotazione w è determinata dall’equazione 
067 = — a I. (78.1) 
Questa rotazione del corpo si chiama effetto magnetomeccanico, perfetta- 
mente analogo a quello che si manifesta nell’esperimento con lo sgabello 
detto sgabello di Zukovskij, che ruota quando l’uomo seduto su di esso spo- 
sta l’asse di una ruota di bicicletta già in rotazione, che egli tiene nelle mani 
(cfr. v. I, $ 34, punto 7). Il ruolo della ruota di bicicletta è assunto qui dagli 
involucri elettronici degli atomi e quello dello sgabello di Zukovskij e del- 
l’uomo seduto sullo sgabello dal reticolo cristallino del corpo. 
2. AI fine di valutare questo effetto, supporremo che il corpo di massa 
M abbia la forma di un piccolo cilindro di raggio r e che si magnetizzi a 
saturazione. Se il momento magnetico di un atomo è uguale ad un magneto- 
ne di Bohr Ms = eh/(2 mc), il momento magnetico del corpo sarà uguale 
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a VI = MNNMz/A, dove Nè il numero d’Avogadro e A il peso atomico. Am- 
mettiamo che il momento magnetico di un atomo sia determinato dai movi- 


menti orbitali degli elettroni e per conseguenza I = — e/(2 mc). Sostituen- 
do questi dati nella formula (78.1) e tenendo conto del fatto che 0 = 5 Mr? 
si ottiene 
o = 2Nh 
Ar 


Per un cilindro di ferro di raggio r = 1 mm (A = 56) questa formula dà 
w = 2,25-107* rad/s. 

l’effetto risulta molto piccolo. Per rinforzarlo Einstein e De Haas 
(1878-1960), che tra i primi avevano osservato quest’effetto nel 1915, hanno 
utilizzato nei loro esperimenti il fenomeno della risonanza. Un piccolo ci- 
lindro di ferro viene sospeso con un filo di quarzo molto sottile e viene po- 
sto all’interno di un solenoide il cui avvolgimento è alimentato da una cor- 
rente alternata che periodicamente magnetizza e smagnetizza il cilindro 
(fig. 195). 


VÀ, 


Fig. 195. 


Le rotazioni del cilindro vengono registrate per mezzo di un piccolo 
specchio fissato al cilindro. L’equazione delle oscillazioni di torsione del ci- 
lindro si scrive nella forma 


d | 
Fi Lres + Le) = TT fe _ CL _ 
ossia 
mn . _ dLe _ V. 


dove g è l’angolo di deviazione del cilindro rispetto alla sua posizione di 
equilibrio, f il modulo di torsione del filo, a una costante introdotta per te- 
ner conto della resistenza dell’aria e delle altre forze d’attrito che si ammet- 
tono essere proporzionali alla velocità del movimento. Se si introducono la 
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frequenza propria wo delle oscillazioni del cilindro ed il coefficiente di smor- 
zamento y secondo le formule w$ = f/0, y = a/(20) si ottiene 


LI 


6+2y0+ 0 = - gpl. (78.2) 


Questa è l’equazione delle oscillazioni di torsione forzate (cfr. $ 122). La 
grandezza che figura nel secondo membro dell’equazione (78.2) gioca il ruo- 
lo di forza esterna. Questa forza che appare in seguito alla magnetizzazione 
e alla rimagnetizzazione del cilindro è supposta conosciuta. Essa, come an- 
che la magnetizzazione /, varia rispetto al tempo con un periodo uguale al 
periodo 7 della corrente alternata che alimenta il solenoide. Durante gli 
esperimenti si faceva variare la frequenza della corrente alternata w = 27r/T 
finché le oscillazioni del cilindro raggiungevano il valore massimo, effetto 
che si registra in presenza di risonanza, cioè quando w = wo. Dato che la 
relazione tra / e H (o, il che è lo stesso, tra B e H) non è lineare, si sviluppa 
il secondo membro dell’equazione (78.2) in serie di Fourier. Per trovare la 
soluzione in prossimità della risonanza è sufficiente conservare in questo 
sviluppo soltanto il termine contenente la frequenza fondamentale w 
(cfr. $ 128). Studiando le oscillazioni di torsione forzate del cilindro si riesce 
a determinare il rapporto giromagnetico T. 

3. Esiste un effetto inverso dell’effetto magnetomeccanico detto effetto 
giromagnetico. Quest’effetto consiste nel fatto che i corpi para- e ferroma- 
gnetici in rotazione si magnetizzano. La spiegazione di quest’effetto è stata 
già data alla fine del paragrafo precedente. In un campo magnetico l’involu- 
cro elettronico dell’atomo si mette in rotazione rispetto al reticolo cristallino 
con la’ velocità angolare @ = —T 8. In presenza di questa rotazione relativa 
le collisioni degli atomi provocano la magnetizzazione del mezzo. La stessa 
magnetizzazione sarebbe apparsa se la rotazione relativa fosse dovuta non 
all’applicazione di un campo magnetico ma ad un qualunque altro procedi- 
mento. Ne risulta che se si mette il reticolo cristallino in rotazione con una 
velocità angolare w uguale e opposta a ©, la magnetizzazione sarà la stessa. 
In altre parole mettendo in rotazione un corpo con una velocità angolare 
w si provoca una magnetizzazione uguale a quella prodotta da un campo 
magnetico di intensità 

(0) 
Ber = D: :(78.3) 

Questo effetto è stato sperimentalmente osservato nel 1914 da Barnett. 
Per farsi un’idea dell’intensità dell’effetto supponiamo che il rapporto giro- 
magnetico sia dovuto al movimento orbitale degli elettroni [T = 
= — e/(2mc)]e che la velocità di rotazione sia uguale a 100 giri/s (w = 
= 27 100 rad/s). Si ottiene allora 


Bet = ame w= 7:107° G. 
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A titolo di paragone ricordiamo che alla superficie della Terra l’intensità 
del campo magnetico terrestre varia tra 0,28 e 0,70 G. 

4. Gli studi sugli effetti magnetomeccanici e giromagnetici hanno dimo- 
strato che il rapporto giromagnetico I è sempre negativo, ciò che conferma 
l’idea che il magnetismo sia determinato dal movimento delle cariche elet- 
triche negative (cioè degli elettroni). Come era da aspettarsi i valori numeri- 
ci di T risultano compresi nell’intervallo e/(2mc)-e/(mc). È importante no- 
tare che per tutti i materiali ferromagnetici studiati (ferro, nichel, cobalto 
e diverse leghe) il rapporto giromagnetico è risultato uguale a — e/(mc) e 
non a — e/(2mc). Ne consegue che i/ magnetismo dei corpi ferromagnetici 
è determinato soltanto dallo spin degli elettroni e non dai loro movimenti 
orbitali. l 

Attualmente si dispone di metodi assai più precisi per la misurazione dei 
momenti magnetici degli elettroni e dei nuclei atomici nonché dei rapporti 
giromagnetici. In particolare trovano una larga applicazione i metodi basati 
sulla risonanza magnetica (elettronica e nucleare). Esamineremo quest’ef- 
fetto nel volume V del nostro Corso. 


$ 79. Teoria del ferromagnetismo 


1. La prima teoria quantitativa del ferromagnetismo è stata elaborata 
nel 1907 dal fisico francese Weiss (1865-1940) sebbene idee analoghe prima 
di Weiss fossero state enunciate nel 1892 dal fisico russo B.L. Rosing i cui 
lavori però passarono inosservati. La teoria di Weiss ha un carattere semife- 
nomenologico. Weiss suppose che gli atomi dei corpi ferromagnetici, analo- 
gamente ai corpi paramagnetici, possedessero dei momenti magnetici ed in- 
teragissero mutuamente con forze dipendenti dall’angolo formato da -que- 
sti. Queste forze tenderebbero ad orientare i momenti magnetici degli atomi 
vicini parallelamente gli uni rispetto agli altri, e la magnetizzazione dei ma- 
teriali ferromagnetici sarebbe dovuta proprio all’allineamento dei momenti 
magnetici degli atomi lungo una direzione comune. Nella teoria di Weiss le 
forze di interazione degli atomi vengono formalmente sostituite con un 
campo magnetico « effettivo » il quale orienta gli atomi del materiale ferro- 
magnetico. Il campo effettivo è dato dalla somma del campo macroscopico 
ordinario H che agisce nel corpo e di un « campo molecolare » ipotetico. 
Secondo l’ipotesi di Weiss quest’ultimo è proporzionale alla magnetizzazio- 
ne / del corpo. Quindi il campo effettivo può essere rappresentato dalla 
formula 


Ber = H+ DI, (79.1) 


dove b è una costante positiva che caratterizza le proprietà dei vari materiali 
ferromagnetici, detta costante di Weiss. 
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Partendo da questi presupposti è facile calcolare la magnetizzazione / 
di un corpo ferromagnetico. È sufficiente sostituire nella teoria di Langevin 
il campo 7 con il campo effettivo Ber. Si ottiene così / = nML(x), dove 
x = M(/47 + bD/(KT). Risolvendo questa relazione rispetto a / ed osservan- 
do che nM rappresenta la magnetizzazione a saturazione /;s, si ottiene un 
sistema di due equazioni 


I= LIL, I=P_,-H 


Tb x b (79.2) 
che permette di calcolare la magnetizzazione /. È comodo studiare grafica- 
mente questo sistema di equazioni ponendo sull’asse orizzontale la grandez- 
za xe su quello verticale la magnetizzazione / (fig. 196). La prima equazio- 
ne (79.2) sarà rappresentata dalla curva di Langevin OAVA e la seconda da 
una retta CA che taglia l’asse verticale nel punto C di ordinata OC = 


= -— H/b. 





Fig. 196. 


2. Supponiamo dapprima che l’inclinazione della retta CA sia minore 
dell’inclinazione della curva di Langevin nell’origine, cioè k7h/(Isb) < 
< Is(dL/dx)x=0, ossia T < Tc dove si è introdotta la notazione 


Ib ( dL 
To = Tn (dE)o (72.3) 


La retta CA taglia allora la curva in un punto A la cui ordinata rappresenta 
la magnetizzazione / del corpo ferromagnetico. Riduciamo ora il campo 
magnetico 77 fino a zero. Il punto C salirà allora fino al punto O ed il punto 
A andrà a coincidere con il punto Ao. Quando il campo magnetico 7 si an- 
nulla, il corpo rimane magnetizzato; la sua magnetizzazione è allora rappre- 
sentata dall’ordinata del punto Ao. 

Il corpo ferromagnetico sarà spontaneamente magnetizzato anche nel 
caso in cui esso non sia stato sottoposto all’azione di un campo magnetico 
poiché, grazie all’interazione ipotetica tra gli atomi postulata da Weiss, lo 
stato di magnetizzazione spontanea è « energeticamente vantaggioso ». 
Ammettiamo infatti che all’inizio i momenti magnetici siano orientati in 
modo disordinato. Se in seguito ad una fluttuazione i momenti magnetici 
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di due o di più atomi si trovano ad essere orientati in una certa direzione, 
il campo interno di Weiss da essi generato deve tendere a far allineare nella 
stessa direzione i momenti magnetici degli atomi vicini. In generale la ma- 
gnetizzazione così realizzata non arriverà alla saturazione poiché sarà osta- 
colata dal movimento termico. Inoltre si deve tener conto che, a causa del- 
l’anisotropia, il reticolo cristallino presenta assi di facile magnetizzazione 
lungo i quali tendono ad allinearsi i momenti magnetici degli atomi. Gli 
atomi già orientati modificano difficilmente la loro orientazione, poiché 
per farlo dovrebbero passare attraverso direzioni meno favorevoli al loro al- 
lineamento. È per: questa ragione che la magnetizzazione spontanea una 
volta apparsa tende a conservarsi. Quindi, per 7 < 7c, ogni corpo ferroma- 
gnetico deve essere spontaneamente magnetizzato; l'energia del movimento 
termico non è sufficiente per distruggere la sua magnetizzazione. La tempe- 
ratura 7c è detta temperatura o punto di Curie. 

AI di sotto del punto di Curie a causa dell’esistenza di una magnetizza- 
zione spontanea le definizioni usuali di suscettività e di permeabilità ma- 
gnetica basate sulle relazioni Z = xH e B = uH sono prive di senso. 

Le grandezze x e u in questo caso sono definite dalle relazioni 


dI dB 


X = —,3 = _—— 


dH' dH 


e sono funzioni dell’intensità del campo 7. 

3. Supponiamo ora che l’inclinazione della retta CA sia maggiore di 
quella della curva di Langevin nel punto O. Questo avviene quando la tem- 
peratura 7 del corpo è superiore alla temperatura di Curie (7 > 7c). In as- 
senza di un campo magnetico esterno la retta CA occupa la posizione OD, 
cioè taglia la curva di Langevin soltanto all’origine delle coordinate dove la 
magnetizzazione è uguale a zero. Non si manifesta quindi alcuna magnetiz- 
zazione spontanea poiché essa viene distrutta dal movimento termico. Per 
magnetizzare il corpo è necessario applicare un campo magnetico. Calcolia- 
mo la magnetizzazione che appare in questo caso. Nel caso in esame la retta 
CA occuperà la posizione CE e taglierà la curva di Langevin nel punto A;, 
la cui ordinata è numericamente uguale alla magnetizzazione del corpo. 
L’ordinata OC = —.H/b è piccola, come mostrano i dati sperimentali, e per 
conseguenza è corto. il segmento OA; della curva di Langevin. Sostituendo 
questo tratto di curva con un segmento si può scrivere L(x)= (dL/dx):=0x, 


quindi 
_ dL 
I I; (E). = 0° 


Risolvendo quest’equazione insieme con la seconda equazione (79.2) ed uti- 
lizzando la (79.3) si ottiene 


I = xH, (79.4) 
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dove 
Tc cost 


K = b(T _ Tc) = T-Tc° (79.5) 
La magnetizzazione è quindi proporzionale al campo, cioè al di sopra del 
punto di Curie il materiale da ferromagnetico si trasforma in un parama- 
gnetico; la dipendenza della suscettività magnetica dalla temperatura è de- 
terminata allora dalla legge di Curie-Weiss (79.5). 

Si può dire che d/ di sotto del punto di Curie la sostanza si trova in uno 
« stato ordinato » caratterizzato dall'esistenza di una magnetizzazione 
spontanea. Nel punto di Curie si produce una trasformazione di fase che 
fa passare la sostanza in uno « stato disordinato » non magnetizzato. 

4. La teoria di Weiss fornisce quindi una spiegazione dei fatti essenziali 
del ferromagnetismo: la magnetizzazione spontanea, l’esistenza di una tem- 
peratura di Curie, la legge di Curie-Weiss. Si potrebbe supporre che il campo 
bI si riduca ad una interazione ordinaria di dipoli magnetici perfettamente 
analoga all’interazione di dipoli elettrici di un dielettrico. Se fosse così per 
analogia con la formula (35.13) il campo molecolare di Weiss sarebbe deter- 


minato, almeno come ordine di grandezza, dall’espressione 47 I, e quindi 
= 


la costante di Weiss sarebbe dell’ordine dell’unità. Alla stessa conclusione 
sì arriva per mezzo di un ragionamento semplice. Dato che il campo magne- 
tico di un dipolo decresce rapidamente con la distanza il campo creato nel 
centro di un atomo dagli atomi vicini sarebbe dell’ordine del campo creato 
dall’atomo più vicino, cioè dell’ordine di M/a}, dove a è la distanza media 
tra gli atomi. Dato che M/a' è dell’ordine di / arriviamo ancora al medesi- 
mo risultato. Ma un campo di questa intensità è nettamente insufficiente 
per fare magnetizzare a saturazione un corpo ferromagnetico poiché nelle 
sostanze paramagnetiche in cui la situazione è esattamente la stessa la satu- 
razione non si osserva mai. 
Si arriva allo stesso risultato calcolando il valore della costante di Weiss 
b per mezzo dei dati sperimentali. Ciò si ottiene utilizzando la formula 
(79.3), in cui si pone che la funzione di Langevin sia L1/2 (x) = thx = x 
poiché l’esperimento dimostra che il ferromagnetismo è determinato dagli 
spin degli elettroni (si veda il paragrafo precedente). Si ottiene allora 
Kb 
Tc = Wa: (79.6) 


Avendo misurato la temperatura di Curie e la magnetizzazione a saturazio- 
ne /s, si può calcolare per mezzo di questa formula il valore della costante 
b. Si ottengono così valori dell’ordine di 10°-10*. Quindi i campi interni ne- 
cessari per spiegare il ferromagnetismo sono migliaia e diecine di migliaia 
di volte maggiori di quei campi magnetici che possono creare gli allinea- 
menti dei momenti magnetici degli atomi dei corpi ferromagnetici. Quindi 
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il ferromagnetismo non può essere spiegato mediante un’interazione ma- 
gnetica tra gli atomi. 

Nel 1927 Ja.G. Dorfman (1899-1974) realizzò un esperimento diretto che 
provava che il campo molecolare che orienta gli atomi di un materiale ferro- 
magnetico non può essere di origine magnetica. Tra i poli di un potente elet- 
tromagnete sì pone parallelamente al campo magnetico una sottile foglia di 
nichel di — 20 um di spessore. Si fa passare poi attraverso la foglia perpen- 
dicolarmente alla sua superficie un fascio di elettroni veloci (raggi 6) usciti 
da una sorgente radioattiva. Si registra su una lastra fotografica la traccia 
del fascio dopo che questo ha attraversato la foglia. Dapprima l’esperimen- 
to viene realizzato in assenza di campo magnetico. Quando poi si applica 
il campo magnetico si constata che la traccia del fascio viene deviata. Se il 
campo molecolare di Weiss fosse di natura magnetica, la deviazione del fa- 
scio sarebbe determinata dal campo efficace Ber = H + DI. In questo caso 
il suo spostamento sarebbe di 10 mm circa. In realtà si osserva invece uno 
spostamento di — 0,3 mm, il che corrisponde all’azione di un campo del- 
l’ordine di 104 G, cioè al valore dell’induzione magnetica nella foglia. 

5. La natura fisica del campo molecolare di Weiss è stata stabilita nel 
1927 da J.I. Frenkel (1894-1952) e quasi simultaneamente da Heisenberg 
(1901-1976) sulla base della meccanica quantistica. L'esposizione dettagliata 
di questo problema supererebbe i limiti del nostro Corso. In breve, la sostan- 
za del problema è questa. Se si applica agli elettroni e ai nuclei atomici di 
un materiale ferromagnetico la legge di Coulomb descrivendo però i movi- 
menti degli elettroni conformemente alle leggi della meccanica quantistica, 
si arriva allo stesso risultato, che si otterrebbe in meccanica classica suppo- 
nendo l’esistenza, oltre alle forze coulombiane, di altre forze di interazione 
reciproca degli elettroni. Queste forze supplementari che devono essere in- 
trodotte nella teoria classica per concordare quest’ultima con la teoria 
quantistica si chiamano forze di scambio. La proposizione già enunciata 
mostra chiaramente che le forze di scambio non possono essere interpretate 
per mezzo delle considerazioni classiche poiché nelle equazioni iniziali della 
meccanica quantistica non figurano forze di scambio. Esse vengono intro- 
dotte in teoria classica per far conciliare i suoi risultati con quelli degli studi 
quantistici. Le forze di scambio sono forze a corto raggio, cioè agiscono a 
distanze atomiche. In certe condizioni relative alla struttura elettronica degli 
atomi, alla struttura del reticolo cristallino, ecc., le forze di scambio tendo- 
no ad orientare gli spin elettronici degli atomi vicini, il che spiega la magne- 
tizzazione dei corpi ferromagnetici. I calcoli dimostrano che le interazioni 
di scambio possono essere prese in considerazione con una sufficiente preci- 
sione tramite l’introduzione di un campo molecolare equivalente b/. Così 
la teoria di Weiss trova la sua giustificazione fisica senza introdurre ipotesi 
e ammissioni speciali. 

6. La magnetizzazione spontanea predetta dalla teoria di Weiss sembra 
essere in contraddizione con il fatto che anche al di sotto del punto di Curie 
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il ferro ed altre sostanze ferromagnetiche non sono in generale magnetizzati 
(anche se esistono i magneti permanenti, la magnetizzazione residua, ecc). 
Weiss toglie di mezzo questa contraddizione supponendo che al di sotto del 
punto di Curie le sostanze ferromagnetiche si dividano magneticamente in 
una moltitudine di domini macroscopici straordinariamente piccoli. Cia- 
scuno di questi domini è spontaneamente magnetizzato fino al valore corri- 
spondente, secondo la teoria, alla posizione del punto Ao sulla figura 196. 
Non bisogna confondere i domini magnetici con i cristalli minutissimi che 
compongono i corpi ferromagnetici policristallini. Nelle condizioni ordina- 
rie le direzioni dei momenti magnetici dei domini sono distribuite nello spa- 
zio caoticamente, di modo che il corpo tutto intero appare come non ma- 
gnetizzato macroscopicamente. Quando si applica un campo magnetico 
esterno i domini i cui momenti magnetici sono orientati nel senso del cam- 
po crescono a scapito dei domini orientati contro il campo, avviene cioè uno 
spostamento delle frontiere tra questi domini. Nei campi deboli questi spo- 
stamenti delle frontiere tra i domini sono reversibili. Nei campi più intensi 
avviene un riorientamento dei momenti magnetici nei limiti dell’intero do- 
minio. La rimagnetizzazione acquista un carattere irreversibile e fa apparire 
l’isteresi e la magnetizzazione residua. 

I corpi ferromagnetici si suddividono in domini perché questo processo 
è « energeticamente vantaggioso ». Se il corpo ferromagnetico tutto intero 
fosse magnetizzato lungo una certa direzione, l’energia delle interazioni di 
scambio degli elettroni in questo caso sarebbe stata minima, ma sarebbe 
molto grande l’energia del campo magnetico eccitato dal corpo. Se il corpo 
è suddiviso in domini elementari diversamente orientati, il campo magneti- 
co complessivamente creato risulta più debole, e diminuisce anche l’energia 
corrispondente. Dato che le forze di scambio che si esercitano tra gli elettro- 
ni sono forze a corto raggio l’energia di scambio resta invariabile per tutti 
gli elettroni esclusi quelli che si trovano sulle frontiere tra due domini dove 
quest’energia aumenta a causa delle differenti orientazioni degli spin. L'e- 
nergia di scambio degli atomi che si trovano sulle frontiere tra domini vicini 
può essere considerata energia superficiale poiché essa è proporzionale al- 
l’area totale delle superfici lungo le quali confinano i domini. Fino a che 
la scomposizione in domini elementari procede l’energia superficiale e quin- 
di l’energia di scambio totale aumentano, mentre l’energia del campo ma- 
gnetico diminuisce. La suddivisione in domini cessa, quando la somma del- 
le energie di scambio e magnetica raggiunge il valore minimo. È la condizio- 
ne del minimo di energia che determina la dimensione dei domini 
elementari. 

7. La suddivisione dei corpi ferromagnetici in domini elementari è con- 
fermata sperimentalmente. La prova più diretta dell’esistenza dei domini è 
fornita dalle cosiddette figure di polvere. La superficie accuratamente levi- 
gata di un corpo ferromagnetico viene coperta con un sottile strato di un 
liquido contenente in sospensione minutissime particelle di una sostanza 
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ferromagnetica ridotta in polvere (Fe203, ad esempio). Le particelle si depo- 
sitano di preferenza là dove la disomogeneità del campo magnetico è massi- 
ma, cioè sulle frontiere dei domini che quindi grazie alla polvere depositata 
risultano ben delineate. Le « figure di polvere » possono essere facilmente 
viste attraverso un microscopio con un ingrandimento modesto. 

Un altro metodo, indiretto, è basato sull’effetto Barkhausen (1881-1956). 
Se ad un campione ferromagnetico dapprima si avvicina un magnete poten- 
te e poi si allontana, il campione prima si magnetizza e poi si rimagnetizza. 
La rimagnetizzazione si realizza per mezzo di una rotazione o di una rapida 
inversione del senso del vettore magnetizzazione dell’intero dominio. Queste 
brusche rotazioni ed inversioni del vettore magnetizzazione dei domini si 
chiamano salti di Barkhausen. Per osservarli si pone un campione ferroma- 
gnetico a forma di lunga asticella o di filo in una bobina i cui estremi sono 
collegati per mezzo di un amplificatore ad un altoparlante o ad un oscillo- 
scopio. A ciascuna rotazione o inversione del momento magnetico di un do- 
minio il flusso magnetico attraverso la bobina varia bruscamente e provoca 
una corrente di induzione. L’altoparlante produce allora un brusio caratteri- 
stico e sullo schermo dell’oscilloscopio lo spot luminoso descrive picchi di- 
sordinati. È l’effetto Barkhausen. Lo studio degli oscillogrammi dovuti al- 
l’effetto Barkhausen e delle figure di polvere permette di calcolare in modo 
approssimativo il volume e le dimensioni lineari dei domini magnetici. Il vo- 
lume di un dominio è di 107° cm? circa mentre la sua lunghezza può rag- 
giungere 2-3 mm. 

8. Per concludere notiamo ancora che a seconda della struttura del cri- 
stallo le forze di scambio possono provocare non soltanto un’orientazione 
parallela ma anche una antiparallela degli spin elettronici degli atomi vicini. 
Nel caso più semplice (in assenza di un campo di magnetizzazione) gli spin 
elettronici formano per così dire due sottoreticoli spaziali inseriti l’uno nel- 
l’altro con gli spin orientati in sensi contrari. Se la magnetizzazione dei due 
sottoreticoli è la stessa, i loro momenti magnetici si compensano reciproca- 
mente, per cui il cristallo non presenta un momento magnetico. I corpi che 
si comportano in questo modo sono detti antiferromagnetici e la disposizio- 
ne corrispondente degli spin elettronici è detta effetto antiferromagnetico (0 
antiferromagnetismo). Questo effetto è stato teoricamente predetto da 
L. Néel nel 1932 e, indipendentemente da lui, da L.D. Landau nel 1933. So- 
no antiferromagnetici certi composti del manganese (MnO, MnS, MnF;), 
del ferro (FeF., FeCl., FeO), del cromo (CrSb, Cr203) e di numerosi altri 
elementi. A bassa temperatura le sostanze ferromagnetiche presentano una 
suscettività magnetica trascurabile che aumenta con la temperatura. Ad una 
certa temperatura detta punto di Curie antiferromagnetico o punto di Néel 
la disposizione ordinata degli spin viene distrutta e la sostanza diventa para- 
magnetica. Con l’ulteriore aumento della temperatura la permeabilità ma- 
gnetica, come per ogni sostanza paramagnetica, diminuisce. Quindi essa 
raggiunge il massimo nel punto di Curie antiferromagnetico. 
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Se le magnetizzazioni dei due sottoreticoli non sono uguali, appare un 
antiferromagnetismo non compensato. In questo caso il corpo presenta un 
momento magnetico che può essere considerevole. Tali corpi si chiamano 
ferrimagnetici. Le loro proprietà magnetiche sono analoghe a quelle dei fer- 
romagnetici. Le sostanze ferrimagnetiche che possiedono anche proprietà 
semiconduttrici prendono il nome di ferriti. 


$ 80. I superconduttori e le loro proprietà magnetiche 


1. Il fenomeno della superconduttività è stato scoperto nel 1911 da Ka- 
merlingh Onnes (1853-1926) dopo che nel 1908 egli stesso aveva liquefatto 
l’elio ed aveva così reso accessibile alle ricerche la gamma di temperature vi- 
cine allo zero assoluto. Esaminando la resistenza in corrente continua del 
mercurio in prossimità dello zero assoluto Kamerlingh Onnes aveva scoper- 
to che alla temperatura 4,12 K (secondo le misure più recenti a 4,15 K) la 
resistenza del mercurio cadeva bruscamente a zero o, in ogni modo, ad un 
valore così piccolo che non poteva essere misurato. Ricerche successive di- 
mostrarono che numerosi altri metalli si comportavano nello stesso modo. 
Questo fenomeno fu chiamato superconduttività e le sostanze che lo mani- 
festavano furono detti superconduttori. La temperatura 7; alla quale la resi- 
stenza diminuisce di colpo è detta temperatura di transizione allo stato su- 
perconduttore o temperatura critica. Al di sopra della temperatura critica 
il superconduttore si trova nello stato detto normale e al di sotto di questa 
temperatura esso si trova nello stato superconduttore. Attualmente è noto 
che circa la metà dei metalli può passare allo stato superconduttore. Più di 
mille leghe e composti metallici sono superconduttori. Fra i metalli puri è 
il niobio che possiede la più alta temperatura critica (9,3 K) e tra le leghe 
e composti metallici è il composto Nb3Ge che detiene attualmente il prima- 
to di temperatura critica (7; = 23,2 K). 

Il metodo più preciso di cui si dispone attualmente per valutare quanti- 
tativamente la resistenza dei superconduttori nello stato superconduttore 
consiste nel creare una corrente indotta in un anello superconduttore. L’a- 
nello in materiale superconduttore, che ha all’inizio una temperatura supe- 
riore a quella critica, viene posto in un campo magnetico. Poi viene raffred- 
dato fino ad una temperatura inferiore a 7: per farlo passare allo stato su- 
perconduttore. Dopodiché si elimina il campo magnetico, eccitando così 
una corrente indotta nell’anello. In un metallo normale questa corrente si 
smorza rapidamente. Secondo la velocità di smorzamento si può giudicare 
la resistenza dell’anello. Se invece l’anello è superconduttore la corrente con- 
tinua a circolare per un tempo praticamente infinito. Misurando questa cor- 
rente nel corso del tempo (per esempio, in base all’intensità del campo ma- 
gnetico che essa eccita) si può stimare il limite superiore della resistenza del- 
l’anello. Procedendo in questo modo si è ottenuto che la resistività del 
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piombo allo stato superconduttore era inferiore a 4-107?* ohm-cm, cioè al- 
meno di 10°” volte minore della resistività del rame alle temperature ordina- 
rie. Nel momento del passaggio attraverso la temperatura critica il salto del- 
la resistenza è di almeno 10!4. Ciò permette di concludere che nello stato 
superconduttore la resistenza in corrente continua sparisce effettivamente. 

2. AI di sotto della temperatura critica i superconduttori non esercitano 
nessuna resistenza elettrica soltanto se la corrente è continua. Nel caso di 
correnti alternate la resistenza dei superconduttori è diversa da zero ed è 
tanto più grande quanto maggiore è la frequenza della corrente alternata. 
Il modo più semplice per interpretare questo fatto è fornito da un modello 
del superconduttore detto modello a due liquidi. Secondo questo modello 
gli elettroni che creano una corrente elettrica nel superconduttore si suddivi- 
dono in due gruppi: il gruppo degli elettroni superconduttori e il gruppo de- 
gli elettroni normali. Il superconduttore è per così dire imbevuto di due li- 
quidi elettrici, da cui il nome di questo modello. Gli elettroni supercondut- 
tori durante il loro spostamento non incontrano nessuna resistenza; essi si 
muovono per inerzia e quindi per mantenere la corrente non occorre nessun 
campo elettrico. Gli elettroni normali invece entrano in collisione con gli 
atomi del reticolo cristallino, come avviene nei metalli ordinari, rispettando 
la legge di Ohm. Se si applica un campo elettrico vengono accelerati sia gli 
elettroni superconduttori che quelli normali. Quando la corrente diventa 
continua il campo elettrico nel superconduttore deve sparire perché in caso 
contrario gli elettroni superconduttori verrebbero continuamente accelerati 
e la corrente che essi creano aumenterebbe a sua volta indefinitamente. In- 
vece in assenza di campo elettrico gli elettroni normali non possono dar 
luogo a nessuna corrente. Quindi la corrente viene creata dai soli elettroni 
superconduttori e non si ha quindi nessuna resistenza elettrica. Ma se l’in- 
tensità della corrente varia nel superconduttore appare un campo elettrico 
che accelera sia gli elettroni superconduttori che quelli normali. La corrente 
portata dagli elettroni normali è accompagnata da una resistenza elettrica 
e da una liberazione di calore per effetto Joule. Nel caso di correnti alterna- . 
te di frequenza industriale (v — 50 Hz) solo una parte infima della corrente 
viene trasportata dagli elettroni normali. Tuttavia questa parte aumenta a 
misura che la frequenza della corrente aumenta, e quando questa frequenza 
v diventa sufficientemente elevata appaiono effetti auantici che fanno cre- 
scere ancora di più le perdite di energia per effetto Joule. Ciò avviene quan- 
do l’energia del quanto Av è sufficiente per fare passare un elettrone super- 
conduttore su un livello di energia più elevato, trasformandolo così in un 
elettrone normale. È facile calcolare la frequenza v osservando che quando 
la temperatura del superconduttore diventa uguale alla sua temperatura cri- 
tica l'energia del movimento termico X7 diventa sufficiente per assicurare 
questa transizione. Si deve quindi avere hv > XT.. Dato che 7; — IK si 
ottiene v > 10! Hz, cioè il processo in esame comincia a manifestarsi alle 
frequenze dell’infrarosso. Questo spiega perché i superconduttori che si tro- 
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vano ad una temperatura inferiore a 7; si comportano dal punto di vista 
delle proprietà ottiche come metalli normali. 

3. Passiamo ora allo studio delle proprietà magnetiche dei supercondut- 
tori. Fino al 1933 si riteneva che dal punto di vista delle loro proprietà ma- 
gnetiche i superconduttori si comportassero come conduttori perfetti, cioè 
come corpi di conduttività elettrica infinitamente grande. Come è noto 
(cfr. $ 71) in un conduttore perfetto il flusso magnetico attraverso qualun- 
que contorno « fluido » che si muove con il conduttore, si conserva. Se il 
conduttore è solido (tutti i superconduttori sono dei corpi solidi) e immobi- 
le, ogni contorno « fluido » contenuto nel conduttore deve essere immobile 
ed indeformabile. Dato che si può prendere un contorno arbitrario e infini- 
tamente piccolo, la conservazione del flusso (BdS implica la conservazione 
del vettore 8. Quindi l’induzione 8 non può variare in un conduttore solido 
perfetto. 


7 J 
Conduttore perfetto 


-(6)-0 


* Superconduttore di I specie 





Fig. 197. 


Applichiamo questo teorema ai superconduttori. Caratterizziamo le 
condizioni esterne con la temperatura 7 e con il campo magnetico esterno 
B: (creato da un elettromagnete, ad esempio), riportando questi due para- 
metri su un sistema di assi coordinati (fig. 197). Facciamo passare il super- 
conduttore (avente la forma di una sfera, ad esempio) dallo stato normale 
1 allo stato superconduttore 2 lungo il percorso /32. Dapprima, senza varia- 
re il campo B., raffreddiamo il superconduttore fino al punto 3 per farlo 
passare allo stato superconduttore. Dato che i superconduttori non possie- 
dono proprietà ferromagnetiche la loro permeabilità magnetica è sempre 
molto vicina all’unità. Perciò il raffreddamento del superconduttote non fa 
variare il campo magnetico né all’interno né all’esterno del corpo. Arrivati 
al punto 3 sopprimiamo il campo esterno B. mantenendo costante la tempe- 
ratura, cioè passiamo al punto 2. In virtù del teorema dimostrato il campo 
magnetico all’interno del superconduttore non varierà. Fuori del supercon- 
duttore deve rimanere un campo magnetico non uniforme perché sulla su- 
perficie del corpo la componente normale del vettore induzione deve essere 
continua. Realizziamo ora un passaggio al punto 2 lungo il percorso /452. 
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Il nostro ragionamento rimarrà lo stesso; basta prendere come punto inizia- 
le il punto 4, dove il campo applicato 8. è più debole the nel punto /. Nel 
punto 2 sia all’interno che all’esterno del corpo il quadro del campo risulte- 
rà lo stesso che nel caso precedente, solo che l’intensità del campo sarà 
ovunque minore. In particolare se si realizza il tragitto /462, nello stato fi- 
nale il campo magnetico dovrà essere dappertutto uguale a zero. Vediamo 
quindi che i parametri esterni 7 e B. non determinano in modo univoco lo 
stato del superconduttore. Un corpo superconduttore può trovarsi in un nu- 
mero infinito di stati diversi a seconda del « percorso di transizione », cioè 
del procedimento per mezzo del quale sono ottenuti i parametri 7 e Be. 

4. I superconduttori reali si comportano in maniera assai diversa. Walter 
Meissner (1882-1974) insieme con Ochsenfeld ha dimostrato nel 1933 che 
nello stato superconduttore il campo magnetico all’interno dei corpi super- 
conduttori è sempre uguale a zero (B = H = 0). Ciò significa che quando 
si raffredda un superconduttore al di sotto della sua temperatura critica il 
campo magnetico ne viene espulso (effetto Meissner-Ochsenfeld). Perciò il 
quadro della modificazione del campo magnetico quando si fanno variare 
i parametri esterni 7 e B. non corrisponde alla rappresentazione del com- 
portamento del superconduttore riprodotto nella parte superiore della figu- 
ra 197. Il comportamento reale di un superconduttore è rappresentato nella 
parte inferiore di questa figura. Lo stato del superconduttore è definito uni- 
vocamente dai parametri 7 e B. e non dipende dal procedimento di transi- 
zione a questo stato. È stato dimostrato in seguito che non tutti i supercon- 
duttori si comportano conformemente alle previsioni di Meissner e Ochsen- 
feld. I superconduttori che manifestano l’effetto Meissner-Ochsenfeld nella 
forma sopra descritta sono detti superconduttori di prima specie ed i super- 
conduttori nei quali questo effetto si svolge in modo differente sono detti 
superconduttori di setonda specie. Una definizione più precisa sarà data 
più avanti (cfr. punto 9). Notiamo intanto che tutti i metalli puri sono dei 
superconduttori di prima specie, eccetto il niobio, il vanadio e il tecnezio 
che sono dei superconduttori di seconda specie. Supporremo dapprima che 
si tratti di superconduttori di prima specie. 

Dato che non c'è campo magnetico all’interno di un superconduttore, 
non possono circolarvi correnti spaziali, cioè all’interno di un supercondut- 


tore j = 0. Questo risultato deriva direttamente dal teorema della circuita- 


zione rot H = dr j. Tutte le correnti devono circolare sulla superficie dei 


superconduttori. Queste correnti superficiali eccitano un campo magnetico 
che compensa all’interno del superconduttore il campo esterno applicato. 
È questo il meccanismo di esclusione del campo magnetico che determina 
l’effetto Meissner-Ochsenfeld. 

Un esperimento spettacolare che dimostra l’effetto di Meissner- 
Ochsenfeld consiste nel far levitare un magnete al di sopra della superficie 
di un superconduttore. Si pone un piccolo magnete su un piatto di metallo 
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superconduttore (di piombo, ad esempio) raffreddato al di sotto della sua 
temperatura critica. Contemporaneamente nel piatto si eccitano correnti di 
induzione non attenuate. Sono queste correnti che respingono il magnete e 
lo tengono sospeso ad una certa altezza al di sopra del piatto. Quest’effetto 
si osserva anche se il magnete viene posto su un piatto la cui temperatura 
è superiore alla sua temperatura critica e che viene poi raffreddato al disotto 
di questa per farlo passare allo stato superconduttore. Il fatto è che l’espul- 
sione del campo magnetico dal superconduttore è accompagnata da una va- 
riazione di flussi magnetici e quindi dalla comparsa di correnti di induzio- 
ne. Queste correnti dipendono soltanto dalla posizione relativa del magnete 
e del piatto superconduttore ma non dipendono affatto dal procedimento 
usato per ottenere questa posizione relativa. L’effetto sarà quindi identico 
a quello osservato nel primo esperimento. 

5. In realtà la corrente sulla frontiera del superconduttore circola non 
sulla superficie ma in uno strato di spessore finito. Il campo magnetico deve 
potere penetrare in questo strato conformemente  all’equazione 


rot H = da j. Il procedimento più semplice per valutare la capacità di pe- 


netrazione del campo magnetico nel superconduttore è stato suggerito dai 
fratelli Fritz (1900-1954) e Hans (1907-1970) London che hanno elaborato 
la prima teoria fenomenologica della superconduttività. Supponiamo di 
avere a che fare con campi lentamente variabili rispetto al tempo. Dato che 
i superconduttori non sono ferromagnetici si può trascurare la differenza 
tra Be He scrivere le equazioni fondamentali dell’elettrodinamica nella 


forma 
1 


c 


4r 


rt B= —j, TOtE = B. (80.1) 


Trascuriamo anche la differenza tra derivata totale e derivata parziale ri- 
spetto al tempo. Supponendo che le correnti siano dovute soltanto al movi- 





mento degli elettroni superconduttori scriviamo che j = — nsev;, dove n; è 
la concentrazione di questi elettroni. Derivando rispetto al tempo si ottiene 
dj/dt = -—nsevs. L’accelerazione vs dell’elettrone si ricava dall’equazione 
mvs = — e, trascurando l’azione del campo magnetico. Si ottiene allora 
di ___©_g (80.2) 
dt 41A° 
dove si è posto 
m c? 1/2 (80 3) 
A= (-_ }| . . 
( 4nnse 


Dopo aver derivato la prima equazione (80.1) rispetto a f, si può eliminare 
tra le equazioni (80.1) e (80.2) le grandezze E e dj/dt. Si ha allora 


B = - A°rot rot È. 
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Quest’equazione è soddisfatta da B = cost. Ma una tale soluzione non con- 
corda con l’effetto Meissner-Ochsenfeld che esige che all’interno del super- 
conduttore sia B = 0. Abbiamo ottenuto questa soluzione supplementare, 
superflua, perché abbiamo applicato due volte di seguito l’operazione di de- 
rivazione rispetto al tempo. Per eliminare automaticamente questa soluzio- 
ne i fratelli London hanno avanzato l’ipotesi che nell’ultima equazione si 
possa sostituire la derivata di B con il vettore 8 stesso, il che porta 
all’equazione 


B = -A? rot rot B. (80.4) 


Per determinare la profondità di penetrazione del campo magnetico nel 
superconduttore supporremo che quest’ultimo sia limitato da un piano ed 
occupi tutto il semispazio limitato da questo piano. Orientiamo l’asse Z ver- 
so l’interno del superconduttore e normalmente alla sua superficie. Ponia- 
mo che i] campo magnetico sia parallelo all'asse X di modo che 
B, = B.= 0. Si avrà allora 








dB, 0° B, 
tB= — 6, trotB= — x 
ro 32 © rot ro 32 e 
e l'equazione (80.4) dà 
9° B Bo 
da A 


Le soluzioni di questa equazione che si annullano per z + co sono della 
forma 


B = Boe ?*. (80.5) 


La costante di integrazione 8 rappresenta il campo alla superficie del su- 
perconduttore. Sulla distanza A il campo magnetico diminuisce di e volte. 
La grandezza A è adottata come misura della profondità di penetrazione del 
campo magnetico nel metallo. 

Per ottenere una valutazione numerica supponiamo che ciascun atomo 
del metallo fornisca un elettrone superconduttore, il che equivale a porre 
ns = 5-:10° cm75. Per mezzo della formula (80.3) si ottiene allora 
A = 2,5-107*® cm, valore dello stesso ordine di quelli che si ottengono con 
misure dirette. La concentrazione degli elettroni superconduttori decresce 
quando ci si avvicina alla temperatura critica 7;. Per conseguenza quando 
la temperatura aumenta da 0 a 7; la profondità di penetrazione A cresce in 
modo monotono e diventa infinita per T = 7; (si veda la figura 198 che 
rappresenta la dipendenza di A da 7 nel caso dello stagno). 

6. Facendo aumentare l’intensità del campo magnetico applicato esterno 
B: al di sopra di un certo limite, la superconduttività si distrugge, cioè il su- 
perconduttore ritorna allo stato normale ed il campo magnetico penetra al- 
l’interno del superconduttore. Il campo magnetico in presenza del quale si 
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verifica quest’effetto si chiama campo critico e viene indicato con 8. Il 
campo critico dipende dalla temperatura, ed è possibile determinarlo ricor- 
rendo a considerazioni termodinamiche. Per eliminare tutti i fattori secon- 
dari che non hanno a che fare con la sostanza del problema in questione 
supporremo che il corpo superconduttore abbia la forma di un lungo cilin- 
dro e che il campo magnetico esterno applicato sia uniforme e parallelo al- 
l’asse del cilindro. Allora il campo magnetico all’interno del cilindro (quan- 
do esso si trova nello stato normale) nonché la magnetizzazione di quest’ul- 
timo saranno uniformi. Per fissare le idee supporremo che il campo £ sia 





sp-__--____cte—== 





Fig. 198. 


creato da un lungo solenoide sulla superficie laterale del quale circola una 
corrente continua / e l’asse del cilindro coincida con l’asse del solenoide 
(fig. 199). Per semplicità supponiamo che le lunghezze / del cilindro e del 
solenoide siano uguali. Quando / è sufficientemente grande si può non tene- 
re conto dell’influenza dei bordi del cilindro e del solenoide. Supponiamo 
che la permeabilità magnetica del superconduttore sia uguale all’unità sia 
nello stato normale che nello stato superconduttore. Siano ys e yn le densità 
di volume dell’energia libera del superconduttore in assenza di un campo 
magnetico rispettivamente nello stato superconduttore e nello stato norma- 
le. Dato che la temperatura è inferiore alla temperatura critica, il cilindro 
si trova nello stato superconduttore; esso è più stabile e per conseguenza de- 
ve essere ws < Yn. 

Si può definire il campo magnetico critico B; come il valore del campo 
applicato Be per il quale ad una temperatura data le fasi superconduttrice 
e normale sono in equilibrio. L'energia libera totale del sistema sarà allora 
la stessa quale che sia la fase in cui si trova il cilindro: normale o supercon- 
duttrice. Facciamo passare il cilindro dallo stato superconduttore allo stato 
normale in modo quasi-statico mantenendo costanti durante la transizione 
la temperatura 7, il campo esterno £ e la corrente che circola nel solenoi- 
de (B: = B:). Dato che il campo magnetico non penetra nel supercondutto- 
re (trascuriamo la profondità di penetrazione) l’energia libera del cilindro 
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superconduttore è Vys, dove Vi; è il volume del cilindro. A questa si deve 
aggiungere l’energia del campo magnetico localizzata fuori del cilindro, cioè 
(V — V.)B2/(87) dove Vè il volume del solenoide. L’energia libera totale del 
sistema allo stato iniziale sarà uguale a 


vi = Vik + ge (V- V.)B2. 


Durante la transizione il flus$o magnetico ® attraverso la sezione trasversale 
del cilindro deve variare, il che farà apparire la f.e.m. di induzione 


Ein - i di. Per mantenere costante l’intensità di corrente .? nel 


solenoide si deve spendere il lavoro elementare — &î"9 £ di = z AI d®. Dato 


che / = cost il lavoro totale che deve essere fornito durante la transizione 
sarà A=170=1 

To To 
lenoide. Ma dato che d’altra parte Ba. = B; = 4r2/l, si ha A_ = 
= ISB?/(4x) = V;B2/(4r). In definitiva per l’energia libera del sistema nel- 
lo stato finale si ottiene 


AS SBe, dove S è l’area della sezione trasversale del so- 


v= Y+A = Vi(v+ 3) +3 Bî. 
Questo risultato non dipende naturalmente dal procedimento usato per fare 
passare il sistema allo stato finale poiché l’energia libera è una funzione di 
stato. Ma alla fine della transizione il cilindro superconduttore si trova nello 
stato normale ed il campo magnetico occupa tutto il volume del solenoide. 
Per conseguenza Y, può essere scritta nella forma 


_ V_ p2 
Py — Vin + va Be 
Confrontando le due espressioni di Y, si ottiene 
Vs + 3 Bî = Vn. (80.6) 


È questa la relazione che serve a definire il campo critico che caratterizza 
l’inizio della distruzione della superconduttività. 

La superconduttività viene ugualmente distrutta dalla corrente elettrica 
quando la sua intensità diventa superiore ad un certo limite (corrente criti- 
ca). Ma quest’effetto non è che una conseguenza dell’effetto appena esami- 
nato. Infatti, la corrente che circola nel superconduttore eccita un campo 
magnetico. Quando il campo raggiunge il valore critico la superconduttività 
comincia a distruggersi. 

7. Lo stato di un superconduttore è definito in modo univoco quando 
sono dati il campo esterno applicato B: e la temperatura 7 (a condizione 
che la pressione, il volume e tutti gli altri parametri siano mantenuti costan- 
ti); cioè questo stato è identificato da un punto sul piano (7 Be). Sul dia- 
gramma di stato corrispondente (fig. 200) la curva di equilibrio divide il 
piano in due parti: una corrisponde alla fase superconduttrice e l’altra alla 
fase normale. La curva di equilibrio, che è il luogo dei punti (7, B:) è di 
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forma parabolica. Questa curva mostra che l’applicazione di un campo ma- 
gnetico abbassa la temperatura di transizione allo stato superconduttore. La 
temperatura critica sarà d’ora in poi indicata mediante 7co per sottolineare 
che si tratta della temperatura di transizione allo stato superconduttore in 
assenza di campo magnetico (B. = 0). L'indicazione Bco ha un significato 
analogo. 

8. Finora si è supposto che il corpo superconduttore avesse la forma di 
un lungo cilindro e che il campo esterno #; fosse uniforme e parallelo all’as- 
se del cilindro. In questo caso in ogni punto della superficie del supercon- 
duttore il campo magnetico ha il medesimo valore. Quando si fa crescere 
il campo magnetico esso raggiunge il valore critico 8; simultaneamente in 
tutti i punti della superficie del superconduttore. A questo momento lo sta- 
to superconduttore sarà distrutto nella totalità del volume del supercondut- 
tore e quest’ultimo passerà tutto intero allo stato normale. 





Fig. 200. Fig. 201. 


Il comportamento dei superconduttori di altra forma è più complicato 
perché nei diversi punti della superficie il campo critico B; può essere rag- 
giunto per diversi valori del campo esterno B.. Consideriamo il caso piu 
semplice in cui un campione superconduttore di forma sferica è posto in un 
campo magnetico uniforme 4. (fig. 201). Il campo magnetico raggiunge la 
massima intensità sulla superficie della sfera all'equatore dove vale 3/2 B. 
(si veda il problema 8). Per conseguenza la transizione allo stato normale, 
cioè la distruzione della superconduttività deve cominciare nei punti che si 
trovano sull’equatore, proprio quando 3/2 B: = B:. Ma essendo tale il valo- 
re del campo, la transizione allo stato normale dell’intera sfera è impossibi- 
le. Altrimenti (poiché x = 1) il campo magnetico in tutto lo spazio divente- 
rebbe uniforme ed uguale a Be = 2/38., cioè un valore inferiore al campo 
critico e per conseguenza la sfera dovrebbe ritornare allo stato supercondut- 
tore. La distruzione dello stato superconduttore sotto l’azione del campo 
magnetico si produce tramite « scomposizione » della sfera in sottili strati 
alternativamente superconduttori e normali; nel caso di corpi di forma più 
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complicata questa scomposizione porta alla formazione di piccole regioni 
(domini) composte di fasi superconduttrici e normali simili ai domini nei 
quali si scompone un corpo ferromagnetico. Questo stato, in cui il super- 
conduttore è suddiviso in domini superconduttori e normali dovuto alla sua 
forma geometrica e determinato da un campo magnetico esterno si chiama 
stato intermedio. L'esistenza di questo stato è stata confermata da sperimen- 
ti diretti. 

9. Uno dei fattori essenziali che determina il comportamento dei super- 
conduttori è l’energia superficiale legata all’esistenza di una superficie di se- 
parazione tra la fase normale e la fase superconduttrice. Quest’energia è 
analoga all’energia della tensione superficiale che esiste sulla superficie di 
separazione di due liquidi. Tuttavia nel caso di superconduttori l’energia su- 
perficiale può essere positiva o negativa. I superconduttori la cui energia su- 
perficiale è positiva si chiamano superconduttori di prima specie e quelli la 
cui energia superficiale è negativa sono superconduttori di seconda specie. 
Da molto tempo si riteneva che tutti i superconduttori fossero di prima spe- 
cie. È stata avanzata un'ipotesi teorica sull’esistenza dei superconduttori di 
seconda specie soltanto nel 1957 da A.A. Abrikosov (nato nel 1928). 

Supponiamo che il campione di materiale superconduttore abbia la for- 
ma di un lungo cilindro e che il campo magnetico esterno sia orientato pa- 
rallelamente al suo asse. In questo caso uno stato intermedio, dovuto alla 
forma del campione, non può apparire. Tuttavia all'aumentare dell’intensità 
del campo magnetico 4. i superconduttori di prima e seconda specie si com- 
portano in modo differente. Quando il campo esterno 4. raggiunge il valore 
critico B;, nel caso di superconduttori di prima specie la fase supercondut- 
trice diventa termodinamicamente instabile e l’intero campione passa alla 
fase normale che è più stabile in queste condizioni. Non si osserva la suddi- 
visione del superconduttore in piccoli domini superconduttori e normali 
poiché per la creazione delle superficie di separazione fra questi domini è 
necessario un dispendio supplementare di energia. Il diagramma di stato di 
un superconduttore di prima specie, conformemente a quanto si è detto, 
consta soltanto di due regioni: una regione per la fase superconduttrice ed 
un’altra per la fase normale (fig. 200). La situazione è completamente diver- 
sa nel caso di un superconduttore di seconda specie. Dato che la sua energia 
superficiale è negativa, l’energia libera totale del sistema si abbassa se il 
campione superconduttore si suddivide in domini superconduttori e norma- 
li. Tale fenomeno non è legato alla forma del campione, è una proprietà ine- 
rente ai superconduttori di seconda specie. Inoltre, a differenza dello stato 
intermedio la cui struttura di domini è così grossolana da essere visibile ad 
occhio nudo, i domini dei superconduttori di seconda specie sono notevol- 
mente più fini (dell'ordine di 107° cm e anche meno). Questo stato di un 
superconduttore di seconda specie, esistente nel superconduttore sotto la 
forma di domini superconduttori e normali, si chiama stato misto. Il dia- 
gramma di stato del superconduttore di seconda specie (fig. 202) presenta 
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tre regioni: la prima corrisponde allo stato puramente superconduttore, la 
seconda allo stato misto e la terza allo stato normale. Le frontiere tra questi 
tre stati definiscono il campo critico « inferiore » Bi ed il campo critico 
« superiore » Bc2. 

I superconduttori di seconda specie (leghe superconduttrici) hanno tro- 
vato applicazione come solenoidi che producono campi magnetici fortissi- 
mi (-— 100 KG). I superconduttori di prima specie non sono adatti ad appli- 
cazioni di questo genere a causa dei bassi valori dei loro campi magnetici 
critici che distruggono la superconduttività. 





Fig. 202. 


10. La natura fisica della superconduttività è stata intesa pienamente 
soltanto nel 1957. Ben prima di allora Landau aveva concepito la teoria del- 
la superfluidità dell’elio II. Risultò che la superfluidità era un effetto quan- 
tistico macroscopico. Non si riusciva tuttavia ad applicare la teoria di Lan- 
dau alla superconduttività a causa del fatto che gli atomi di elio, posseden- 
do spin zero, soddisfano la statistica di Bose-Einstein mentre gli elettroni 
avendo spin 1/2 soddisfano il principio di Pauli e la statistica di 
Fermi-Dirac (cfr. v. II, $ 82). Per elettroni non è quindi possibile ottenere 
la condensazione di Bose-Einstein che determina la superfluidità. Un passo 
decisivo nella spiegazione della superconduttività è stato compiuto dai fisici 
americani Bardeen (nato nel 1908), Cooper (nato nel 1930) e Schrieffer (na- 
to nel 1931). La loro teoria è stata perfezionata dal punto di vista matemati- 
co dal fisico sovietico N.N. Bogoljubov (nato nel 1909). L'idea di base di 
questa teoria è la seguente. 

Tra gli elettroni di un metallo si esercitano forze di repulsione coulom- 
biane che sono tuttavia notevolmente indebolite per effetto di schermatura 
da parte degli ioni positivi del reticolo cristallino. D’altra parte l’interazione 
degli elettroni con le vibrazioni del reticolo conduce all’apparizione di una 
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debole forza di attrazione tra gli elettroni. Quest’attrazione è un effetto 
quantistico. Essa può, in certe condizioni, oltrepassare la repulsione cou- 
lombiana tra elettroni, e per conseguenza gli elettroni possono associarsi in 
coppie (coppie di Cooper). Questi elettroni accoppiati possedendo spin zero 
sì comportano come particelle di Bose e trasportano la corrente elettrica nei 
superconduttori. Ci limitiamo a quest’osservazione perché è impossibile 
esporre qui la teoria della superconduttività. 


Problemi 


1. Due bobine superconduttrici di induttanze Li e ZL. sono collegate in parallelo e sono 
inserite nel circuito di una batteria galvanica di f.e.m. €°(fig. 203). Si calcolino le correnti sta- 
zionarie A e 4 e la corrente totale /se il coefficiente di induzione mutua delle bobine può 
essere trascurato. 





Mi 
&r 
Fig. 203. | Fig. 204. 


Soluzione. Secondo la legge d’'Ohm.? = € /(R + r). Prima dell’inserimento della batteria 
il flusso magnetico attraverso il contorno superconduttore ABCD era uguale a zero. Esso reste- 
rà tale anche dopo che vi si farà passare corrente, cioè L:14A — L24 = 0, di qui 
A La 
— = —. (80.7) 
A Li 

Aggiungendovi l’equazione A + .A = 4, sì ottengono le correnti A e .A. 

2. Si eccita la corrente continua .?nell’avvolgimento superconduttore chiuso di un elettro- 
magnete (fig. 204). Il circuito magnetico di ferro dolce di permeabilità x presenta un traferro 
di spessore / sufficientemente piccolo per poter trascurare la dispersione del campo magnetico. 
La lunghezza totale del circuito magnetico (traferro compreso) è L. Quale sarà la corrente 4 
nell’avvolgimento dell’elettromagnete se si introduce nel traferro una piastra di spessore / di 
ferro dolce? 


SI 
Risposta. 4 = 


1+(a- DDUL 

3. Un lungo cilindro superconduttore di prima specie viene introdotto in un campo ma- 
gnetico continuo e omogeneo 2 parallelo all’asse del cilindro. Si calcoli la forza f che si esercita 
sull’unità d’area della superficie laterale del cilindro. 

Risposta. f = B?/(8x) (la pressione è diretta verso l’asse). 

4. Un anello di filo sottile è posto in un campo magnetico omogeneo B = 10 G perpendi- 
colare al piano dell’anello; poi viene portato allo stato superconduttore per raffreddamento. 
Si calcoli l’intensità di corrente nell’anello dopo la eliminazione del campo magnetico se il rag- 
gio dell’anello R = 5 cmedil raggio del filo a = 1 mm. . 

Suggerimento. L’autoinduttanza di un anello di filo sottile (se la corrente circola sulla sua 
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superficie) è data nel sistema gaussiano dall’espressione 
L = 4rR [In (8R/0) — 2]. 


2 

Risposta. S = ci = 9,4-10!° un. CGSE = 31 A. 

5. Si sospende ad una distanza À al di sopra della superficie piana di un superconduttore 
di prima specie e parallelamente ad essa un filo rettilineo sottile percorso da una corrente con- 
tinua A Si calcoli la densità lineare della corrente superconduttrice i che circola sulla superficie 
del superconduttore. 

Suggerimento. Utilizzare il metodo delle immagini. 

Risposta. i = / h/(xr?) dove r è la distanza tra il filo ed il punto di osservazione. La cor- 
rente superconduttrice è parallela alla corrente .7 ma è di senso contrario. 

6. Al di sopra della superficie piana di un superconduttore di prima specie ricoperto di 
uno strato isolante di spessore A = 5 mm si trova un anello di raggio R = 10 cm di filo super- 
conduttore sottile percorso da una corrente continua 7 Quale deve essere il valore della cor- 
rente perché l’anello leviti al di sopra del superconduttore se la massa dell’anello è m = 1 g? 

mgh 


Risposta. .7 > c [°— = 8,4-10!° un. CGSE = 25 A. 
2xR 


7. Un piccolo magnete permanente di momento magnetico DM = 10° G-cm? e di massa 
m = 10 g può levitare, in posizione orizzontale, ad una altezza À al di sopra della superficie 
orizzontale piana di un superconduttore di prima specie. Considerando il magnete un dipolo, 
si calcoli l’altezza A. 

Suggerimento. Applicare il metodo delle immagini. Utilizzare l’espressione che determina 
l'energia potenziale mutua di due dipoli puntuali. 
3M? 1/4 
mg 

8. Una sfera superconduttfice di prima specie, di raggio 4 è posta in un campo magnetico 
omogeneo Bo. Si calcoli il campo magnetico 2 all’esterno della sfera, se il campo # è ancora 
insufficiente per distruggere la superconduttività. Calcolare anche la densità superficiale della 
corrente di superconduttività i. 

Soluzione. Avanziamo l’ipotesi, giustificata dai calcoli successivi, che fuori della sfera al 
campo omogeneo 4 si sovrapponga un campo di un dipolo puntiforme WM posto nel centro 
della sfera (fig. 205). Allora 


= 2,1 cm. 





1 
Risposta. 4 = > 





r- 3. (80.8) 
r 


Si determina il momento WM con la condizione che la componente normale del vettore 8 sia 
uguale a zero sulla superficie della sfera 


B, = Bo così + 20 





7 COsÙ = 0. 
a 
Questa condizione è verificata per qualsiasi valore dell'angolo 3 purché risulti 
3 
= - Bo (80.9) 


All’equatore, cioè con r = 4, 3 = 90°, si ottiene B = 3/24o. La corrente superconduttrice su- 
perficiale circola lungo i paralleli definiti da 9 = cost, e in virtù del teorema della circuitazione 


Ù = 3° R, sind. 
87 


9. Un cilindro infinitamente lungo di materiale superconduttore di prima specie di raggio 
a, è introdotto in un campo magnetico 4; continuo, uniforme e perpendicolare all’asse del ci- 
lindro. Si calcoli il campo magnetico 8 fuori del cilindro, se il campo 4 non è sufficiente per 
distruggere la superconduttività del cilindro. Calcolare anche la densità superficiale della -cor- 
rente di superconduttività i. 
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2a? 2 
Risposta. 8 = Bo — 0, +5, Bo (80.10) 


dove r è il raggio vettore perpendicolare all’asse del cilindro e condotto da un punto dell’asse 
al punto di osservazione. Il campo che agisce sulla superficie del cilindro è massimo se 
9 = 90° ed è uguale a B = 24 (si veda fig. 205). La corrente superficiale è diretta parallela- 
mente all’asse del cilindro, la sua intensità è 


i=- Bosind. 
2x 


10. Una pallina superconduttrice vola in direzione di un solenoide lungo il suo asse. Nel 
centro del solenoide il campo è B = 1000 G. Quale deve essere la velocità iniziale v della pallina 
perché essa possa attraversare il solenoide da parte a parte? Il diametro del solenoide è assai 


8 


Fig. 205. 


più grande del diametro della pallina. La densità del materiale di cui è fatta la pallina è 
o =8g/cmì. 

Soluzione. Utilizzando i risultati del problema 8 è facile dimostrare che nel centro del sole- 
noide l’energia potenziale è uguale a 1/2 (MB) = 1/4B°R?. Utilizzando poi l'equazione che 
esprime l’energia si ottiene 

lv > BV3/@re) = 170 cms 


11. Per ottenere campi magnetici di grandissima intensità nelle bobine si utilizzano avvol- 
gimenti superconduttori di seconda specie. Le estremità degli avvolgimenti vengono collegate 
alla sorgente di corrente (i fili essendo ancora allo stato normale). Poi le bobine vengono raf- 
freddate fino alla temperatura dell’elio e passano quindi allo stato superconduttore (o allo sta- 
to misto). Dopodiché le bobine vengono isolate dalla sorgente di corrente e messe in corto 
circuito. 

Un solenoide a molti strati di filo superconduttore, di raggio interno a = 2 cm, di raggio 
esterno b = 4 cme di lunghezza / = 20 cm, messa in corto circuito, permette di creare un 
campo interno Bo = 100 LG. Si determini la quantità di elio liquido che sarà vaporizzata nel 
caso di transizione del solenoide dallo stato superconduttore (o dallo stato misto) allo stato 
normale. Il calore di vaporizzazione dell’elio è g = 0,7 cal/cm}. 

Soluzione. Trascuriamo gli effetti di bordo. Poniamo che la corrente nell’avvolgimento ab- 
bia una densità di volume costante, approssimazione giustificata per un calcolo approssimativo. 
Applicando il teorema della circuitazione, si ottiene il campo magnetico B a differenti distanze 
r dall’asse del solenoide. 


B= se rsa, 


[Ro — r)/(b — a) se a<rx<b. 
Dopodiché si ottiene facilmente l’energia magnetica W del sistema 
1B3 
W = a [3a(a + b) — b(a — a)} = 1,17-10!! erg = 2,8-10? cal. 


La quantità di elio vaporizzata è uguale a W/4 = 4:10} cm? = 41. 
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IV. EQUAZIONI DI MAXWELL 


$ 81. Corrente di spostamento 


1. Le equazioni fondamentali del campo elettromagnetico in un mezzo 
immobile, applicabili sia alle correnti continue che a quelle alternate, sono 
state stabilite da Maxwell. Si può arrivare alle equazioni di Maxwell con una 
generalizzazione conseguente dei dati sperimentali. Si deve decidere quali 
delle equazioni precedentemente ottenute possano essere conservate, quali 
debbano essere respinte e quali debbano essere generalizzate. Esiste un prin- 
cipio direttivo generale che permette di avanzare in questa direzione. Si de- 
vono escludere dalle equazioni fondamentali quelle che sono basate sul con- 
cetto dell’azione diretta a distanza. Tali sono le leggi di Coulomb, Biot e Sa- 
vart, ecc. Queste leggi sono incompatibili con il concetto di una velocità fi- 
nita di propagazione delle interazioni, confermato per via sperimentale, e 
quindi non possono avere validità generale. Si possono conservare solo 
quelle equazioni che non sono in contraddizione con i concetti della teoria 
dei campi. Proprio questo abbiamo fatto in tutto quanto esposto preceden- 
temente. Abbiamo fatto l’ipotesi che il teorema di Gauss (13.4), l'equazione 
(58.1) e la legge di induzione elettromagnetica (66.1) fossero delle leggi gene- 
rali dell’elettrodinamica. Dette leggi verificano la teoria dei campi poiché è 
possibile scriverle nelle forme differenziali (13.5), (58.2) e (66.4). Aggiungia- 
mo ora alle equazioni fondamentali dell’elettrodinamica la legge di conser- 
vazione della carica elettrica, che, scritta in forma differenziale, si presenta 
così: 


90 4 divj = 0. (81.1) 
Se il campo elettromagnetico è stazionario, questa equazione si riduce a 
divj = 0. (81.2) 
2. Il teorema della circuitazione 
dA dl = day (81.3) 
L 


può essere scritto in forma differenziale 


rot H = Sa Î, (81.4) 
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e verifica quindi la teoria dei campi. Tuttavia questo teorema non può far 
parte del sistema di equazioni fondamentali dell’elettrodinamica. In effetti 
la divergenza di qualsiasi rotore è identicamente nulla. Perciò prendendo la 
divergenza dei due membri dell’equazione (81.4) otteniamo div j = 0. Ma 
questa equazione è valida solo per correnti stazionarie. Nel caso generale 
essa è in contraddizione con l’equazione (81.1). Non c’è nessun motivo per 
mettere in dubbio la validità dell'equazione (81.1), perché essa esprime la 
legge di conservazione della carica elettrica. Ne risulta che le equazioni 
(81.3) e (81.4) possono essere valide solamente per correnti stazionarie. Deb- 
bono essere generalizzate prima di poterle applicare ai campi elettromagne- 
tici variabili. 

Per giungere alle equazioni generalizzate, facciamo preventivamente 
qualche considerazione che ci faciliti il compito. Siccome la divergenza del 
primo membro dell’equazione (81.4) è identicamente nulla, il secondo mem- 
bro di questa equazione deve contenere un vettore la cui divergenza sia sem- 
pre nulla. Nel caso di campi elettromagnetici stazionari questo vettore deve 
ridursi al vettore j. È facile indicare il vettore che soddisfa a queste condi- 
zioni. Derivando rispetto al tempo la relazione div D = 470, otteniamo 

del divD=0, 


ossia, tenendo conto dell’equazione (81.1), 


° e 1 :. c . 
div (j + 77 D) = 0. (81.5) 
Maxwell ha chiamato la grandezza 
, 1 }; 
Jsp = pesi D (81.6) 


corrente (più precisamente, densità di corrente) di spostamento, e la somma 
Î + js corrente totale. In tal modo 


div (+ jsp) = 0, (81.7) 


vale a dire che /a corrente totale è sempre solenoidale. Perciò la contraddi- 
zione con l’equazione (81.1) sarà eliminata sostituendo la corrente di condu- 
zione j nell’equazione (81.4) con la corrente totale, ovvero scrivendo 


rot H = dr G+ jo). (81.8) 


E questo è quanto fece Maxwell. 

I ragionamenti esposti non possono in nessun modo servire come dimo- 
strazione dell’equazione (81.8). Devono essere considerati soltanto come 
uno degli infiniti modi di eliminazione della contraddizione fra le equazioni 
(81.1) e (81.4). L’infinità di tali modi si rivela dal fatto che non sorgono nuo- 
ve contraddizioni matematiche, se si aggiunge nel secondo membro dell’e- 
quazione (81.8) un vettore arbitrario la cui divergenza sia nulla. Soltanto i 
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fatti sperimentali che, purché confermino questa equazione, possono servire 
da vera conferma dell’equazione (81.8). 

3. Anche altre considerazioni possono confermare la necessità di una ge- 
neralizzazione delle equazioni (81.3) e (81.4). Riportiamo due esempi. 

Esempio 1. In un mezzo omogeneo illimitato sia collocata una sfera me- 
tallica che porta una carica elettrica O (fig. 206). Se il mezzo è conduttore 
appariranno delle correnti elettriche radiali, che creeranno un campo ma- 
gnetico. Sorge la seguente difficoltà nel tentare di indicare la sua direzione. 
Il vettore B non può avere una componente radiale. Il sistema presenta una 
simmetria sferica. Se la componente radiale del vettore B esistesse, sarebbe 
la stessa in tutti i punti di ogni sfera S, concentrica con la superficie della 
sfera metallica. La componente radiale di B sulla sfera S sarebbe dappertut- 
to diretta o verso il centro della sfera metallica o nel senso contrario. In en- 
trambi i casi il flusso del vettore B attraverso la sfera S sarebbe diverso da 
zero: questo è in contraddizione con l’equazione (58.1). Si potrebbe pensare 
che il vettore B debba essere perpendicolare al raggio che collega il centro 
della sfera al punto in considerazione. Tale soluzione è ugualmente erronea 
poiché tutte le direzioni perpendicolari ad un raggio sono perfettamente 
equivalenti. L'unica possibilità compatibile con la simmetria sferica consiste 
nel fatto che i vettori B e H debbano essere dappertutto nulli. Ma in tal caso 
deve essere nulla anche la corrente j, che deriva direttamente dall’equazione 
(81.4). Quindi l’equazione (81.4) e l'equazione equivalente (81.3) non posso- 
no essere verificate nel caso in considerazione. 

Per eliminare questa contraddizione si deve ammettere che i campi ma- 
gnetici possono essere generati non soltanto dalle correnti di conduzione 
ma anche da qualche altra cosa. Si deve aggiungere qualcosa alla corrente 
per poter distruggere il campo magnetico da esso creato. Ciò che si ag- 
giunge è proprio la corrente di spostamento. Il suo valore 4, sarà definito 
dalla condizione 7 + 4p = 0. La corrente totale di conduzione che esce 
dalla sfera carica è legata alla carica Q dalla relazione. 7 = —d0/dt, e quin- 
di risulta 4, = dQ/dt. In base alla legge di Coulomb Q = r°D. Differen- 
ziando questa espressione e dividendo il risultato per la superficie della sfe- 
ra 4rr° si ottiene la densità della corrente di spostamento 


= L= DÌ 
lo 3 da 4° 


Questa espressione coincide con la (81.6). 

4. Esempio 2. Colleghiamo con un filo le armature di un condensatore 
piano caricato (fig. 207). Attraverso il filo passa una corrente elettrica. L’ap- 
plicazione della formula (81.3) porta nuovamente a delle difficoltà. La cir- 
cuitazione del vettore H che compare nel primo membro dell’equazione 
(81.3) dipende soltanto dalla forma e dalla posizione del contorno L, ed è 
una quantità del tutto definita. Invece la corrente. 7al secondo membro del- 
la stessa equazione non dispone di tale proprietà. Per definire. si deve trac- 
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ciare mentalmente a partire dal contorno L una superficie S e calcolare la 
corrente che la attraversa. Tuttavia l’intensità della corrente alternata può 
variare lungo il filo. In questi casi il valore.7dipenderà dal luogo in cui la 
superficie S taglia il filo. Tale indeterminazione diventa particolarmente evi- 
dente se la superficie S viene fatta passare tra le armature del condensatore 
senza mai incontrare il filo. In questo caso 7 = 0. Per eliminare questa in- 
determinazione si deve aggiungere alla corrente 4 nell’equazione (81.3), un 
termine supplementare .4p in modo tale che la somma 7 + .4p non dipenda 
dalla scelta della superficie ausiliaria S. Questo termine è proprio la corren- 
te di spostamento. 


ny 
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Fig. 206. Fig. 207. 


Dire che la corrente totale 7 + .4p è indipendente dalla forma della su- 
perficie, costruita partendo dallo stesso contorno L, equivale ad affermare 
che la corrente totale che passa attraverso qualsiasi superficie chiusa è sem- 
pre nulla. Le correnti che soddisfano tale condizione sono dette correnti 
chiuse. Non si deve interpretare la chiusura delle correnti nel senso che le li- 
nee di corrente sono chiuse. Se le linee di corrente sono chiuse, sono ugual- 
mente chiuse le correnti stesse, mentre l’inverso non sempre è vero: le linee 
di corrente nel caso di correnti chiuse non sono necessariamente chiuse. In 
tal modo il contenuto formale della ipotesi di Maxwell si riduce all’afferma- 
zione secondo la quale /e correnti totali sono sempre chiuse. Le correnti di 
conduzione che non sono chiuse vengono chiuse dalle correnti di 
spostamento. | 

Partendo dalla condizione che la corrente totale deve essere chiusa si 
può stabilire anche l’espressione della corrente di spostamento e della sua 
densità. Torniamo di nuovo all’esempio del condensatore. Idealizzando tale 
sistema, si può dire che il filo è percorso soltanto dalla corrente di conduzio- 
ne; mentre nel condensatore passa soltanto la corrente di spostamento. La 
corrente di spostamento completa la corrente di conduzione affinché essa 
diventi chiusa. Perciò la corrente di conduzione nel filo deve essere uguale 
alla corrente di spostamento nel condensatore: 4 = O, dove Q è la carica 
dell'armatura del condensatore, verso la quale è diretta la corrente. È evi- 
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dente che Q = So = SD/(47r). Differenziando rispetto al tempo e dividendo 
il risultato per S si ottiene nuovamente 


lo = dr 

In tal modo applicando tre procedimenti diversi si ottiene la stessa 
espressione della densità di corrente di spostamento. 

5. Le correnti di spostamento esistono soltanto là dove varia il campo 
elettrico (più precisamente, l’induzione elettrica D). Per questo motivo il 
contenuto fisico dell’ipotesi di Maxwell concernente le correnti di sposta- 
mento si può sintetizzare nell’affermazione secondo la quale i campi elettri- 
ci alternati danno origine a campi magnetici. Questa scoperta appartiene 
esclusivamente a Maxwell ed è analoga alla scoperta dell’induzione elettro- 
magnetica, secondo cui i campi magnetici alternati generano campi 
elettrici. 

6. La corrente di spostamento, nei dielettrici, è composta da due termini 
essenzialmente differenti. Per definizione il vettore induzione elettrica D = 
= E+ 4xP, e perciò 

io = + È + P. (81.9) 
La grandezza P si chiama densità di corrente di polarizzazione. Il vettore 
polarizzazione viene definito dalla espressione P = Yje;r;, dove la somma 
è estesa a tutte le cariche legate nell’unità di volume di sostanza. Derivando 
questa espressione rispetto al tempo si ottiene 


jo ®» P = Yeiv 
dove v; è la velocità di movimento della i-esima carica. La corrente di pola- 
rizzazione è la corrente elettrica prodotta dal movimento delle cariche lega- 
te. In linea di principio queste cariche non si distinguono per nulla dalle ca- 
riche libere. Quindi non c’è niente di sorprendente nel fatto che le correnti 


di polarizzazione generano campi magnetici. Ciò che è interamente nuovo 
è l’affermazione secondo la quale anche la seconda parte della corrente di 


spostamento = È, che non è legata a nessuno movimento delle cariche, 


bensì è determinata soltanto dalle variazioni del campo elettrico nel tempo, 
sia una sorgente del campo magnetico. Persino nel vuoto qualsiasi variazio- 
ne di campo elettrico nel tempo genera un campo magnetico nel mezzo cir- 
costante. La scoperta di questa circostanza fu il passo più sostanziale e deci- 
sivo che permise a Maxwell di elaborare la sua elettrodinamica. 


Problemi 


1. Lo spazio tra le armature di un condensatore cilindrico è occupato da un dielettrico 
omogeneo di debole conducibilità elettrica. Quando il condensatore è caricato una corrente 
elettrica passa nel dielettrico andando da un’armatura all’altra. Calcolare l’intensità del campo 
magnetico tra le armature trascurando gli effetti di bordo. 
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Risposta. H = 0. 

2. Un condensatore piano, caricato e staccato dalla sorgente di corrente, si scarica lenta- 
mente a causa di correnti volumetriche di conduzione che si creano tra le armature per via di una 
debole conducibilità elettrica. Calcolare l’intensità del campo magnetico dentro al condensato- 
re trascurando gli effetti di bordo. 

Soluzione. Sia o la densità superficiale di elettricità sull’armatura positiva; allora D = 4x0 
e quindi jsp = + D = o. In base alla legge di conservazione della carica j = — 0. Di conse- 
guenza j + jsp = tor = 0. Il campo magnetico nel condensatore è nullo. 

3. Un condensatore piano, costituito da due dischi identici di raggio R, dopo essere stato 
caricato e staccato dalla sorgente di elettricità, viene perforato da una scintilla elettrica lungo 
il proprio asse. Considerando la scarica quasi-stazionaria e trascurando gli effetti di bordo, cal- 
colare il valore istantaneo dell’intensità del campo magnetico dentro il condensatore (in fun- 
zione della distanza r dal suo asse), sapendo che l'intensità di corrente nella scintilla all’istante 
considerato è Z 

Soluzione. Per ragioni di simmetria le linee di forza magnetiche saranno dei cerchi coas- 
siali il cui asse comune coincide con l’asse del condensatore. Il campo 77 è dato dalla formula 


Hdl = 2xrH = 4 isp), 


dove isp = /r°/R° è la corrente di spostamento, concatenata con il cerchio di raggio r. Così 
si ottiene Ds R ) 


4. Un condensatore piano è composto da due dischi metallici identici, tra i quali si trova 
un dielettrico omogeneo con costante dielettrica e. La distanza fra i dischi è d. Tra le armature 
del condensatore si applica una tensione alternata V = Vo sinwt. Trascurando gli effetti di bor- 
do calcolare il campo magnetico tra le armature del condensatore. 


Risposta. H7 = Dai Vo coswt, dove r è la distanza dall’asse del condensatore. Le linee 


di forza magnetiche sono cerchi coassiali con l’asse comune che coincide con l’asse del 
condensatore. 


$ 82. Il sistema di equazioni di Maxwell 


1. Dopo aver completato i fatti principali nel campo dell’elettromagneti- 
smo con la scoperta della produzione di campi magnetici da parte delle cor- 
renti di spostamento, Maxwell fu in grado di stabilire il sistema di equazioni 
fondamentali dell’elettrodinamica. Tale sistema include quattro equazioni. 
In forma integrale si scrivono così i 


47 . , 1 9D 
L S 
1 dB 
L S 

$(D dS) = 4r{odV, (82.3) 

S 
$(B d$S) = 0. (82.4) 
h) 
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In forma differenziale 


rot H = = J + c di (82.1a) 
_ 1 dB 

rot E = “€ "di (82.2a) 

div D = 470, (82.3a) 

div B = 0. (82.4a) 


L'equazione di continuità, che esprime la legge di conservazione della 
carica elettrica, non fa parte delle equazioni fondamentali perché deriva 
dalle equazioni (82.1) e (82.3). Consideriamo infatti una linea chiusa infini- 
tamente piccola L e la superficie S delimitata; riduciamo questa linea ad un 
punto, facendo in modo che la superficie S rimanga finita. AI limite la cir- 
cuitazione + /7d! si annulla, S diventerà una superficie chiusa mentre l’equa- 


zione (82.1) diventerà 
è (i + de D)ds = 0. 


L’integrale $jds) è la corrente 4 che esce dal volume V, limitato dalla su- 
perficie S. Inoltre scrivendo l’equazione (82.3) nella forma 


$(Dds) = 4rq 


e derivando rispetto al tempo si ha 


Si ottiene finalmente l’equazione 


dq _ 
dA 
che esprime la legge di conservazione della carica elettrica. La stessa legge 
può essere dedotta dalle equazioni differenziali (82.1a) e (82.3a). È suffi- 
ciente calcolare la divergenza dei due membri dell’equazione (82.2a) e utiliz- 
zare l’equazione (82.3a). Allora si ottiene l’equazione (81.1). 

Le equazioni di Maxwell dimostrano che i campi elettrici possono avere, 
come propria fonte o cariche elettriche oppure campi magnetici variabili nel 
tempo. I campi magnetici possono essere eccitati o da cariche elettriche in 
movimento (dalle correnti elettriche) oppure da campi elettrici alternati. Le 
equazioni non sono simmetriche rispetto ai campi elettrico e magnético, 
poiché in natura esistono cariche elettriche, ma per quanto si sa non ci sono 
cariche magnetiche. Cercando di rendere simmetriche le equazioni dell’elet- 
trodinamica, Dirac affacciò l’ipotesi di esistenza delle cariche magnetiche, 
ovvero dei poli magnetici isolati o monopoli. Non ci sono obiezioni logiche 
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a questa ipotesi. Se si avverasse, sarebbe necessario generalizzare le equazio- 
ni di Maxwell. Tra le sorgenti di campo magnetico bisognerebbe aggiungere 
le cariche magnetiche ed a quelle di campo elettrico si dovrebbero aggiungere 
le correnti magnetiche, prodotte dal movimento di tali cariche. La validità 
delle equazioni di Maxwell sarebbe limitata da quelli regioni di spazio in cui 
non ci sono né cariche né correnti magnetiche. Ma i numerosi tentativi di 
scoprire in modo sperimentale l’esistenza dei monopoli magnetici si sono ri- 
velati infruttuosi. 

2. Le equazioni di Maxwell in forma integrale restano valide anche nei 
casi in cui esistono superfici di discontinuità, sulle quali le proprietà del 
mezzo o le intensità del campo elettrico e magnetico variano a sbalzi. Perciò 
le equazioni di Maxwell in questa forma hanno validità più generale di quel- 
le in forma differenziale, la quale implica che tutte le grandezze varino in 
modo continuo nel tempo e nello spazio. Tuttavia si può arrivare ad una 
perfetta equivalenza matematica di ambedue le forme delle equazioni di 
Maxwell. A questo scopo si devono completare le equazioni differenziali 
con condizioni ai limiti, che devono essere soddisfatte dal campo elettroma- 
gnetico sulla superficie di separazione di due mezzi. La forma integrale del- 
le equazioni di Maxwell contiene dette condizioni. Abbiamo già stabilito 
queste condizioni che si scrivono così 


D>n — Din = 470, (82.5) 
Bin = Ban, (82.6) 

Eu = Ex, (82.7) 

nt) — Int] = &T i. (82.8) 


Qui o è la densità superficiale di carica elettrica e i la densità superficiale 
di corrente di conduzione sulla superficie di separazione considerata. Nel 
caso particolare, in cui non ci siano correnti superficiali, la condizione fina- 
le cambia in 


Hu = Ha. (82.9) 


Sottolineiamo ancor una volta che le considerazioni che abbiamo utiliz- 
zato per arrivare alle equazioni di Maxwell non possono in nessun modo 
essere considerate una dimostrazione. I principi sostanzialmente nuovi non 
fanno mai parte di una vecchia teoria e non ne possono essere dedotti logi- 
camente. In questo senso non si possono dimostrare le equazioni di Max- 
well. Si devono considerare come assiomi fondamentali dell’elettrodinamica 
ottenuti da una generalizzazione dei fatti sperimentali. 

3. Le equazioni fondamentali di Maxwell scritte nella forma (82.1)- 
(82.4) oppure (82.la)-(82.4a) non costituiscono ancora il sistema completo 
delle equazioni del campo elettromagnetico. Due di queste equazioni sono 
vettoriali mentre le altre due sono scalari. Scrivendole in funzione delle 
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coordinate si ottengono in totale otto equazioni che collegano 16 grandezze: 
15 componenti dei vettori E, D, B, H, j e lo scalare o. È evidente che otto 
equazioni non sono sufficienti per determinare 16 grandezze. Le equazioni 
fondamentali di Maxwell non contengono alcuna costante che caratterizzi 
le proprietà del mezzo in cui regna il campo elettromagnetico. Si devono ag- 
giungere a queste equazioni delle relazioni tra le grandezze che caratterizza- 
no le proprietà individuali del mezzo. Tali relazioni sono dette equazioni 
materiali. 

Il metodo per stabilire le equazioni materiali consiste nell’utilizzare le teo- 
rie molecolari della polarizzazione, della magnetizzazione e della conduci- 
bilità elettrica del mezzo. Queste teorie sono fondate su modelli ideali dei 
mezzi. Applicando ad esse le equazioni della meccanica classica o quantisti- 
ca, come anche i metodi della fisica statistica, si può stabilire una relazione 
tra i vettori B JI, j da un lato edi vettori E e 8 dall’altro. In tal modo a secon- 
da delle caratteristiche del mezzo e del campo elettromagnetico, si ottengo- 
no delle relazioni più o meno complicate che, essendo aggiunte alle equazio- 
ni fondamentali di Maxwell, permettono di ottenere il sistema completo del- 
le equazioni dell’elettrodinamica. 

Le equazioni materiali sono le più semplici quando campi elettromagne- 
tici deboli variano in modo relativamente lento nello spazio e nel tempo. In 
questo caso, per mezzi isotropi non ferromagnetici e non ferroelettrici, le 
equazioni materiali si scrivono come segue 


D = &E, (82.10) 
B = uH, (82.11) 
j = E, (82.12) 


dove €, u, ) sono costanti che caratterizzano le proprietà elettromagnetiche 
del mezzo e vengono chiamate permettività dielettrica (costante dielettrica), 
permeabilità magnetica e conduttività elettrica del mezzo. Lo stesso Max- 
well utilizzò queste equazioni materiali, ma non potè collegare le grandezze 
€, n, \ alle costanti atomiche e molecolari delle sostanze; fu quindi costretto 
ad introdurle nella teoria come costanti fenomenologiche. La teoria elettro- 
nica dimostrò che la validità di tali equazioni materiali è determinata da due 
condizioni: 1) il campo elettromagnetico deve variare poco nel corso di in- 
tervalli di tempo dell’ordine dei periodi propri delle oscillazioni intraatomi- 
che ed intramolecolari; 2) il campo deve variare poco su distanze atomiche 
e molecolari. Questo è quello che si deve intendere per « lenta variazione » 
dei campi di cui si parlò prima. 

Qualche volta anche le equazioni (82.10)-(82.12) vengono incluse nel si- 
stema delle equazioni di Maxwell. Noi non lo faremo poiché queste equa- 
zioni non sono così generali e così fondamentali come le equazioni di Max- 
well. Intenderemo dunque per le equazioni di Maxwell soltanto quattro 
equazioni: (82.1)-(82.4) oppure (82.1la)-(82.4a). 
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Nel caso di campi stazionari (0D/0f = 9B/9t = 0) le equazioni di Max- 
well si scindono in due gruppi d’equazioni indipendenti. Il primo gruppo 
contiene le equazioni dell’elettrostatica 


rotE = 0, div D = 4r0 (82.13) 
mentre il secondo gruppo contiene le equazioni della magnetostatica 
re H= 4; divB=0. (82.14) 


In questo caso i campi elettrico e magnetico sono indipendenti l’uno 
dall’altro. Il campo elettrico avrà come fonte soltanto le cariche elettriche 
mentre quello magnetico verrà prodotto dalle correnti di conduzione. 


$ 83. Velocità di propagazione delle perturbazioni 
elettromagnetiche 


1. Un fenomeno fisico essenzialmente nuovo, predetto da Maxwell stes- 
so deriva dalle equazioni dell’elettrodinamica maxwelliana. Si tratta delle 
onde o perturbazioni elettromagnetiche, che si propagano nello spazio con 
velocità determinata. Sarà sufficiente un semplicissimo esempio. Conside- 
riamo un mezzo dielettrico omogeneo illimitato caratterizzato da una co- 
stante dielettrica € e da una permeabilità magnetica x. Collochiamo in que- 
sto mezzo un piano illimitato uniformemente caricato, che scegliamo come 
piano di coordinate X Y (fig. 208). Fino a che il piano, e le cariche che porta, 
è immobile, il campo elettrico nel mezzo circostante è ortogonale al piano 
ed uguale a E = 27r0/e£, conformemente al teorema di Gauss e per ragioni 
di simmetria (o è la densità superficiale di carica, si veda $$ 6 e 13). Mettia- 
mo ora in movimento il piano assieme con le sue cariche lungo l’asse X con 
velocità variabile. Dimostreremo più avanti che questo movimento fa appa- 
rire un campo magnetico ed una componente trasversale del campo elettri- 
co (cioè, parallela al piano carico). Si tratta di campi variabili che sono l’ar- 
gomento del presente paragrafo. Quanto alla componente normale del vet- 
tore E, questa rimane invariata, poiché i ragionamenti con cui si è ottenuta 
la formula (6.1) restano validi anche qui a condizione di sostituire £ con D,. 
La componente normale del vettore E è semplicemente il campo elettrico 
statico del piano carico, che va a sovrapporsi al campo elettromagnetico va- 
riabile delle cariche in movimento. Siccome il campo statico non ci interes- 
sa, si può trascurare la presenza della componente normale del campo E£. 
Si potrebbe liberarsi del tutto della componente normale collocando infini- 
tamente vicino al piano carico un secondo piano fisso con una carica ugua- 
le ed opposta. Il campo elettrico del secondo piano sarebbe puramente stati- 
co e distruggerebbe la componente normale in questione. Siccome le cariche 
del secondo piano sono fisse, la sua presenza non avrebbe nessuna influenza. 
sul campo alternato dell’onda elettromagnetica. 
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2. Esaminiamo ora quale campo elettromagnetico sarà eccitato dal pia- 
no carico a causa del suo movimento. Le cariche elettriche che si muovono 
assieme al piano sono equivalenti ad una corrente elettrica / parallela al- 
l’asse X (in fig. 208 la corrente circola nel senso negativo all’asse X). La cor- 
rente elettrica eccita un campo magnetico le cui linee di forza si avvolgono 
intorno alla corrente. Nel caso di una corrente superficiale che scorre su un 
piano infinito, il campo magnetico sarà parallelo all’asse Y: per z > 0 esso 
è orientato nel senso positivo dell'asse Y, mentre per z < 0 è orientato nel 
senso negativo. Per ragioni di simmetria l’intensità dei campi magnetici ad 
uguale distanza dal piano è la stessa sia da una che dall’altra parte, ma sono 
opposti i sensi dei campi stessi. Conformemente alla formula (82.8) avviene 
un salto del campo elettromagnetico se si passa attraverso il piano carico, 
ciò è dovuto alla corrente superficiale. 





Fig. 208. Fig. 209. 


I flussi magnetici attraverso i contorni rettangolari fissi OCPO e 
NOOR, simmetrici rispetto al piano, sono della stessa grandezza, ma diffe- 
renti per il segno. Siccome detti flussi variano nel tempo, in virtù della legge 
dell’induzione elettromagnetica, questi flussi generano un campo elettrico 
la cui circuitazione lungo i contorni OCPO e NOOQR è diversa da zero. Que- 
sto campo elettrico sarà parallelo all’asse X: il campo elettrico alternato, co- 
me abbiamo già visto, non ha una componente lungo l’asse Z, mentre lungo 
l’asse Y non c'è il campo elettrico per ragioni di simmetria. Siccome il flusso 
magnetico attraverso la linea chiusa NCPR è pari a zero, sarà nulla anche 
la circuitazione del vettore E lungo lo stesso circuito. Se ne deduce che a 
uguale distanza da ambedue i lati del piano carico il campo elettrico alter- 
nato avrà la stessa grandezza e la stessa direzione. Sul piano stesso il campo 
E in generale avrà un altro valore. In caso contrario la circuitazione del vet- 
tore E lungo i contorni OCPO e NOOR sarebbe pari a zero e quindi i flussi 
magnetici attraverso questi contorni sarebbero costanti. 

Il campo elettrico E generato dal campo magnetico variabile crea a sua 
volta un flusso elettrico variabile (flusso del vettore 8) attraverso il contor- 
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no rettangolare CNMD (si veda fig. 208). In altre parole si creerà una cor- 
rente di spostamento, che dà origine ad un campo magnetico parallelo al- 
l’asse Y. Il senso di questo campo magnetico è determinato dalla legge di 
Lenz: si deve opporre a qualsiasi variazione del campo magnetico preesi- 
stente. La corrente .?cessa quando si ferma il piano carico, tuttavia rimane 
‘il campo magnetico che si è generato. I campi elettrico e magnetico si so- 
sterranno a vicenda, vale a dire qualsiasi variazione del campo magnetico 
eccita il campo elettrico e viceversa. In tal modo quando cessa il movimento 
del piano, rimarranno due campi elettromagnetici, simmetrici rispetto a tale 
piano. Come vedremo più avanti, i campi elettromagnetici non resteranno 
fissi sul posto ma si propagheranno in sensi opposti e si allontaneranno dal 
piano carico. Proprio queste sono chiamate onde elettromagnetiche o per- 
turbazioni elettromagnetiche. Per quanto risulta da quanto sopra si conclu- 
de che esse sono trasversali sia rispetto al vettore £, che al vettore 5. 

3. Vogliamo considerare una di queste perturbazioni, per esempio, quel- 
la che si trova a destra dal piano carico (fig. 209). Ad un istante dato il cam- 
po elettrico è rappresentato dalla curva /, contenuta nel piano verticale, il 
campo magnetico è rappresentato dalla curva Z/, contenuta nel piano oriz- 
zontale. Supponiamo che questa immagine del campo elettromagnetico si 
sposti, senza cambiar forma, verso destra con una velocità v; i calcoli ulte- 
riori giustificheranno pienamente questa ipotesi. Tracciamo due contorni 
rettangolari fissi OAMN e OOPA e scriviamo le equazioni di Maxwell nella 
seguente forma 


_ 1 98m 
OAMN 
_ l de 
OQPA 


dove Pn è il flusso magnetico e Pa il flusso del vettore D attraverso i contor- 
ni scelti. Poniamo per semplicità che la lunghezza del lato AM sia unitaria. 
Quindi dato che sul contorno OAMN il campo E differisce da zero solo sul 
lato AM, la prima di queste equazioni diventa 
_ _ 1 0Pm 
E == E, _ c — di 


Analogamente la seconda equazione assume la forma 
_ __ l Pai 
H = FH, — “uc dt 


Secondo la nostra ipotesi nel tempo df? il campo elettromagnetico si spo- 
sta di una distanza vdt. Il flusso magnetico vBdt uscirà dai limiti del con- 
torno OAMN; mentre il flusso elettrico vDdt uscirà dai limiti dei contorno 
OOPA. In conseguenza di ciò, i flussi Bn e Pi attraverso detti contorni va- 
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rieranno di dbm = — vBdit, d®; = — vDdt. Di qui 0®p/0tf = —vB, 
0®/0t = —vD, e dalle equazioni precedenti otteniamo 


=? -V 
E=7B H=7D. (83.1) 


Finora non abbiamo utilizzato le equazioni materiali D = €ÉE e B = uH. 
Per mezzo di queste equazioni possiamo eliminare D e 8, ottenendo 





E = — ul, H= = €E. (83.1a) 
Da queste equazioni ricaviamo 
To 
v= . (83.2) 
VEL 


Si ottiene così per la velocità v un valore finale del tutto determinato e di- 
verso da zero. Tale risultato giustifica l’ipotesi da noi fatta sul carattere della 
variazione della perturbazione elettromagnetica nel tempo e nello spazio. In 
effetti, avendo ammesso che la perturbazione elettromagnetica si propaga 
senza mutar forma, non abbiamo fissato la velocità di tale propagazione, 
bensì l’abbiamo determinata imponendo che la perturbazione soddisfi alle 
equazioni di Maxwell. Ciò è possibile solo nel caso in cui u sia definita dalla 
formula (83.2). La perturbazione non può restare ferma poiché in questo 
caso la velocità v sarebbe pari a zero. Inoltre essa non può propagarsi istan- 
taneamente poiché il nostro ragionamento porterebbe al risultato v = 00. 
In tal modo, le equazioni di Maxwell ammettono come soluzione l’esistenza 
di perturbazioni elettromagnetiche che si propagano con velocità v = 
= c/Nep. 
4. Si possono scrivere le formule (83.1) in forma vettoriale 


| 1 
E= -- 08, H=- (DI (83.3) 


In questo caso v caratterizza non soltanto la grandezza della velocità di pro- 
pagazione della perturbazione ma anche il suo senso. Le stesse equazioni 
sono valide per la perturbazione che si propaga da destra a sinistra. In en- 
trambi i casi i vettori £, B, v formano un triedro di riferimento diretto 
(fig. 210). Cambiando il senso di uno dei vettori E oppure 4 si ottiene che 
anche il senso di propagazione della perturbazione si deve invertire. 

Le formule (83.3) descrivono la perturbazione detta piana, vale a dire, 
una perturbazione tale che il campo elettromagnetico è sempre lo stesso in 
tutti i punti di un piano perpendicolare alla direzione di propagazione (que- 
sto piano è detto fronte d’onda). Per caratterizzarla più esattamente essa 
viene chiamata anche perturbazione (o onda) progressiva in quanto essa si 
propaga in una sola direzione. Nell'esempio in considerazione il vettore elet- 
trico era parallelo all’asse X, mentre quello magnetico all’asse Y. Certo è 
possibile anche una perturbazione col vettore elettrico lungo l’asse Y e quel- 
lo magnetico lungo l’asse X. Poiché le equazioni di Maxwell sono lineari 
e omogenee, la sovrapposizione di tali perturbazioni sarà anch'essa soluzio- 
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ne di queste equazioni. Questa sovrapposizione rappresenta un’onda elet- 
tromagnetica progressiva piana, che verifica la (83.3). I vettori elettrico e 
magnetico di questa onda sono sempre perpendicolari uno rispetto all’altro, 
ed anche rispetto alla direzione di propagazione. Tuttavia non è necessario 
che il vettore elettrico sia sempre contenuto nello stesso piano: il suo orien- 
tamento spaziale può variare. La stessa cosa è valida anche per il vettore 
magnetico. Nel caso particolare in cui il vettore elettrico (e di conseguenza 
quello magnetico) sia contenuto in tutti i punti dello spazio nello stesso pia- 
no, si dice che l’onda possiede una polarizzazione rettilinea. 

5. l’esempio immaginario dell’eccitazione di onde elettromagnetiche 
teoricamente è particolarmente semplice. Non è affatto necessario prendere 
un piano infinito, carico e metterlo in moto. L'abbiamo fatto unicamente 
per ottenere una perturbazione piana. Ciò che importa per l’eccitazione del- 
le onde elettromagnetiche è l’esistenza di cariche elettriche in moto accelera- 
to. Nelle stazioni radio trasmittenti le onde elettromagnetiche vengono ecci- 
tate per mezzo di correnti elettriche rapidamente variabili che circolano 


E 


Fig. 210. 


dentro un sistema adeguato di conduttori (le antenne). È evidente che tali 
onde non saranno piane; solamente a grande distanza dall’antenna d’emis- 
sione piccoli tratti di queste onde possono essere considerati come approssi- 
mativamente piani. Ecco perché l’esempio delle perturbazioni piane permet- 
te di mettere in evidenza le particolarità più importanti delle onde elettro- 
magnetiche. 

6. Dalle formule (83.la) risulta che 


E° = uH?. (83.4) 


Ciò significa che in un'onda elettromagnetica progressiva piana l’energia 
elettrica è uguale in ogni momento all’energia magnetica. Una situazione 
analoga si riscontra nel caso di un’onda elastica progressiva la cui energia 
totale si ripartisce in modo uguale in energia cinetica e potenziale (si veda 
vol. I, $ 82). Questa proprietà è comune a tutte le perturbazioni che soddi- 
sfano al principio di sovrapposizione. Per quanto riguarda le onde elettro- 
magnetiche ciò si potrebbe dimostrare con lo stesso metodo già utilizzato 
per le onde elastiche in meccanica (si veda vol. I, $ 82, punto 2). Si dovran- 
no considerare perturbazioni nello stato iniziale quando uno solo dei campi 
elettrici o magnetici è diverso da zero. 
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7. Nel vuoto € = u = 1, ela formula (83.2) dà v = c. Gli esperimenti 
di Wilhelm Weber (1804-1891) e di Rudolf Kohlrausch (1809-1858) dedicati 
alla misura della costante elettrodinamica c, come tutte le misure successive 
hanno dimostrato che /a costante elettrodinamica è uguale alla velocità del- 
la luce nel vuoto. Di conseguenza /e onde elettromagnetiche devono propa- 
garsi nel vuoto con la velocità della luce. Probabilmente proprio questo ri- 
sultato suggerì a Maxwell l’idea della teoria elettromagnetica della luce. Se- 
condo questa teoria /a luce è un caso particolare di onda elettromagnetica. 
La luce si distingue da tutte le altre onde elttromagnetiche solo quantitativa- 
mente, per la lunghezza d’onda. Maxwell non fece tentativi per produrre on- 
de elettromagnetiche benché fosse non soltanto un grandissimo teorico ma 
anche sperimentatore di alta classe. Maxwell non vide la conferma speri- 
mentale della propria scoperta poiché morì nel 1879 all’età di 48 anni. Hertz 
riuscì a generare per la prima volta onde elettromagnetiche negli anni 
1887-1888. Egli mostrò che le onde elettromagnetiche si propagano, si riflet- 
tono, si rifrangono, oltrepassano gli ostacoli, interferiscono. Misurò la velo- 
cità di propagazione delle onde elettromagnetiche e dimostrò che le loro 
proprietà sono quelle previste dalle equazioni di Maxwell. A partire da quel 
momento la teoria di Maxwell fu rapidamente riconosciuta universalmente. 
(Gli esperimenti di Hertz saranno descritti nel $ 142 dopo aver studiato le 
correnti alternate e le oscillazioni elettromagnetiche.) Le scoperte di Max- 
well e di Hertz portarono in breve tempo all’invenzione della radio da parte 
di A.S. Popov (1859—1906). 

d°r 


8. Nel caso delle forze conservative, l'equazione di Newton m de = 


= F(r) non cambia se si inverte il segno del tempo, vale a dire sostituendo 
t con — f. A questa simmetria delle equazioni della meccanica è legata la 
seguente proprietà dei sistemi conservativi. Se ad un dato istante si inverto- 
no le velocità di tutti i punti materiali di un sistema conservativo chiuso, 
il sistema ripeterà il proprio movimento nel senso inverso. 

Le equazioni di Maxwell possiedono una simmetria analoga nei mezzi 
non conduttori (non assorbenti). In effetti in tali mezzi le equazioni di Max- 
well (tenendo conto delle equazioni materiali) si scrivono come segue - 


B € 0E 1 0B 
rot— = — rot E = — —- 
di di 
ui € c (83.5) 
div (€E) = 4ro0, divB=0. 


Se si invertono i segni del tempo t e del vettore B, esse si scrivono 


-B\ _e dE 1 d(-B) 
t{( | -£ - 1 
rot(- ) c =)" rot E c >» 
div (€E) = 470, div B = 0. (83.6) 
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Poiché queste equazioni sono identiche alle equazioni (83.5), se ne conclude 

che, nei mezzi non conduttori, le equazioni di Maxwell non cambiano se 

si cambiano simultaneamente i segni di t e di B oppure quelli di t e di E. 
Consideriamo adesso una soluzione arbitraria delle equazioni (83.5) 


E(6 r) = F(& r), B(t, r) = ®(6 r). (83.7) 


In questo caso 
E;(t r) = F(-t,r), Bi(&6r)= -®(-t,r) (83.8) 


è ancora soluzione delle stesse equazioni, in quanto soddisfa alle equazioni 
(83.6), identiche alle equazioni (83.5). Se ad un istante iniziale (scelto arbi- 
trariamente) f = 0 si fissano in tutto lo spazio i vettori E e B la soluzione 
del sistema (83.5) sarà univoca. La soluzione (83.7) soddisfa alle condizioni 
iniziali 

E: =0 = F(0, r), B:-0 = (0, r), 
mentre la soluzione (83.8) soddisfa alle condizioni iniziali 


E,,t=0 = F(0, r), B1,:=0 = — $(0, r). 
Queste soluzioni evidentemente sono legate dalle relazioni 
E;(t r) = E(-t r), Bi(b6 r)= -B(-t r), 
che esprimono il seguente risultato. Se a un certo momento si inverte il sen- 
so del vettore magnetico in tutti i punti dello spazio, in assenza di corpi con- 
duttori il campo elettromagnetico ripercorrerà la sua storia in senso inverso, 


con la sola differenza che, negli istanti corrispondenti il vettore B avrà senso 
inverso rispetto al processo iniziale. 


$ 84. Energia e flusso d'energia 


1. Si devono completare le equazioni di Maxwell con delle relazioni che. 
esprimano la legge di conservazione dell’energia. Poniamo che il mezzo in 
cui si eccita il campo elettromagnetico sia fisso. Quando il campo elettro- 
magnetico varia e la corrente elettrica comincia a circolare, nell’unità di vo- 
lume ha luogo un lavoro elementare esterno 


5A = 4 (EdD + HdB) + (jE)dt. (84.1) 


Certi termini di questa equazione sono stati già ottenuti in elettrostatica ed 
in teoria dei campi magnetici delle correnti continue. Rileviamo, in partico- 


lare, che per stabilire il lavoro di magnetizzazione 4 HdB è stato utilizza- 


to il teorema della circuitazione senza tener conto della corrente di sposta- 
mento. Tuttavia ciò non incide necessariamente sulla generalità del risultato 


finale 4 HdB, in quanto in partenza è stata utilizzata l’espressione del la- 
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voro elementare (69.1) che pure era stata ottenuta senza tener conto della 
corrente di spostamento. Quindi questa circostanza non impedisce una 
estensione dell’espressione (84.1) anche al caso dei campi elettromagnetici al- 
ternati. L'espressione (84.1) deve essere considerata come uno dei principali 
postulati della teoria macroscopica dell’elettricità. 

2. Il lavoro (84.1) serve ad aumentare l’energia interna, sottraendo il ca- 
lore che viene perduto dall’unità di volume per conducibilità termica. Si può 
eliminare la conducibilità ponendo che essa sia uguale a zero. La generalità 
del risultato finale non ne soffre. In tal modo se wu è l’energia interna dell’u- 
nità di volu.ne del mezzo, dA°* = du e quindi 

LL = 4 (ED + HB) + E). (84.2) 


Si deve interpretare u come la densità di tutta l’energia interna e non solo 
la sua parte elettromagnetica. Per questo l’equazione (84.2) è valida per tutti 
i mezzi, sia ferromagnetici che ferroelettrici. Essa tiene conto non solo del 
calore per effetto Joule ma anche del calore d’isteresi ferromagnetica e fer- 
roelettrica. Trasformiamo il secondo membro dell’equazione (84.2) con 
l’aiuto delle equazioni di Maxwell (82.la) e (82.2a) 


1 ; . 1 n _C 


In virtù di una identità vettoriale nota 
E rot H- HrotE = -div [EF]. 


Quindi introducendo la notazione 


S = dr [EH], (84.3) 
l'equazione (84.2) diventa 
DU + divs = 0. (84.4) 


AI fine di dare una interpretazione fisica di questa equazione confrontiamo- 
la con l’equazione di continuità 


0 0° 
+ divj = 0, (84.5) 


dove o indica la densità di materia o di elettricità, j la densità di flusso di 
materia o di corrente elettrica. 

L'esistenza di una analogia formale tra le equazioni (84.4) e (84.5) porta 
all’idea di un flusso di energia nello spazio, simile a quello di un fluido, in 
cui il vettore S rappresenta la densità di flusso dell'energia elettromagnetica. 
Questa concezione si esprime in modo più diretto e più evidente in termini 


382 


matematici scrivendo l’equazione (84.4) in forma integrale 


d | udV = d5 dF, (84.42) 


V 


dove V è un volume arbitrario, limitato dalla superficie chiusa /, ed n è la 
normale interna a questa superficie. In tale forma l’equazione (84.4) signifi- 
ca che l’energia interna nel volume V cresce a spese dell’energia elettroma- 
gnetica, che entra in tale volume attraverso la superficie / e che proviene 
dall’ambiente circostante. 

La concezione di un flusso dell’energia rimane anche quando si tiene 
conto della conducibilità termica e delle proprietà elastiche del mezzo a 
condizione che alla densità di flusso dell’energia elettromagnetica si aggiun- 
ga la densità di flusso di calore e la densità di energia elastica. 

La nozione generale di flusso spaziale di energia venne introdotta per 
la prima volta nel 1874 da N.A. Umov (1846-1915). Per questa ragione il vet- 
tore densità di flusso dell’energia, quando non si precisa la sua natura, è 
chiamato vettore di Umov. Le espressioni concrete di questo vettore sono 
state stabilite da Umov, naturalmente solo per i mezzi elastici ed i liquidi 
viscosi. Undici anni dopo, le concezioni di Umov furono sviluppate ed ap- 
plicate da Poynting (1852-1914) all’energia elettromagnetica. Siccome pro- 
prio Poynting stabilì la formula (84.3), il vettore S si chiama vettore di 
Poynting. La formula (84.4) o (84.4a) che esprime la legge di conservazione 
dell'energia in elettrodinamica è nota con il nome di teorema Umov- 
Poynting. C'è da rilevare la notevole semplicità e generalità della formula 
(84.3). Il vettore di Poynting è definito unicamente dalle intensità dei campi 
E e He non dipende da alcuna grandezza che caratterizza le proprietà spe- 
cifiche del mezzo in cui si registra il flusso di energia elettromagnetica. 

3. Consideriamo ora il caso in cui non ci sia isteresi. Il vettore D è allora 
una funzione univoca del vettore £, ed il vettore B è una funzione univoca 
del vettore H. Siccome non c'è il calore d’isteresi, il lavoro elementare 6 4°" 
sarà utilizzato per produrre calore per effetto Joule (jE)df e per accrescere 
l’energia elettromagnetica. Conformemente alla formula (84.1) l’espressione 


1 
dw = > (EdD + HdaB) (84.6) 


deve essere interpretata come la parte che fornisce l'accrescimento della den- 
sità dell’energia elettromagnetica w. La grandezza stessa w è definita 
dall’integrale 


w = 4 \(e4p + HdB). (84.7) 


Nel caso particolare in cui valgono le relazioni D = €E, B = uH, abbiamo 


w= 3 (E? + uH?) (84.8) 
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oppure 
w = 3 (ED + HB). (84.9) 


4. Consideriamo alcuni esempi di flusso dell’energia elettromagnetica. 

Esempio 1. Flusso dell’energia in un’onda elettromagnetica piana (si ve- 
da fig. 210). Siccome l’onda si propaga in una sola direzione l’energia elet- 
tromagnetica deve propagarsi nella stessa direzione. Il flusso d’energia è nu- 
mericamente uguale alla quantità d’energia passante in un secondo attraver- 
so una superficie di un centimetro quadrato perpendicolare alla direzione 
di propagazione dell’onda. Se v è la velocità di propagazione d’onda allora 
S = vw. Secondo (83.4) in un’onda progressiva piana la densità di energia 


E 
elettrica è pari alla densità di energia magnetica e quindi w = za E°. In 
virtù della stessa formula VeE = VuH. Per questo w = 4 Veu EH. Te- 
nendo conto anche della formula (83.2) si ottiene 

_ __ € 
S = vw = 3x7 EH. 
Siccome l’onda si propaga nella direzione del vettore [EX], quest’ultima 
formula coincide con (84.3). 
Esempio 2. Calore sviluppato per effetto Joule in un filo conduttore. 
Una corrente continua / percorre un filo cilindrico di raggio r (fig. 211). Il 


campo magnetico si avvolge intorno alla corrente e sulla superficie del filo 
vale H = 2//(cr) = 2jrr/c. Il campo elettrico E è parallelo 





Fig. 211. 


all’asse del filo. In tal caso il vettore di Poynting S è diretto verso l’interno 
del filo normalmente alla sua superficie laterale. Di conseguenza l’energia 
elettromagnetica penetra nel filo dall'ambiente circostante. La superficie la- 
terale del filo è pari a 2xr/, essendo / la sua lunghezza. La quantità di ener- 
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gia elettromagnetica che penetra nel filo ogni secondo è 
S.2arl = 4 EH-2arl = aPljE = VE, 


dove V = xr°/è il volume del filo. Ma la stessa quantità di calore viene libe- 
rata nel filo durante il passaggio della corrente elettrica. Concludendo: /’e- 
nergia elettromagnetica, che è contenuta nello spazio circostante, penetra 
nel filo e si trasforma in calore per effetto Joule. 

Esempio 3. Carica d’un condensatore. Sia dato un condensatore piano 
ad armature circolari; la carica sia realizzata in condizioni quasi-statiche. 
Trascuriamo le non omogeneità del campo elettromagnetico vicino ai bordi 
del condensatore. Ciò permetterà di utilizzare lo stesso procedimento di cal- 
colo usato nell’esempio precedente. Si deve soltanto sostituire la densità di 
corrente di conduzione j con la densità di corrente di spostamento D/(47). 
Fatto questo troviamo che il condensatore riceve ogni secondo dallo spazio 


circostante l’energia elettromagnetica x (ED), dove V è il volume del con- 
densatore. L'energia del condensatore cresce nel tempo dt di dW = 
= 3 (ED)dt = _ (EdD). Ammettendo che D = eE l’integrazione 
dell’espressione di 4W ci dà 
V 
W = Br (ED). 


Il risultato ottenuto non si modifica sensibilmente se teniamo conto del- 
le non omogeneità dei campi elettrico e magnetico. Vicino ai bordi, il cam- 
po E possiede una componente radiale ed il campo H una componente pa- 
rallela all’asse del condensatore. L’esistenza di questi componenti fa appari- 
re dei flussi d’energia supplementari paralleli all’asse del condensatore. Tut- 
tavia per ragioni di simmetria il flusso d’energia ascendente viene compen- 
sato dal flusso discendente. Per questo il flusso totale d’energia che penetra 
nel condensatore viene determinato soltanto dalla componente assiale del 
vettore E e dalla componente azimutale del vettore H. Se trascuriamo le va- 
riazioni di queste componenti vicino ai bordi del condensatore si ritrova il 
risultato già ottenuto. 

Lo stesso procedimento di calcolo permette di trovare l’espressione del- 
l'energia magnetica di un solenoide percorso da una corrente continua. Si 
consiglia al lettore di eseguire questo calcolo. | 

5. Si deve fare una osservazione di principio riguardo al procedimento 
seguito per ottenere la densità di flusso dell’energia elettromagnetica. Le 
equazioni (84.4) e (84.4a) non cambiano se il vettore $S viene sostituito con 
S + rota, dove a è un vettore arbitrario. Infatti la divergenza del rotore di 
un qualsiasi vettore è identicamente nulla. Il flusso del vettore rot a attraver- 
so ogni superficie chiusa è identicamente nullo. Di conseguenza le conside- 
razioni riportate non permettono di definire in modo univoco il vettore den- 
sità di flusso dell’energia elettromagnetica. Questo fatto non crea nessuna 
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difficoltà nell’applicazione della legge di conservazione dell’energia perché 
si tratta sempre di flussi d’energia attraverso superfici chiuse. Al contrario 
le difficoltà sorgono, in fisica non relativistica, quando si applica la nozione 
di flusso di energia alle superfici non chiuse. Benché la fisica prerelativistica 
avesse introdotto l’idea di una localizzazione dell’energia nello spazio, non 
si concepiva mai l’energia stessa come una qualche sostanza avente una 
massa e moto propri. La teoria della relatività eliminò questa differenza di 
principio tra massa ed energia dimostrando che ogni energia possiede una 
certa massa: la massa è uguale al quoziente tra l'energia ed il quadrato della 
velocità della luce. Ma il flusso della sostanza e il flusso della massa, legato 
ad esso, sono grandezze del tutto definite ed univoche. Ne risulta che anche 
il flusso d’energia deve essere caratterizzato in modo altrettanto univoco. 

D’altra parte il flusso d’energia deve essere legato ad un flusso d’impul- 
so. Definiamo la densità di flusso d’impulso g per un campo elettromagneti- 
co nel vuoto al fine di evitare più avanti complicazioni introdotte dalla pre- 
senza di materia. Sia w la densità d’energia elettromagnetica. La densità di 
massa corrispondente è w/c°. Se l’energia si sposta con velocità v, vuol dire 
che a tale movimento è legato un impulso il cui valore rapportato all’unità 
di volume del mezzo è dato da gx = wv/c?. Questo impulso è chiamato im- 
pulso elettromagnetico o impulso del campo elettromagnetico. Rilevando 
che wu è la densità del flusso d’energia elettromagnetica 6 otteniamo per 
la densità dell’impulso elettromagnetico 


_S_ 1 
8a = 5 = ge EHI (84.10) 


La nozione d’impulso elettromagnetico fu introdotta da Max Abraham 
(1875-1922) ancora prima che fosse elaborata la teoria della relatività. 

6. Consideriamo ora il caso di un campo elettromagnetico £, 7 statico, 
e cioè, che non varia nel tempo. Secondo la formula (84.3), un flusso d’ener- 
gia elettromagnetica deve esistere in tutti i punti dello spazio dove i vettori 
E e H non sono collineari. Siccome per i processi stazionari 0u/0f = 0 dalla 
(84.4) risulta che div S = 0. Ciò significa che l’energia fluisce nello stesso 
modo di un liquido incomprimibile: in ogni volume dello spazio entra tanta 
energia quanta ne esce. Tale flusso d’energia elettromagnetica non si mani- 
festa in modo diretto in nessun fenomeno fisico. Ma siccome un impulso 
elettromagnetico e il suo momento sono legati al flusso d’energia elettroma- 
gnetica, tale flusso d’energia comporta delle conseguenze suscettibili di veri- 
fiche sperimentali. L'esempio sottoindicato dimostra che infatti è così. 

Consideriamo un condensatore cilindrico carico posto in un campo ma- 
gnetico H permanente, omogeneo e parallelo all’asse del condensatore 
(fig. 212,a). I campi £ ed 7 sono reciprocamente perpendicolari. Il vettore 
di Poynting S è tangente ai cerchi coassiali centrati sull’asse del condensato- 
re ed i cui piani sono perpendicolari a questo asse (fig. 212,b). In tal modo 
lungo questi cerchi si effettua una circolazione continua di energia elettro- 
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magnetica. L’impulso elettromagnetico totale del sistema è nullo a causa 
della sua simmetria assiale. Tuttavia il momento di questo impulso Lei rap- 
portato all’asse del sistema è diverso da zero, e cioè 


Lei = \ree dV = Ae \rEH dV. 


Sostituendo E = 20/(Ir), dV = 2rrldr, si ottiene dopo integrazione 
_ QH OH 
La = © _ = 2 
! C | rdr Ze R, 


dove / è la lunghezza del condensatore, Q la sua carica ed R il raggio dell’ar- 
matura esterna. Per semplificare i calcoli, si trascura il raggio dell’armatura 





Fig. 212. 


interna, supponendolo piccolo. La figura 212 mostra che il vettore La è di- 
retto contro il campo HH, se l’armatura interna ha una carica positiva e se- 
condo il campo ZH se ha una carica negativa. Supponendo che l’armatura 
interna sia carica positivamente si ha 


2 
La = - SH. (84.11) 


Ammettiamo ora che una corrente elettrica radiale fluisca dall’armatura 
interna verso quella esterna e scarichi lentamente il condensatore. Allora si 
deve ammettere, che il condensatore sia riempito con un mezzo debolmente 
conduttore, la cui costante dielettrica e permeabilità magnetica siano prati- 
camente uguali all’unità. Quando il condensatore sarà scarico, il momento 
cinetico elettromagnetico (84.10) diventerà nullo ed il condensatore deve ri- 
cevere un momento cinetico meccanico di uguale grandezza, direzione e 
senso. Se il condensatore era sospeso ad un filo dopo la scarica, il filo deve 
subire una torsione: lo si dimostra con il seguente ragionamento. 
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Ponendo j la densità di volume della corrente radiale, l’elemento di volu- 
me dV del dielettrico subisce la forza d’Ampère dF = 2 UH] dV. Il mo- 
mento dM di questa forza rispetto all’asse del condensatore è numerica- 
mente pari al riHdV ed è diretto contro il campo H, come indicato sulla 
fig. 212,b. Così in forma vettoriale AM = - c riHdV. Sostituendo dV = 
= 2arldr, j = //(27rD, otteniamo dopo integrazione 


_ IR 


Sotto l’azione del momento M, il momento cinetico meccanico del conden- 
satore deve variare conformemente SI nazione 


dL = Mdt = Sdt R°H go 
= - EH - de 2 


Dopo l’integrazione troviamo, che effettuata la scarica, il momento cinetico 
del condensatore sarà 


2 
1=- SH, (84.12) 


che corrisponde a (84.11). 

Si arriva allo stesso risultato se lasciando carico il condensatore si sop- 
prime il campo magnetico 7. Quando si sopprime il campo magnetico sor- 
ge un campo elettrico circolare. Su un cerchio di raggio A l’intensità di que- 
sto campo viene determinata dalla legge di induzione elettromagnetica 


_1 dè -i dH 


2rREina = _ cdi © TR? di’ 
da cui 


Eina = — De di. 
Questo campo esercita sulla carica negativa — Q un momento 
_ 2 n.° dH 
M= de ar 
Di conseguenza dL = Mdt = £ R*dH. Integrando tra i limiti H e 0 otte- 
niamo lo stesso risultato (84.12). 


L'effetto qui esaminato è estremamente piccolo, ma in linea di principio 
può essere osservato. 


Problemi 


1. Un condensatore ad aria piano, le cui armature sono due dischi identici, è caricato fino 
ad avere una grande differenza di potenziale fra le armature, e quindi staccato dalla fonte di 
tensione. Una rottura elettrica si produce al centro del condensatore (viene perforato da una 
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scintilla elettrica) ed il condensatore si scarica. Supponendo, che tale scarica sia di tipo quasi- 
stazionario, e trascurando la non omogeneità del campo ai bordi del condensatore, calcolare 
il flusso totale d’energia elettromagnetica uscente dallo spazio, compreso fra le armature. Ana- 
lizzare il fenomeno dal punto di vista della conservazione e della trasformazione dell’energia. 

Risposta. Il flusso d’energia è nullo (si veda problema 3 del $ 81). 

2. Una carica Q viene comunicata ad un condensatore piano di capacità C, le cui armature 
sono due dischi identici e quindi staccato dalla fonte d’elettricità. Poi le piastre sono collegate 
con un lungo filo cilindrico, che passa all’esterno del condensatore: il condensatore si scarica. 
Trascurando la non omogeneità del campo ai bordi del condensatore, mostrare con un calcolo 
diretto, che il flusso totale d’energia elettromagnetica uscente dal condensatore è uguale al flus- 
so totale d’energia elettromagnetica che entra nel filo. Studiare il fenomeno dal punto di vista 
del movimento, della conservazione e della trasformazione dell’energia. 

Suggerimento. Si veda esempi 2 e 3 del presente paragrafo. 

Risposta. L’energia elettrica esce dal condensatore attraverso i suoi bordi, ed entra nel filo 
dove si trasforma in energia interna (termica). 

3. Un condensatore ad aria piano costituito da due dischi identici viene caricato e quindi 
posto all’interno di un solenoide che genera un campo magnetico permanente ed omogeneo 
d’intensità B = 1000 G. Il campo magnetico è creato da una batteria che fa passare una corren- 
te continua nella bobina del solenoide. Il campo elettrico fra le piastre del condensatore è 
E = 10000 V/cm. Il volume d'aria fra le piastre del condensatore è V = 100 cm’. Il condensa- 
tore viene perforato da una scintilla elettrica lungo il suo asse e quindi si scarica. Quale sarà 
la variazione dell’impulso meccanico del sistema dopo la rottura elettrica? Studiare il risultato 
dal punto di vista della legge di conservazione dell’impulso. 

Soluzione. A causa della simmetria assiale, l'impulso elettromagnetico totale è uguale a 
zero. Esso non può variare a causa della scarica del condensatore, quindi anche l’impulso mec- 
canico totale del sistema non può variare. Ma in seguito alla scarica l’impulso elettromagneti- 


co, localizzato nel condensatore, diminuisce di nc [EH], mentre l’impulso elettromagnetico 


del campo al di fuori del condensatore aumenta della stessa quantità. Ne risulta che il conden- 

V 
4xc 
ve un impulso uguale ma di senso inverso. La scintilla può essere considerata come una corren- 
te di conduzione. Se tutto il campo elettrico del condensatore fosse localizzato nel suo interno, 
il campo magnetico creato dalla scintilla all’esterno del condensatore, sarebbe completamente 
compensato dal campo magnetico della corrente di spostamento (si veda problema 3 del $ 81). 
In realtà una parte della corrente di spostamento passa al di fuori del condensatore e vi crea 
un campo magnetico che agisce sulle correnti circolanti dentro il solenoide e ne modifica 
l’impulso. 

4. Nel problema precedente il condensatore non subisce la rottura elettrica; si taglia il cir- 
cuito di alimentazione del solenoide. Quale sarà la variazione dell'impulso meccanico del 
sistema? 

Risposta. Identica a quella del problema precedente. 


[EH] che è paria — 107* g-cm/s. Il solenoide rice- 





satore acquista un impulso meccanico 


$ 85. Sistema internazionale di unità di misura (SI) 


1. In meccanica un sistema di unità di misura rigorosamente scientifico, 
nel quale le grandezze fondamentali sono lunghezza, massa e tempo (CGS), 
è stato elaborato in base alle leggi di Newton. In elettrodinamica la situazio- 
ne era meno favorevole, poiché i suoi principi fondamentali (equazioni di 
Maxwell) sono stati stabiliti ed adottati solo alla fine del XIX secolo: Prima 
venivano utilizzate su larga scala unità di misura pratiche scelte arbitraria- 
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mente: volt, ohm, ampere e unità che ne derivano. Queste unità pratiche 
non érano in nessun modo legate al sistema di unità meccaniche. Era quindi 
necessario introdurre un sistema unico di unità per le grandezze meccaniche 
ed elettromagnetiche. A questo punto i fisici e gli elettrotecnici presero vie 
differenti. I fisici non introdussero alcuna nuova grandezza fondamentale 
e considerano le grandezze elettriche e magnetiche come derivanti dalle 
grandezze meccaniche. I sistemi di unità, che si basano su tale principio, so- 
no chiamati sistemi assoluti. Uno di questi sistemi è il sistema di Gauss 
CGS, che noi abbiamo adottato nel nostro Corso come sistema fondamen- 
tale. Pur conservando le unità meccaniche gli elettrotecnici non accettarono 
di sacrificare le unità elettriche pratiche (volt, ampere, ohm, ecc). L'ultima 
condizione è assai dura. Si è potuto soddisfarla solamente mediante un ap- 
pesantimento sostanziale del sistema di unità. Ciò concerne anche il cosid- 
detto sistema internazionale di unità di misura (SI), che è stato elaborato 
recentemente e consigliato per l’uso generale. Qui sotto sono riassunte le ba- 
si dell’elaborazione del sistema SI e vengono messi in evidenza i suoi difetti 
di principio. 

Nel sistema SI è stata modificata la scala delle grandezze meccaniche 
fondamentali: al posto del centimetro si è introdotto il metro, al posto del 
grammo il chilogrammo. Non c'è un vantaggio particolare, poiché è pratica- 
mente impossibile ottenere che la grandezza delle unità sia ugualmente co- 
moda in tutti i casi. La stessa unità sarà troppo grande in certi casi mentre 
troppo piccola in altri. Si riesce a soddisfare tutte le esigenze mediante l’uti- 
lizzazione dei prefissi « micro », « milli », « mega » ecc. Ma è evidente che 
un cambiamento di scala delle grandezze fondamentali non apporta nessu- 
na modifica di principio e quindi non può dar luogo a controversie. Due 
altri aspetti sono quelli di principio. 

In primo luogo nel sistema SI alle tre grandezze meccaniche fondamen- 
tali — lunghezza, tempo e massa — viene aggiunta una quarta grandezza 
indipendente puramente elettrica, e con una sua propria dimensione. Si 
tratta dell’unità di intensità di corrente elettrica, l’ampere. La quantità d’e- 
lettricità è una grandezza derivata, avente per unità l’ampere-secondo, che 
si chiama coulomb. . 

In secondo luogo le equazioni di Maxwell nel sistema SI si scrivono in 
una forma cosiddetta razionalizzata, vale a dire, sotto una forma che non 
contiene alcun fattore numerico. Nella forma integrale queste equazioni si 
scrivono così: 


d (Ha = S+ \(4- ds). (85.1) 
Q (Ed = _ | (47 ds), (85.2) 
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do d$) = q, (85.3) 


© (845) = 0, (85.4) 
mentre nella forma differenziale si ha 
rt H=j+-02. (85.1a) 
_ 0B 
rotE = — E: (85.2a) 
div D = o, (85.3a) 
divB=0 (85.4a) 


L’idea della « razionalizzazione » delle equazioni di Maxwell è dovuta a 
Heaviside (1850-1925). Queste equazioni sono fondamentali, ragionava 
Heaviside, e quindi è opportuno liberarle dai fattori numerici del tipo 47. 
Per arrivare a questo è sufficiente modificare i valori delle unità della carica 
elettrica, nonché della intensità dei campi elettrico e magnetico. Una simile 
razionalizzazione non dà alcun vantaggio pratico. I fattori numerici, elimi- 
nati in certe formule, riappaiono in altre, quindi il loro numero complessivo 
rimane praticamente invariato. Lorentz appoggiò l’idea di Heaviside. Nel si- 
stema di Heaviside-Lorentz le equazioni di Maxwell si scrivono come nel si- 
stema di Gauss con la sola differenza che il fattore senza dimensioni 47 è 
sostituito dappertutto con un fattore unitario, senza dimensioni. Quindi il 
sistema di Heaviside-Lorentz non ha nessun vantaggio di principio rispetto 
al sistema di Gauss. I due sistemi sono ugualmente buoni. La « razionaliz- 
zazione » nel sistema SI è più completa: si elimina non soltanto il fattore 
senza dimensioni 47, ma anche una grandezza avente dimensione: la veloci- 
tà della luce nel vuoto c. 

2. Le equazioni (85.1)-(85.4) scritte nel sistema SI predeterminano le di- 
mensioni e le unità dei vettori D e H, e cioè 


[D] = C/m? = A-s/m°,  [H] = A/m. 
Il legame con la meccanica viene assicurato mediante i vettori di forza E 
e B. Questi ultimi sono definiti dalle relazioni 
Fe = qE, (85.5) 
Fm = q|vB], (85.6) 


dove Fe e Fm sono le forze che agiscono alla carica q nei campi elettrico e 
magnetico. Ne risulta 
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L’unità d’induzione 8 è chiamata fesla. Le unità di E, D e H non hanno rice- 
vuto denominazioni speciali. In conformità alle dimensioni vengono chia- 
mati « volt per metro », « coulomb per metro quadro » e « ampere per me- 
tro ». Titti e quattro i vettori £, D, B, H hanno dimensioni differenti. Persi- 
no nel vuoto i vettori £ e D, da un lato, e B e H, dall’altro, sono grandezze 
differenti nel sistema SI. Nel vuoto sono legati dalle relazioni 


D= sE, B= wH. (85.7) 


Le grandezze £o e Wo sono chiamate rispettivamente costante dielettrica e co- 
stante magnetica (permeabilità magnetica del vuoto). 
Dall’equazione (85.3) risulta che il campo elettrico di una carica punti- 
forme q nel vuoto viene definito dalla formula 
D = o E= d_. 
4xr 4x60r 


La legge di Coulomb nel vuoto si scriverà allora nel modo seguente: 


Q192 
F = . 85.8 
4r80r° ( ) 


Analogamente il teorema della circuitazione (85.1) applicato ad una corren- 
te continua, nel vuoto, porta ai seguenti risultati: 





_ SP _ _hboS 
H= we 83% 


La forza d’interazione tra due fili sottili paralleli percorsi dalle correnti 
A e A è definita dalla formula 


F = no SA I, (85.9) 


dove / è la lunghezza del tratto di uno dei fili al quale viene applicata la for- 
za F. 

Le formule (85.8) e (85.9) permettono di determinare i valori delle co- 
stanti 0 € uo. Poniamo gi = Q2 = 1 C,r = 1 m. Allora dalla formula (85.8) 
troviamo F = 1/(4r€0) newton. Calcoliamo la stessa forza con la legge di 
Coulomb F = gq1q:/r? nel sistema di Gauss. In questo caso r = 100 cm e 
per definizione di coulomb gi = 4@2 = 10 c un. CGSE dove c = 10% m/s 
è la velocità della luce nel vuoto. Quindi F = c°-107? dine = c°-107” N. 
Confrontando con il risultato precedente troviamo 


7 
co = 0 = 8,854-10-!° F/m. (85.10) 

4rc 
Si procede nello stesso modo per calcolare la costante magnetica uo. Ponia- 
mo nella formula (85.9) A = 4 = 1A, / = r = im. Allora 
F = puo/(2x)N. Calcoliamo la stessa forza con l’aiuto della formula nel siste- 
ma di Gauss F = 2/4k.51/r(100c)?. (Abbiamo scritto nel denominatore 
100 c in luogo di c per esprimere la velocità c in cm/s e non in m/s, come 
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impone il sistema di Gauss.) Ponendo in questa formula / = r = 100 cm, 
A = A = 10c un. CGSE, otteniamo F = 2-107? dine = 2-107” N. Con- 
frontando il risultato ottenuto con il precedente troviamo 

uo = 47-1077 = 1,256-107° G/m. (85.11) 


Le costanti €0 e wo non hanno nessun significato fisico reale ma sono soltan- 
to dei fattori dimensionali, introdotti ad arte per convertire grandezze so- 
stanzialmente simili (E e D, B e H nel vuoto) da un sistema di unità ad un 
altro. Però questi fattori sono legati tra loro dalla relazione 


topo = (85.12) 


aove la velocità della luce deve misurarsi in m/s. Solo 11 prodotto gouo ha 
un significato fisico reale. 
3. Nel sistema SI le equazioni materiali si scrivono come segue 


D = eceE, (85.13) 
B = uoutl, (85.14) 
j = E. (85.15) 


La permettività o costante dielettrica e e la permeabilità magnetica u sono 
senza dimensioni e sono uguali alle stesse grandezze definite nel sistema di 
Gauss. Nel sistema SI sono dette relative, mentre i prodotti £0€ e uou sono 
chiamati permettività e permeabilità assolute del mezzo. La conducibilità 
elettrica Y ha dimensioni 


DI = ISII_NJIL_ A 1 
{ES} {ell Vm _ ohmm° 
La densità d’energia nel sistema SI si esprime 
w = 3 (ED + HB) (85.16) 


ed il vettore di Poynting 
S = [EH]. (85.17) 


Il momento di dipolo elettrico si esprime come sopra con p = gle si 
misura in coulomb per metro. 

Viene mantenuta la definizione di prima del vettore polarizzazione P co- 
me momento dipolare dell’unità di volume del mezzo. Come il vettore D es- 
so ha per dimensione il quoziente della carica per l’area. Per questo il vetto- 
re D viene definito dalla formula 


D = e&E+P. (85.18) 


Il fattore eo è introdotto qui per rendere uguali le dimensioni dei termini del 
secondo membro. Il vettore P è legato a £ dalla relazione P = e00È, dove 
a è una grandezza senza dimensioni chiamata polarizzabilità del mezzo. Es- 
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sa è legata a € dalla relazione 
e=l+a. (85.19) 


Questa formula mostra che la polarizzazione a nel sistema SI è 47 volte 
più grande del suo valore nel sistema gaussiano. 

La polarizzabilità 8 di una molecola viene definita dalla formula 
p = €0BE. La grandezza 6 ha la dimensione di un volume ed è legata a a 
dalla relazione a = N$, dove Nè il numero di molecole contenute nell’unità 
di volume del mezzo. 

Il momento magnetico W di una spira percorsa da corrente viene defini- 
to dall’espressione W = 7S. Quindi il vettore magnetizzazione / ovvero il 
momento magnetico dell’unità di volume di una sostanza magnetica ha le 
stesse dimensioni del vettore H. Conformemente a ciò il vettore H è definito 


come 
B 


La suscettività magnetica x è senza dimensioni; per definizione YI = xH. 
Essa è legata alla permeabilità magnetica x dalla relazione 


u=1+x. (85.21) 


Quindi la suscettività magnetica x nel sistema SI è 47 volte più grande che 
nel sistema gaussiano. 

4. Si può indicare un procedimento sistematico univoco per convertire 
le formule elettrodinamiche dal sistema di Gauss al sistema SI e viceversa. 
A tale scopo si deve far corrispondere ad ogni grandezza fisica del sistema 
gaussiano un coefficiente di « conversione » ben determinato. Dopo aver 
sostituito ciascuna delle grandezze con la stessa grandezza moltiplicata per 
il coefficiente di conversione adeguato, le equazioni risultano trasposte dal 
sistema gaussiano al sistema SI. Tuttavia il metodo di determinazione di tali 
coefficienti non è univoco. In effetti, se si è determinato un certo insieme 
di coefficienti di conversione, il prodotto di tutti questi coefficienti per una 
stessa grandezza darà origine ad un altro insieme, pure valido per la conver- 
sione richiesta. Siccome nei due sistemi le equazioni della meccanica sono 
le stesse non c'è bisogno di introdurre coefficienti di conversione per gran- 
dezze puramente meccaniche. I coefficienti sono necessari solamente per 
delle grandezze elettriche e magnetiche. Se si moltiplica una grandezza qua- 
lunque per una grandezza meccanica arbitraria il coefficiente di conversio- 
ne rimane invariato. Così si fa corrispondere lo stesso coefficiente di conver- 
sione al campo elettrico E ed al potenziale ©, in quanto in virtù dell’equa- 
zione E = — grad gil campo È£ viene ricavato dal potenziale mediante divi- 
sione per una grandezza meccanica, la lunghezza. La carica g, la sua densi- 
tà o, la corrente J, la sua densità j, la polarizzazione P ecc. avranno lo stes- 
so coefficiente di conversione. La velocità della luce c non fa parte del siste- 
ma SI inmodo esplicito e viene sostituita con 1/Véouo . Essendo uguali in am- 
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ambedue i sistemi la permettività dielettrica e la permeabilità magnetica 
relative in quanto grandezze che non richiedono coefficienti di conversione. 

Dopo aver dato queste spiegazioni; passiamo a stabilire il sistema dei 
coefficienti di conversione e, d, ..., che si farà corrispondere alle grandezze 
E, D, ... secondo lo schema seguente: 





Per trovare la soluzione del problema si potrebbe utilizzare il sistema di 
equazioni di Maxwell. Ma è più semplice basarsi sulle formule della densità 
d’energia, del flusso e della forza 


1 1 
S = dr [EH], F = gqeE. 


Tale approccio ha il vantaggio che nel primo membro delle formule abbia- 
mo solo grandezze puramente meccaniche, le quali non devono essere tra- 
sformate. Dopo la moltiplicazione per i coefficienti di conversione adeguati 
queste formule si scrivono 


_ ed __ hb 
We 3 Br (ED), Wm = Br (HB), 
h i 
S= —: [EH], F = ieqE. 
4TV Eonuo ù 


I coefficienti di conversione devono essere tali, che dopo la conversione tali 
formule diventino 


w, = 5 (ED), Mn = 5 (HB), 
S = [EH], F = qE. 


Si deve avere 
ed hb eh 


4r 4r 47% ] Eono 
Siccome la scelta di uno di questi coefficienti è arbitraria, imponiamo una 


« condizione di simmetria » e/Veo = A//Vuo . Ciò permette di arrivare ai 
risultati seguenti: 


= lie = l. 


e = VA4rE, h= v4rnm, d = vV4r/E0, 
b= vV4r/bo, i = 1/V4rE0. 
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È facile verificare che con l’aiuto dei coefficienti la conversione di tutte le 
equazioni fondamentali di Maxwell porta a risultati corretti. Esaminiamo 
per esempio l’equazione (82.la). Dopo averla moltiplicata per i coefficienti 
di conversione, otteniamo 


ve 9D 
vV4ruo rot H = 4r 0 4 Veowo VAr/E , 
Ho 4r€0 J ono ° ot 


che dopo semplificazione, diventa 





ro H=j+ 2 


ed è proprio l’equazione di Maxwell (85.la) nel sistema SI. 

Con l’aiuto dei coefficienti stabiliti è facile calcolare i coefficienti di con- 
versione anche per le altre grandezze fisiche. Alcune di esse sono riportate 
nella tabella 1. I coefficienti di conversione delle grandezze dal sistema SI 
al sistema gaussiano sono uguali all’inverso dei coefficienti di conversione 
diretta. Sia data la relazione del sistema SI D = e&0E + Pe convertiamola 
nel sistema gaussiano. Sostituendo l’inverso dei coefficienti di trasformazio- 
ne diretta otteniamo 


Eo (AZ 


o dopo la riduzione D = £ + 47P. 

5. Riportiamo ancora la tabella 2 per la conversione dei valori numerici 
delle grandezze fisiche dal sistema SI in quello gaussiano e viceversa. Il fat- 
tore 3 (ad eccezione degli esponenti) deve essere sostituito nel calcoli precisi 
con 2,997924562 conformemente al valore più attendibile della velocità del- 
la luce. Per esempio, nella riga « induzione elettrica » nei calcoli precisi al 
posto di 127r-10° si deve prendere 2,997924562-47-10°. Nei casi, in cui per 
le unità gaussiane esista una denominazione generalmente adottata, essa è 
riportata nella tabella. Negli altri casi si riporta soltanto il numero delle 
unità. 

6. Il vantaggio del sistema SI ha un carattere puramente ingegneresco. 
I calcoli eseguiti con l’aiuto delle formule del sistema SI danno subito i ri- 
sultati numerici in unità pratiche: volt, ampere, ohm, joule, ecc. I difetti del 
sistema SI sono più gravi e riguardano questioni di principio. Per descrivere 
un campo magnetico, il sistema SI introduce quattro vettori £, D, B, H non 
soltanto nel caso di mezzi materiali, ma anche nel vuoto. Il sistema SI non 
si distingue sostanzialmente dal sistema elettrotecnico, proposto da Giorgi 
all’inizio del nostro secolo. A quell’epoca le equazioni di Maxwell erano po- 
co applicate, specialmente in elettrotecnica; la loro interpretazione fisica 
non era ancora a punto. Predominavano ancora le concezioni meccanicisti- 
che relative alla natura del campo elettromagnetico. Si riteneva che il vuoto 
(che veniva chiamato « etere »), come mezzo in cui si crea il campo elettro- 
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Tavola 1 


Tavola di conversione delle grandezze 
e delle formule dal sistema gaussiano in sistema SI ed inversamente 


‘e Sistema di . 
Denominazione della grandezza Sistema SI 


Velocità della luce 1/VEono 
Intensità del campo elettrico, potenziale VA4reo (E, ©) 
Induzione elettrica vV4x/&o D 


Carica, densità di carica, corrente, densità | 9, 0,4 j, P 1 (9, 0, 4 j, P) 
di corrente, polarizzazione V4xeo 


Induzione magnetica; flusso magnetico B, ® V4x/uo (B, 2) 
Intensità del campo magnetico H V4ruo H 
Momento magnetico, magnetizzazione PM, I Vuo/4x (IM, D 
Permettività elettrica, permeabilità 
magnetica E, K E, 
Polarizzabilità elettrica, suscettività a, x | (a, x) 
magnetica bi 
Conducibilità specifica M(4T£0) 
Resistenza elettrica 4x60R 

1 
C ità 

apaci dre 

4x 
Induttanza -— L 

Ho 





magnetico, non si distinguesse in linea di principio dagli altri mezzi 
materiali. 

È proprio sotto la forte influenza di queste vecchie concezioni che si 
creò il sistema di Giorgi. Secondo tali concezioni, i vettori E e D, B e H sono 
differenti nel vuoto non soltanto per i fattori numerici, ma anche per /a loro 
essenza. Si trovano all’incirca nello stesso rapporto che c’è tra uno sforzo 
di trazione e lo spostamento nella teoria dell’elasticità. 

Ma la fisica già da molto tempo ha rinunciato ad una differenza di prin- 
cipio tra E e D, Be H, introdotta sulla base della teoria meccanica dell’ete- 
re. La fisica ha stabilito che, per descrivere il campo elettromagnetico nel 
vuoto, è sufficiente indicare un solo vettore elettrico E e un solo vettore ma- 
gnetico B. Per la fisica la coincidenza dei valori numerici £ e D, nonché 
B e H nel vuoto non è il risultato di una convenzione arbitraria, bensì l'e- 
spressione dell’identità effettiva di queste grandezze. 

Al contrario l’introduzione nel sistema SI dei fattori dimensionali &o0 e 
Ho rappresenta soltanto un artificio, avente scopo di rendere le formule più 
comode per i calcoli d’ingegneria elettrotecnica. Lo spirito delle concezioni 
fisiche antiquate è presente anche nel sistema SI. In particolare questo spiri- 
to si manifestò nella terminologia: dapprima le grandezze £o e uo si chiama- 
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Tavola 2 


Tavola di riconversione dei valori numerici 
delle grandezze fisiche dal sistema SI in sistema di Gauss 


Denominazione 


Lunghezza 

Massa 

Tempo 

Forza 

Lavoro, energia 
Potenza 

Pressione 

Intensità di corrente 
elettrica 

Carica elettrica 


Intensità del campo 
elettrico 


Potenziale elettrico 


Polarizzazione 


Induttanza elettrica (spo- 
stamento elettrico) 
Capacità elettrica 


Resistenza elettrica 


Resistenza elettrica 
specifica 


Conducibilità elettrica 
Conducibilità specifica 
Flusso magnetico 
Induzione magnetica 
Intensità del campo 
magnetico 


Magnetizzazione 


Induttanza 


I m (metro) 
1 kg (chilogrammo) 
1 s (secondo) 
I N (newton) 
1 J (joule) 

1 W (watt) 

1 Pa (pascal) 











1 A (ampere) 
1 C (coulomb) 










1 V/m (volt per metro) 3 ‘1074 
1 

1 V (volt) 3 ‘107° 

1 C/m? (coulomb per metro 

quadrato) 3-10° 

1 C/m? (coulomb per metro |12x-10° 

quadrato) 

1 F (farad) 9-10!! cm 






1 ohm (2) 









1 ohm-m (ohm-metro) 5 -1079s 

1 S (siemens) 9-10! cm-s7! 
1 S/m (siemens per metro)  |9-10° s7! 

1 Wb (weber) 10° M 

1 T (tesla) 10* G 

1 A/m (ampere per metro) |4x:107} Oe 

1 A/m (ampere per metro) 10 G 

1 H (henry) 10° cm 


vano permettività dielettrica e permeabilità magnetica del vuoto. Solo la to- 
tale mancanza di contenuto di tali concezioni ha fatto sì che si è rinunciato 
a questi termini sostituendoli con i termini neutri costante « dielettrica » 
e « magnetica ». Le grandezze eo € uo non hanno certamente acquisito più 
senso. Queste grandezze inutili nel sistema SI ingombrano tutta la fisica e 


le sue formule. 


Prima della teoria della relatività ogni sistema di unità fisico razionale 
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doveva soddisfare alla condizione, che i vettori E e D, così come 8 e H do- 
vessero avere le stesse dimensioni. Le dimensioni dei campi elettrico e ma- 
gnetico potevano essere anche differenti. La teoria della relatività ha reso 
questa condizione ancora più stringente. Questa teoria dimostrò che la sud- 
divisione del campo elettromagnetico in campo elettrico e magnetico è rela- 
tiva, vale a dire dipende dalla scelta del sistema di riferimento. Fu stabilito 
che i vettori E e B si combinano in uno solo tensore antisimmetrico di se- 
condo rango, mentre i vettori D e H analogamente ne formano un altro. È 
naturale che le componenti dello stesso tensore abbiano /e stesse dimensio- 
ni. Dopo di ciò è assolutamente necessario che tutti e quattro i vettori E, 
B, De Habbiano le stesse dimensioni. Il sistema SI non soddisfa a questa 
condizione, perché bisogna introdurre fattori dimensionali per rendere 
identiche le dimensioni delle componenti dei due tensori. Al contrario, il si- 
stema CGS di Gauss verifica questa condizione, benché sia stato elaborato 
molto tempo prima che apparisse la teoria della relatività. 

Da questo punto di vista il sistema SI non è più logico di un sistema in 
cui la lunghezza sia misurata in metri, la larghezza in parsec e l’altezza in 
anni luce. 

Di tutti i sistemi di unità esistenti il sistema gaussiano CGS rimane fino- 
ra il migliore per la fisica. Per un fisico è molto più facile eseguire tutti i calcoli 
nel sistema gaussiano e convertire i risultati, se necessario, in unità pratiche 
anziché essere sempre ingombro nei calcoli di grandezze e di nozioni artifi- 
cialmente introdotti dal sistema SI (£0 e po, assolute e relative, E e D, Be 
H nel vuoto ecc.). 

Ciò nonostante si deve tener conto della larga diffusione che ha ottenuto 
il sistema SI. Per questo motivo alla fine di questo volume vengono riporta- 
te le formule principali dell’elettrodinamica nel sistema SI. 
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V. MOTO DELLE PARTICELLE CARICHE 
NEI CAMPI ELETTROMAGNETICI 


$ 86. Moto nei campi continui ed uniformi 


1. Le questioni relative al moto delle particelle cariche nei campi elettro- 
magnetici sono state già parzialmente esaminate sotto forma di problemi 
nei $$ 4 e 57. Studieremo adesso queste questioni in modo più sistematico; 
escludendo però tutto ciò che riguarda l’ottica elettronica e ionica. Tale ma- 
teriale verrà incluso nel prossimo volume dopo l’esposizione dell’ottica geo- 
metrica. Si escludono pure gli acceleratori e la spettrometria di massa, in 
quanto è più opportuno esporre questi argomenti trattando la fisica atomi- 
ca e nucleare. 

Il caso più semplice è quello del moto di particelle nei campi elettroma- 
gnetici continui ed uniformi. 

2. In un campo elettrico continuo una particella carica e è sottoposta 
alla forza F = eE. Se il moto non è relativistico ed il campo è uniforme 
la particella si muove con un’accelerazione costante a = eE/m. Un tale mo- 
to è perfettamente analogo al moto di una particella in un campo gravita- 
zionale costante ed uniforme. Nel caso generale la traiettoria del moto della 
particella sarà di forma parabolica. Nel caso di moto relativistico la massa 
della particella m cresce con velocità v mentre l’accelerazione diminuisce. 
Questo’ caso è esaminato nel problema alla fine di questo paragrafo. 

3. In un campo magnetico continuo una particella caricata è sottoposta 


alla forza Fm = A [vB]. Questa forza è perpendicolare alla velocità v, e 


quindi non produce lavoro. Essa soltanto incurva la traiettoria senza modi- 
ficare la velocità della particella. Di conseguenza non varia la massa relati- 
vistica m della particella. 

Supponiamo ora che il campo magnetico non sia soltanto continuo, ma 
anche uniforme. Se la veloctià della particella è diretta lungo il campo 8, 
la forza Fm è nulla. La particella si muove di moto rettilineo e uniforme, 
il che significa che il campo magnetico non influisce sul moto della particel- 
la, che si muove lungo il campo. 

Se la particella si muove perpendicolarmente al campo magnetico, la sua 
velocità rimane costante in grandezza, ma cambia la direzione. La forza 


Fm = A [vB] è di grandezza costante ed è sempre normale alla traiettoria 
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della particella. Ne risulta che la traiettoria della particella sarà circolare e 
il suo piano sarà perpendicolare al campo magnetico. Il senso di rotazione 
della particella sulla traiettoria circolare è indicato nella fig. 213 (il campo 
magnetico è diretto verso il lettore). Se la carica e è positiva il vettore B e 
la velocità angolare di rotazione w avranno direzione contraria. Se la carica 
e è negativa, questi vettori avranno uguale direzione. L'accelerazione della 
particella è diretta verso il centro della circonferenza lungo la quale essa gira 


te ee 


Fig. 213. 


ed è pari a w°g, dove o è il raggio. Il valore della velocità angolare w si trova 
in base all’equazione del moto mw?0 = |e|Bv/c. Siccome v = we, ne risulta 
w = |e|B/(mc) o in forma vettoriale 


= —- —. (86.1) 


La grandezza w è detta frequenza di ciclotrone, e o il raggio di ciclotrone 
o di Larmor . C'è da notare che la formula (86.1) si applica sia ai moti 
relativistici che a quelli non relativistici a condizione che m indichi la massa 
relativistica della particella. 

Sviluppando lo studio nel caso generale, in cui la velocità v forma un 
angolo con il campo magnetico, consideriamo solo velocità non relativisti- 
che. Esprimiamo la velocità v come v = vs + v,, dove vi è la componente 
parallela e v, quella perpendicolare al campo. I moti con queste velocità 
sono indipendenti. Il primo è un moto rettilineo uniforme di velocità vi 
lungo il campo ed il secondo è una rotazione circolare uniforme intorno al 
campo con velocità angolare (86.1). Il raggio di questa circonferenza 
è o = v,/w. La sovrapposizione dei due moti è un moto secondo una spi- 
rale il cui asse è parallelo al campo magnetico (fig. 214). 

4. Sovrapponiamo al campo magnetico continuo ed uniforme 8 un 
campo elettrico E continuo ed uniforme. Sia che E « 2. Solo a questa con- 
diziohe, come si vedrà, il moto può effettuarsi a velocità non relativistica. 


1) La grandezza w è spesso chiamata anche la frequenza di Larmor. Tuttavia per evitare 
confusione chiameremo frequenza di Larmor una grandezza due volte più piccola e cioè 
|elB/(2mc) (si veda $ 76). 
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Il moto è descritto dall’equazione 
mù = e(E + a (08) (86.2) 


Introduciamo un sistema di riferimento che si muove di moto uniforme con 
la velocità va rispetto al sistema iniziale. In questo nuovo sistema la velocità 
della particella v’ verifica l'equazione 


mù' = e(E + z [vB] + 2 [BI ). 


Supponiamo dapprima che il vettore E sia perpendicolare al campo magne- 
tico B. Scegliamo la velocità va in modo tale che sia verificata la condizione 


» 
+ -e 
7, 
WwW 
Fig. 214. 
E + c [vaB] = 0 da cui risulta 
Va = c [EB (86.3) 


e quindi 
4 e , 
m = — è 
U c [v B] 


Nel nuovo sistema di riferimento l’equazione del moto relativo non contiene 
più il campo elettrico, poiché la sua influenza è compensata dalla velocità 
Va. La particella si muove come se tosse sottoposta soltanto ad un campo 
magnetico, vale a dire lungo una spirale. Nel sistema di riferimento iniziale 
il campo magnetico impone alla particella una rotazione uniforme lungo 
una spirale. In questo caso, a tale rotazione viene a sovrapporsi un movi- 
mento uniforme lento con velocità va, definito dalla formula (86.3). Tale 
moto è detto deriva elettrica. 

La grandezza della velocità di deriva elettrica è data dall’espressione 
va = cE/B. Con E > B questa espressione porterebbe al risultato va > c, 
il che è assurdo. Ciò dimostra che lo studio noti relativistico è ammissibile 
solo a condizione che E « 8, come abbiamo supposto. 

Ammettiamo ora che il campo elettrico continuo formi un angolo qua- 
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lunque con la direzione del campo magnetico. Scomponiamo il campo £ in 
una componente £; lungo 8 ed in una componente E, perpendicolare a 
B:E = Ex+E,. Il movimento della particella si presenterà allora come 
la sovrapposizione di tre moti: 1) di un moto uniformemente accelerato nel- 


la direzione di 2 con l’accelerazione a; = n E; 2) di una rotazione circo- 


lare uniforme intorno a 8 con velocità angolare (86.1); 3) di un moto di deri- 
va elettrica con velocità 


Va = pr lE. B] — pr [EB]. (86.3a) 


Il senso e la velocità della deriva elettrica non dipendono né dal segno della 
carica né dalla massa della particella: le particelle positive e negative deriva- 
no esattamente nello stesso modo. In seguito all’addizione dei moti 1) e 2) 
si ottiene il moto a spirale. L’asse della spirale è parallelo alla direzione del 
campo magnetico; per via dell’accelerazione a; il passo della spirale varia 
nel tempo. Il carattere del moto si manterrà finché la velocità della particel- 
la, sempre della stessa accelerazione, non diventerà talmente grande che il 
suo moto sarà relativistico. 

5. Notiamo ancora che in un campo magnetico continuo ed uniforme 
lo stesso moto si osserverà se la particella sarà soggetta all’azione di una for- 
za F continua qualunque, anziché al campo elettrico, per esempio alla forza 
di gravità. Al posto del campo É si troverà allora il vettore F/e e si otterrà 
di nuovo un moto di deriva con velocità 


Va = x IFB1 (86.4) 


Ma adesso la direzione della forza applicata F non dipende più dal segno 
della carica della particella e per questo le velocità delle particelle positive 
e negative saranno dirette in sensi opposti. 


Problema 


Studiare il moto relativistico di una particella carica in un campo elettrico continuo e 
uniforme, 
Soluzione. Il moto si effettua in un piano parallelo al campo elettrico E ed alla velocità 
iniziale della particella w. Adottiamo questo piano come piano di coordinate XY, scegliendo 
l’asse X parallelo al campo E. Allora l’equazione del moto si può scrivere 


Px = eE, D=0, 
e quindi 
Px = eEt, Pp, = Po = cost, 


prendendo come istante iniziale quello in cui l'impulso p è parallelo all’asse Y. La massa relati- 
vistica si trova in base alla relazione 


(mc)? = (moc) + p’. 


403 


Utilizzando questa relazione troviamo le equazioni per le coordinate della particella 


V(moc) + pè + (eEt)? d_ eEct, 


dt 
2 2 2 dy 
(moc) + po + (eEt) di P°° 
dove 
dx = ctdt d Po cdt 


SFFE° E VR 


con la notazione 


(moc)° + pò 
? = —«5 — (86.5) 
Dopo integrazione otteniamo 
c t 
x= NP +1, y= Pr archi. (86.6) 
T 


Queste sono le equazioni che descrivono il moto. Calcolando 7 con l’aiuto della seconda equa- 
zione e portando questa espressione nella prima equazione si ottiene l’equazione della 
traiettoria 





x = crch eEy (86.7) 
PoC 


che è l’equazione di una catenaria. Per |eEy|/(poc) « 1 essa, come ci si aspetta, si riduce ad 


una parabola 
x= ctl1+ P_|. (86.8) 
2poc) 





$ 87. Deriva di una particella carica in un campo magnetico 
non uniforme in presenza di un campo elettrico debole 


1. Nel caso generale in cui i campi elettrico e magnetico non siano uni- 
formi ma variabili nel tempo, il moto della particella diviene troppo compli- 
cato. In questi casi non si riesce a integrare le equazioni del moto scritte in 
forma analitica. Per calcolare il moto si deve ricorrere a metodi numerici 
che sono complicati e noiosi. Esiste tuttavia un caso particolare in cui si può 
dare un quadro relativamente semplice e chiaro del moto senza ricorrere a 
metodi numerici. Si tratta del caso in cui il campo magnetico è forte e le 
sue variazioni nello spazio e nel tempo sono lente. Ad un campo magnetico 
può essere sovrapposto un campo elettrico a condizione che esso sia debole 
rispetto a quello magnetico. Allora il problema può essere trattato per ap- 
prossimazioni successive, 

Nell’approssimazione di ordine zero si trascura completamente il campo 
elettrico, nonché le non omogeneità spazio-temporali del campo magnetico. 
Il moto della particella si presenta come una rapida rotazione lungo un cer- 
chio di Larmor il cui centro si sposta lungo una linea di forza magnetica. 
In prima approssimazione si tiene conto del campo elettrico e delle non: 
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omogeneità spazio-temporali del campo magnetico, che si manifestano me- 
diante un moto supplementare lento del centro del cerchio di Larmor. Que- 
sto moto è detto deriva, mentre il centro del cerchio di Larmor centro con- 
duttore della particella. I parametri del moto: frequenza di ciclotrone w, 
raggio o del cerchio di Larmor, velocità longitudinale vs e trasversale v, 
della particella variano lentamente. Si intende per variazione lenta una va- 
riazione che è piccola rispetto ai valori di questi parametri durante un perio- 
do di ciclotrone 7 = 27x/w. Per questo occorre che lungo il cerchio di Lar- 
mor e durante un periodo di ciclotrone la variazione del campo magnetico 
sia piccola. Siccome si suppone che il campo magnetico sia forte, il cerchio 
di Larmor è piccolo. Le rotazioni rapide lungo un piccolo cerchio spesso 
presentano scarso interesse. Per eliminarle dai calcoli è sufficiente fare la 
media del moto della particella su tempi dell’ordine del periodo di ciclotro- 
ne. Si avrà allora non più il moto della particella, bensì la media del moto, 
ovvero il moto spianato, del suo centro pilota. La teoria che esamina il moto 
della particella da questo punto di vista è chiamata teoria della deriva. Nel 
corso degli ultimi due decenni la teoria della deriva ha trovato numerose ap- 
plicazioni negli studi sui moti delle particelle cosmiche nei campi magnetici 
interstellari ed interplanetari, nonché nelle varie trappole magnetiche, utiliz- 
zate per confinare e riscaldare il plasma al fine di realizzare reazioni nuclea- 
ri controllate. Esporremo le basi della teoria della deriva ed i suoi risultati 
principali. 

2. Il compito della teoria consiste nel determinare la velocità del moto 
regolare del centro pilota, determinata dalla presenza del campo elettrico 
e dalle non omogeneità spazio-temporali del campo magnetico. In virtù del- 
l'equazione di Maxwell 0B/0f = —c rot E le non omogeneità temporali del 
campo magnetico possono essere escluse dal calcolo esprimendole con le 
corrispondenti variazioni spaziali del campo elettrico. Come abbiamo già 
detto, il campo magnetico 8 si presuppone forte. Le grandezze, che sono 
proporzionali a B, sono considerate come grandezze di ordine zero. Si tratta 
delle grandezze maggiori, che però non figurano più nella teoria della deri- 
va perché si manifestano soltanto nelle rotazioni rapide sui cerchi di Lar- 
mor, che si eliminano mediando sui periodi di ciclotrone. I termini che sono 
proporzionali al campo elettrico ed alle derivate prime spaziali vengono 
considerati grandezze del primo ordine. Trascureremo l’influenza della deri- 
vata prima e di quelle di ordine superiore del vettore E, come pure delle de- 
rivate seconde e di quelle di ordine superiore del vettore 8. In tale approssi- 
mazione la velocità del moto regolare del centro pilota si presenterà come 
una funzione lineare dell’intensità del campo elettrico E e delle derivate pri- 
me spaziali del vettore 8. È evidente che in tale approssimazione tutti i ter- 
mini della funzione lineare sono indipendenti e possono essere calcolati in- 
dipendentemente l’uno dall’altro. La variazione del campo magnetico nello 
spazio si compone delle sue variazioni in grandezza ed in direzione. In con- 
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formità a ciò si può decomporre il moto di deriva del centro pilota in tre 
moti: 1) deriva sotto l’azione del campo elettrico o la deriva elettrica, 2) de- 
riva dovuta alle variazioni del campo magnetico soltanto in grandezza, 
3) deriva dovuta alle variazioni del campo magnetico solo in direzione (ov- 
vero, deformazioni delle linee di forza magnetiche). Nell’approssimazione 
lineare si può calcolare le velocità di tutte queste derive indipendentemente 
l’una dall’altraj; questo è quanto faremo. 

3. La deriva elettrica. Come abbiamo stabilito, in prima approssimazio- 
ne non si deve tener conto della non omogeneità del campo elettrico. Non 
si deve neppure tener conto della non omogeneità del campo magnetico, 
poiché essa può riflettersi sulla velocità di deriva elettrica soltanto in secon- 
da approssimazione. Quindi si può utilizzare il risultato (86.3a) anche per 
i campi non omogenei. Però in questo caso la formula (86.3a) non sarà più 
esatta e darà la velocità di deriva soltanto in prima approssimazione. 


è 








[E8) 


Fig. 215. 


Le considerazioni seguenti ci aiuteranno ad avere un’idea chiara circa 
l'origine della deriva elettrica come pure di una deriva analoga provocata 
da una piccola forza di perturbazione F, sovrapposta al campo magnetico. 
Ammettendo che il campo magnetico 8 sia omogeneo, consideriamo la 
proiezione della traiettoria della particella su un piano perpendicolare a 


E __H 
8 


questo campo. Prendiamo questo piano, coincidente con il piano del dise- 
gno, orientando il campo magnetico verso il lettore (figg. 215 e 216). In as- 
senza del campo elettrico la proiezione della traiettoria della particella sarà 
il cerchio di Larmor di raggio ©. Per fissare le idee poniamo che si tratti 
di una particella carica positivamente (fig. 215) e sovrapponiamo ora un 





[E8] 





Fig. 216. 
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campo elettrcio, la cui componente E, è diretta lungo la verticale ascen- 
derfte. Dato che durante lo spostamento verso l’alto della particella il campo 
E, produce un lavoro positivo, la velocità v, della particella nella posizio- 
ne superiore A sarà più grande che nella posizione inferiore B. Inoltre nel 
punto A i campi elettrico e magnetico esercitano sulla particella azioni di- 
rette in sensi opposti, mentre nel punto 2 tali azioni hanno lo stesso senso. 
Ambedue queste circostanze hanno come risultato che il raggio di curvatura 
r della proiezione della traiettoria aumenta nella parte superiore e diminui- 
sce nella parte inferiore, conformemente alle espressioni seguenti: 








1 _ eB _ eE, 

r 7 mve mo (nel punto A) 
1 _  mB eE, 

= 3 mu,c + moi (nel punto 2). 


Di conseguenza il cerchio viene trasformato in una curva non chiusa, per- 
correndo la quale la proiezione della particella si sposterà lentamente a de- 
stra (fig. 215, a destra). Questo spostamento è proprio la deriva elettrica. 
Per una particella che porta una carica negativa lo spostamento corrispon- 
dente è illustrato in fig. 216. In tutti e due i casi la particella deriva a destra, 
in altre parole il senso della deriva elettrica — come deve essere — non di- 
pende dal segno della carica della particella. 

Per calcolare la velocità della deriva elettrica, ci si baserà sulle seguenti 
considerazioni. Nelle posizioni C e D (fig. 215) la particella si muove con 
la stessa velocità vc, che è più grande della velocità della particella nella po- 
sizione inferiore B ed è più piccola della sua velocità nella posizione supe- 
riore A di una uguale quantità u. Questa grandezza u è proprio la velocità 
di deriva elettrica: v = va. Infatti, se utilizziamo un sistema di riferimento 
che si sposta a destra con velocità «, le velocità della particella nelle posizio- 
ni A e B diventeranno uguali in modo tale che la particella effettua un moto 
circolare uniforme. La grandezza wu sarà determinata per mezzo dell’equa- 
zione energetica: 1/2m(vc + u)? — 1/2mvè = eE,o. Sostituendo 0 = 
= mcuc/(eB) e trascurando il quadrato della velocità u si ottiene 


zuppe 


che concorda con la formula (86.3a). 

4. Deriva determinata dalle variazioni del campo magnetico soltanto ri- 
spetto alla grandezza. Per calcolare la velocità istantanea di deriva introdu- 
ciamo un sistema locale di riferimento in cui l’asse Z sia orientato lungo il 
campo magnetico 4. Indichiamo con A il vettore unitario lungo 8. Prendia- 
mo come asse Y la direzione della normale principale N a una linea di forza 
magnetica ed orientiamo l’asse X nel senso negativo della binormale 
b = [AN] (fig. 217). 
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La variazione maggiore della grandezza del campo magnetico si manife- 
sta lungo la direzione della normale principale N. Nel caso che ci interessa, 
cioè quando la particella si muove in una regione di spazio dove non circola 
alcuna corrente elettrica, il campo 7 = 2 deve crescere nella direzione di 
N. Per provarlo, consideriamo in un piano adiacente due linee di forza ma- 
gnetiche BC e AD infinitamente ravvicinate e due segmenti A2 e CD infini- 











ATENA 


+- » - - - 





tamente corti e perpendicolari a queste linee di forza (fig. 218). La circuita- 
zione del vettore H lungo il contorno infinitesimo BCDA sarà Hil1—H3l, 
dove /, e £ sono le lunghezze delle facce BC e AD, mentre Hi; e HH. sono 
le intensità del campo magnetico su queste facce. Poiché in assenza di cor- 
renti elettriche questa circuitazione è uguale a zero, il campo 77 sarà più for- 
te sul lato più corto, e questo prova la nostra asserzione. 





Siccome vogliamo determinare l’influenza che esercita sulla velocità di 
deriva la variazione della grandezza del campo magnetico e non della sua 
direzione, si può trascurare la curvatura delle linee di forza magneticlie e 
considerarle rettilinee. Si può ugualmente trascurare l’esistenza di una com- 
ponente longitudinale della velocità vi, poiché lo spostamento lungo il 
campo magnetico non influisce sulle forze che agiscono sulla particella. In 
altre parole, in tutti i calcoli intermedi si deve intendere per v la velocità tra- 
sversale v,. Per abbreviare la scrittura si sopprime dappertutto l’indice L 
ad eccezione delle formule finali, dove v, indicherà la velocità trasversale. 
Inoltre in tutti i calcoli intermedi considereremo la carica e della particella 
come positiva. 
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Una particella positiva girerà in senso orario come indicato in fig. 217. 
Partendo dal punto O, la particella si sposterà lungo un cerchio di raggio 
o = v/wg se il campo magnetico 2 è costante. Questo cerchio raffigurato 
in fig. 217 con una linea tratteggiata, taglia l’asse X in punto A che dista 
OA = 2o dal punto O. In realtà il campo magnetico e la curvatura della 
traiettoria crescono con l’aumento della coordinata y. Per questo motivo la 
particella taglierà l’asse Xin un punto C, situato a sinistra dal punto A. Du- 
rante lo spostamento nella metà inferiore del piano XY, al contrario, la cur- 
vatura della traiettoria sarà più piccola, e perciò la particella taglierà l’asse 
X nel punto D, situato a sinistra dal punto O. Perciò dopo un giro la parti- 
cella carica positivamente si sposterà da destra a sinistra di una distanza 
OD. Una particella carica negativamente si sposterebbe in direzione inversa. 
Se la variazione spaziale del campo magnetico è debole, la traiettoria della 
particella dopo un giro differisce poco da una traiettoria circolare e lo spo- 
stamento OD sarà piccolo rispetto al raggio @. Il percorso della particella 
dopo numerosi giri è rappresentato in fig. 217 a destra. La particella gira 
rapidamente su una circonferenza il cui centro si sposta lentamente paralle- 
lamente all’asse X. Tale spostamento è proprio una deriva. 

Calcoliamo ora la velocità di deriva va, prendendo la media del moto 
della particella sulla rotazione rapida di Larmor. Scriviamo equazione del 
moto della particella v = [vws] in forma analitica 


U = VU, U = — UWB. 


Dato che la deriva avviene parallelamente all’asse X ed è assente lungo la 
direzione dell’asse Y, la velocità di deriva vga = v; si otterrà dall’imposizione 
che il valore medio v,, e quindi y, = —uv,ws siano uguali a zero, ovvero 
vxws = 0. Sviluppiamo ws in serie di potenze di y arrestandoci al termine 
lineare 





Da cui 


Dato che per ipotesi la grandezza dws/dy è piccola, è sufficiente calcolare 
il valore medio del prodotto yu, = yx nell’approssimazione di ordine zero, 
e cioè ammettere che la traiettoria della particella sia circolare 

x = @ COS wo, y = — Q sin wt. 
Quindi 


: 3 1 
VX = 2° sin’wof = 5 0° wo, 


e di conseguenza 


In forma vettoriale 


2 
va = i b, 87.1) 
e tenendo conto delle relazioni o = v/ws e wgs = eB/(mc) 
2 
mcv. 9B 
= ——_;_ —— 87.2 
‘a 2eB® gN (87.2) 


Quest'ultima formula è verificata sia che la particella abbia una carica posi- 
tiva che negativa. Una particella carica positivamente deriva nel senso posi- 
tivo della binormale a una linea di forza magnetica e una particella carica 
negativamente deriva nel senso negativo della binormale. 

Mettiamo ora la formula (87.2) in una forma geometricamente più con- 
creta, supponendo che nella regione di spazio, in cui si muove la particella, 
non ci sia alcuna corrente elettrica. Siccome il campo 2 nel punto conside- 
rato è diretto lungo l’asse Z, scriviamo la formula (87.2) nel modo seguente: 


vi = mev dB, 
d°  2eB”  dy 


In assenza di correnti elettriche rot B = 0, e 9B8,/0y = 0B,/0z e di 
conseguenza 


b. 





vi = mevi. 3B, 
1° 2eB” dz 


La figura 219 mostra, che tg a = B,/B., dove a è l’angolo tra la tangente 
alla linea di forza magnetica e l’asse Z. Nell’origine delle coordinate O la 
tangente è orizzontale e perciò si può sostituire tg a con a in prossimità di 
O. Per la stessa ragione si può sostituire la differenziazione lungo l’arco del- 
la linea di forza magnetica con la differenziazione rispetto alla coordinata 
z. Il raggio di curvatura AR di una linea di forza è dato da 

1 _da _d(/B\)_ 1 95 _ B, 08, 

R -R-4(5) — B. dz  B° 








d . “Le 
da cui 1/R = x Li poiché nel punto O B,; = 8, B, = 0. Si ottiene 
finalmente . 

va = cp b: (87.3) 


S. Deriva determinata dalla curvatura delle linee di forza magnetiche. 
Per calcolare la velocità di deriva introduciamo un sistema di riferimento 
locale che ruota intorno al centro di curvatura C di una linea di forza ma- 
gnetica (fig. 220). Orientiamo l’asse di rotazione parallelamente alla binor- 
male b a questa linea di forza (la binormale è perpendicolare al piano della 
figura). Il valore della velocità angolare di rotazione 2 è definito dalla con- 
dizione vi = [MR]. Nel sistema locale la particella avrà soltanto una velo- 
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cità trasversale v, che svolge il ruolo di velocità relativa vrei. Per descrivere 
il moto della particella nel sistema locale si devono aggiungere alle forze 
agenti due forze d’inerzia: la forza di Coriolis e quella centrifuga. Non si 
deve tener conto della forza d’inerzia determinata da una rotazione non uni- 
forme perché essa può influenzare la deriva della particella solamente al se- 
condo ordine o a ordini superiori. La forza d’inerzia di Coriolis 2mn [Ure] = 
= 2mQ[v, db] è orientata lungo la linea di forza e per questo modificherà 


V 





Fig. 219. Fig. 220. 


solo la componente longitudinale v della velocità v. La forza centrifuga 
d’inerzia mvîR/R? provocherà una deriva in direzione perpendicolare. Se- 
condo la formula (86.4), la velocità di questa deriva è 
_ Cc mvî o _ mevi 
i | R? R| Ber UNA 

Sia N il vettore unitario della normale principale alla linea di forza magneti- 
ca, allora R = — RN. Quindi ponendo 8 = BA e tenendo conto che db = 
= [AN] otteniamo 





mcevî b. 
—  BRe 
Dato che la deriva descritta da questa formula è dovuta alla forza centrifu- 
ga d’inerzia essa è chiamata deriva centrifuga. 

6. Consideriamo ora il caso generale di un campo elettromagnetico qua- 
lunque ed applichiamo l’approssimazione di deriva. Dato che tutte le derive 
che abbiamo già considerato sono indipendenti in prima approssimazione, 
è sufficiente addizionarle nel caso generale. Si ottiene in questo modo che 
la velocità di moto media del centro pilota in uno spazio, dove non circola 
alcuna corrente elettrica, è data da 


V= uh+ — EB) + dre (1 + 3: n) b. (87.5) 


In questa formula sono state leggermente modificate le notazioni. Con A 
indichiamo qui il vettore unitario della tangente alla linea di forza magneti- 
ca che passa per il centro pilota della particella e non per la particella stessa. 
Le grandezze vi e v, indicano le velocità medie della particella lungo que- 
sto nuovo vettore h e perpendicolarmente ad esso. Nello stesso modo asse- 


(87.4) 
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gnamo i valori dei campi 8 e E nel punto dove si trova il centro pilota della 
particella e non nel punto dove si trova la particella. Tali sostituzioni altera- 
no soltanto il primo termine del secondo membro della formula (87.5) 
mentre gli altri termini ne sono influenzati soltanto al primo ordine o ad 
ordini superiori. Il primo termine vi si trova modificato per via della so- 
stituzione effettuata, in quanto questa è un’approssimazione di ordine zero. 
Se si conservasse il vecchio significato del vettore A, si dovrebbe introdurre 
nel termine vil un termine correttivo del primo ordine. Questo termine è 
inutile con la nuova definizione del vettore A. 

Quindi in un campo magnetico forte, ma debolmente disomogeneo ed 
in presenza di un campo elettrico debole una particella carica effettua un 
rapido moto di rotazione su un cerchio di Larmor il cui centro si muove lun- 
go una linea di forza magnetica con la velocità vi e deriva in una direzione 
normale al campo magnetico. La deriva è determinata dal campo elettrico 
e dalle disomogeneità del campo magnetico. La velocità di deriva elettrica 


è data dall'espressione pr IEBI. Il senso di questa deriva non dipende dal 


segno della carica della particella. La deriva determinata dalle disomogenei- 
tà del campo magnetico si effettua lungo la binormale a una linea di forza 
magnetica; le particelle con carica positiva derivano nel senso positivo della 
binormale mentre le particelle con carica negativa derivano in senso contra- 
rio. La velocità di questa deriva « magnetica » è data dall'espressione 


(+). 


$ 88. L'invariante adiabatico 


1. Quando una particella carica si muove in un campo magnetico non 
omogeneo o quando varia il campo magnetico, variano anche il raggio di 
Larmor g della particella e la velocità trasversale v,. Studiamo l’anda- 
mento di queste variazioni supponendo che la non omogeneità del campo 
magnetico sia debole e che esso varii lentamente nel tempo. 

Consideriamo dapprima il caso in cui la particella si muova in una dire- 
zione perpendicolare ad un campo magnetico 8, campo omogeneo che va- 
ria soltanto in funzione del tempo. Supponiamo che non ci sia campo elet- 
trico ad eccezione di quello che risulta dalle variazioni temporali di 8. In 
queste condizioni la particella non deriva, come risulta dalla formula (87.5). 
Se il campo magnetico fosse invariabile, la particella descriverebbe. una 
traiettoria circolare di raggio o = v/w. Quando il campo magnetico varia, 
la traiettoria cessa di essere chiusa. Tuttavia se il campo magnetico varia 
lentamente in un periodo di ciclotrone T = 2x/%, gli scarti rispetto ad una 
traiettoria circolare saranno piccoli. Il campo magnetico variabile induce un 
campo elettrico sotto la cui influenza il raggio di Larmor g e la velocità del- 


412 


la particella v variano setondo l’equazione mv = eE; dove E; è la proiezione 
del campo elettrico £ sulla direzione della traiettoria. Sì possono trascurare 
le variazioni della grandezza E; nel corso di un periodo di ciclotrone e sicco- 
me gli scarti della traiettoria reale della particella rispetto alla traiettoria cir- 
colare di Larmor sono piccoli si può sostituire Es con la proiezione del vet- 
tore E sulla direzione del cerchio di Larmor (quest’ultimo è tratteggiato in 
fig. 221). In tali condizioni £; si determinerà dall’equazione 


È _1 d® _ re dB 





La derivata d®/dt è presa qui col segno più, e non con il segno meno, perché 
si tratta della proiezione nel senso di moto della particella, e per e > 0 que- 





- 


— — — 


Fig. 221. 


sto senso è contrario al senso positivo di percorrenza del contorno. L'equa- 
zione scritta dà 


E, dB mv dBl 
"dr dt .— ?eB dî 
L'equazione del moto della particella prende la forma 
dv mv dB 
mao di 


Dopo integrazione si ottiene 


B = cost. 


In tal modo la quantità v°/B rimane invariata durante il moto della particel- 
la. Ma ciò è vero soltanto quando le variazioni del campo magnetico sono 
lente, cioè la quantità v°/B non è un integrale esatto del moto bensì un inva- 
riante adiabatico. 

Nel caso in cui la particella possieda una velocità longitudinale vi essa 
non eserciterà nessuna influenza sul moto trasversale. Nel caso in considera- 
zione è sufficiente sostituire la velocità v con la componente trasversale v, 
e questo porta a 


B = cost, (88.1) 


dove ora la quantità vì /B è l’invariante adiabatico. 
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2. Consideriamo ora il caso di un campo magnetico in cui si muove la 
particella che sia continuo e le sue disomogeneità siano piccole. Supponia- 
mo che la particella non subisca alcuna deriva trasversale, e cioè che il cen- 
tro pilota della particella si sposti lungo una linea di forza magnetica. Per 
semplificare ammettiamo che le linee di forza magnetiche siano rettilinee 
(in fig. 222 la linea di forza è tratteggiata). La particella può muoversi sia 
nella direzione in cui convergono le linee di forza magnetiche sia in direzio- 
ne opposta. La particella in moto è soggetta alla forza di Lorentz 





Fig. 222. . 


F = A [vB]. Questa forza ha una componente lungo la linea di forza cen- 


trale, che rallenterà o accelererà il moto longitudinale di una particella a se- 
conda della direzione di moto. Dato che l’energia cinetica totale della parti- 
cella si conserva, l’accrescimento della velocità longitudinale vi si accom- 
pagnerà ad una diminuzione della velocità trasversale v, e viceversa. Vo- 
gliamo dimostrare che ciò nonostante la relazione (88.1) resta valida. È suf- 
ficiente passare al sistema di riferimento in moto con velocità vi. Essendo 
parallela al campo magnetico 8, la forza d’inerzia traslatoria — mu: che 
appare non esercita nessuna influenza sulla velocità di deriva. Tuttavia il 
campo magnetico 4 nel sistema mobile diviene variabile e quindi si possono 
applicare le considerazioni, che abbiamo utilizzato per ottenere la formula 
(88.1). 

3. Consideriamo il caso in cui la particella effettui una deriva trasversale 
con la velocità va. Questa deriva può essere dovuta sia a un campo elettrico, 
sia alle non omogeneità del campo magnetico che a queste due cause simul- 
taneamente. È possibile che la deriva possa essere dovuta ad altre forze, ma 
le considerazioni che faremo si applicano in ogni caso. Utilizziamo un siste- 
ma di riferimento mobile con velocità va. Si può trascurare qui la forza d’i- 
nerzia — ma, poiché essa è una quantità del secondo ordine o di ordine su- 
periore. Dopo di ciò il caso in considerazione è ricondotto a quelli già esa- 
minati. Ne risulta che il ruolo d’invariante adiabatico sarà assunto qui dalla 
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grandezza v’% /B, dove v’ è la velocità della particella nel sistema di riferi- 
mento mobile. Ma vi è la velocità di rotazione della particella sul cerchio 
di Larmor se si trascura il suo moto di deriva e il moto lungo una linea di 
forza magnetica. Quindi l’invariante adiabatico vî /B si conserva a condi- 
zione di intendere con v, la velocità di rotazione della particella sul cer- 
chio di Larmor, come abbiamo appena indicato. 

4. Una particella che ruota sul cerchio di Larmor possiede un momento 
magnetico M, il cui valore, come è facile calcolare, è uguale a mvî /(2B). 
Questo momento è diretto in senso contrario a quello del campo magnetico 
indipendentemente dal segno della carica della particella, e quindi in forma 
vettoriale 


2 
vw - PO pp (88.2) 
Il flusso magnetico attraverso il cerchio di Larmor è uguale a 
22,32 
m°c°vi 
D®b=7€—_ 88.3 
"  eB (88.3) 


Tenendo conto della relazione (88.1) si può concludere che Mt e ® sono inva- 
rianti adiabatici. 

5. All’invarianza adiabatica della quantità (88.1) è legato l’effetto di ri- 
flessione delle particelle cariche dalle regioni dove è forte il campo magneti- 
co. Poniamo che il campo magnetico non varii nel tempo e che la particella 
si muova in direzione della convergenza delle linee di forza magnetiche. 
Conformemente ai risultati del punto 2 la sua velocità longitudinale dimi- 
nuirà e la velocità trasversale aumenterà. Se v è la velocità totale ed a l’ango- 
lo formato con la linea di forza magnetica, si ha v, = v sina. Dato che, 
durante il moto in un campo magnetico permanente, il valore della velocità 

v non varia risulta dalla (88.1) 
+e_2 * 22 
sn a _ TRE = cost. (88.4) 

L'indice zero indica il valore di B e a in una posizione della particella 
scelta come posizione iniziale. La formula (88.4) mostra che la particella 
non può penetrare nella regione di campo dove B > Bo/sin°ao perché in ca- 
so contrario |sina| dovrebbe essere maggiore di uno. A misura che la parti- 
cella penetra nella regione in cui il campo è più intenso, l’angolo a aumente- 
rà. Finché questo angolo resta inferiore a 90°, la particella continuerà ad 
avanzare. Ciò esige che in tutti i punti della traiettoria sia verificata la 
disuguaglianza 


sin ao < VBo/B. (88.5) 


Se invece in qualche punto della traiettoria l’angolo a diventa uguale ai 90°, 
la particella comincerà a regredire, in altre parole, essa si rifletterà. Tale ef- 
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fetto ricorda la riflessione totale della luce in ottica. Il punto in cui avrà luo- 
go la riflessione viene determinato dall’equazione 


sin oo = VBo/B. (88.6) 


6. In relazione alle questioni esaminate è opportuno ricordare il proble- 
ma della fusione termonucleare controllata. In determinate condizioni nu- 
clei atomici leggeri possono fondersi liberando un’energia di qualche MeV 
o di qualche decina di MeV per ogni reazione termonucleare. Tali sono per 
esempio le reazioni di fusione dei nuclei di deuterio o di fusione dei nuclei 
di deuterio con nuclei di tritio. La quantità d’energia liberata in queste rea- 
zioni di fusione è milioni di volte più grande di quella che viene liberata nel- 
le reazioni chimiche ordinarie. In condizioni naturali le reazioni termonu- 
cleari evolvono nelle viscere delle stelle, mentre le reazioni a fusione artifi- 
ciale si realizzano nelle bombe all’idrogeno. Ma nelle bombe all’idrogeno la 
fusione dei nuclei atomici non è controllata ed ha carattere esplosivo. È at- 
traente l’idea che viene elaborata intensamente in tutti i paesi industrializza- 
ti del mondo di imporre a tali reazioni un carattere tranquillo, controllato. 
Se si riuscisse a farlo, l’umanità avrebbe a disposizione una fonte d’energia 
praticamente inesauribile, poiché le riserve terrestri di deuterio sono abba- 
stanza grandi. (L’Oceano mondiale contiene un atomo di deuterio per ogni 
5000-6000 atomi d’idrogeno.) Affinché i nuclei atomici leggeri possano co- 
minciare a fondersi, si deve portare la sostanza ad una temperatura uguale 
o superiore a 10 keV. A tale temperatura la sostanza passa allo stato di p/a- 
sma totalmente ionizzato, composto di elettroni e di nuclei atomici. Si deve 
quindi produrre il plasma, riscaldarlo, isolarlo dalle pareti della camera in 
cui sì trova, trattenendolo per il tempo necessario affinché la maggior parte 
dei nuclei entrino in reazione fra loro. A questo scopo sono stati proposti 
differenti dispositivi di confinamento del plasma per il tempo necessario 
per mezzo di campi magnetici. 

Lo studio del problema della fusione termonucleare controllata comin- 
ciò nell’URSS nel 1951, e poco dopo negli USA e negli altri paesi industria- 
lizzati. Agli inizi si pensò di poter utilizzare come dispositivo di confina- 
mento del plasma il campo magnetico all’interno di una bobina toroidale 
(si veda fig. 151). Tale campo costringe le particelle del plasma a muoversi 
lungo linee di forza magnetiche a forma di circonferenze coassiali, i cui cen- 
tri stanno sull’asse geometrico del torc. Tuttavia il campo magnetico toroi- 
dale aumenta se ci si avvicina all’asse indicato. Di conseguenza le particelle 
con carica positiva derivano lungo la direzione della binormale db, mentre 
le particelle con carica negativa derivano in direzione inversa. Il plasma si 
polarizza e ciò fa apparire un campo elettrico orientato verso il basso (fig. 
223). Questo campo elettrico fa nascere una deriva elettrica, la cui direzione 
non dipende dalla carica della particella e quindi il plasma intero viene 
spinto verso la parete esterna della camera toroidale. Il dispositivo descritto 
non può garantire in tale forma il confinamento magnetico (trappola ma- 


416 


gnetica). Non possiamo entrare qui in particolari dei processi di compensa- 
zione della « deriva toroidale » utilizzati nelle installazioni di ricerca termo- 
nucleare moderne chiamate stellarator e tokamak; sono proprio i tokamak 
che sono considerati in grado di poter offrire le migliori prospettive nel ri- 
solvere il problema della fusione termonucleare controllata. 
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Fig. 223. Fig. 224. 


Accenniamo ad un altro tipo di trappola magnetica fondata sui concetti 
di questo paragrafo. Si tratta della trappola aperta il cui schema è rappre- 
sentato in fig. 224. Il campo magnetico è prodotto da una bobina rettilinea. 
AI centro della trappola il campo magnetico è quasi omogeneo e uguale a 
Bo. Con l’aiuto di bobine ausiliarie si rinforza il campo magnetico ai bordi 
fino al valore massimo 58. Le zone di campo magnetico rinforzato sono 
chiamate specchi magnetici o bottiglie magnetiche. La trappola trattiene so- 
lamente le particelle che verificano la condizione 


sin ao > VBo/B. (88.7) 


Tali particelle riflesse eseguono un moto finito fino a che per interazione 
con le altre particelle non è più verificata la condizione (88.7). Se l’angolo 
ao verifica la condizione (88.5) la trappola non può trattenere le particelle. 
Il cono definito dall’equazione (88.6) è chiamato cono di perdita. La trap- 
pola trattiene solamente quelle particelle le cui direzioni (nella regione di 
campo uniforme) sono comprese nei limiti del « cono di perdita ». Tutte le 
altre particelle sfuggono dalla trappola. 

Limitiamoci a queste notazioni frammentarie perché il problema della 
fusione termonucleare controllata è un grande problema che non è ancora 
risolto; il lettore può utilmente consultare il libro di L.A. Arzimoviè 
(1909-1973) Fusione termonucleare controllata. 

7. Notiamo, per concludere questo paragrafo, che il campo magnetico 
terrestre funziona come una trappola magnetica di dimensioni cosmiche 
analoga per struttura alla trappola aperta rappresentata in fig. 224. L’inten- 
sità del campo magnetico terrestre è minima all’equatore e massima in pros- 
simità dei poli magnetici. Una particella caricata la cui direzione di moto 
non è compresa nel « cono di perdita » eseguirà un moto oscillante lungo 
una linea di forza magnetica venendo riflessa vicino ai poli magnetici e deri- 
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verà lentamente verso est o verso ovest. La particella è « bloccata », perché 
il suo moto è limitato in una regione determinata intorno al globo terrestre. 
Particelle di grande energia vengono prodotte costantemente negli strati su- 
periori dell’atmosfera in seguito a reazioni nucleari, determinate dai raggi 
cosmici. Certe particelle si allontanano dallo spazio circumterrestre, altre 
sono intrappolate. In questo modo si formano cinture radiative scoperte nel 
1958 da Van Allen e da S.N. Vernov (nato nel 1910) con l’aiuto di satelliti 
artificiali. Queste ricerche hanno dimostrato che il nostro pianeta è circon- 
dato oltre che dall’inviluppo gassoso da numerosi strati di particelle cariche 
di grande energia, che vengono chiamate proprio cinture radiative. Secondo 
dati recenti, esistono due cinture di elettroni e una di protoni, che si ricopro- 
no notevolmente. La cintura protonica e la cintura elettronica interna ap- 
paiono ad una altitudine di 1000 km circa. Il massimo di concentrazione 
della cintura protonica si trova ad una distanza dal centro della Terra ap- 
prossimativamente uguale a tre raggi terrestri. L’energia dei protoni varia da 
40 MeV sulla frontiera interna della cintura a 0,5 MeV nelle zone esterne. 
Il massimo di concentrazione della cintura elettronica interna si trova a 1,5 
mentre quello della cintura esterna all’incirca a 5 raggi terrestri dal centro 
della Terra. 

Vediamo ora in che misura si può applicare la teoria di deriva al moto 
delle particelle nelle cinture radiative. Poniamo che il campo magnetico sia 
uguale a B — 0,1G nei limiti della cintura radiativa. Quindi per i protoni 
di energia é£ = 1 Mev, il raggio di Larmor sarà 


= — = SEE - 10k 
epr or e mM. 


Per gli elettroni che si muovono con velocità vicini alla velocità della luce 
si deve applicare una formula relativistica. Per elettroni della stessa energia 
€, la formula relativista dà il seguente risultato 


2 2 
_ e my -— E + Mag 
Ca 7 dg _ [elB _ — TB 0,3 km. 


Si può assimilare approssimativamente il campo magnetico terrestre al cam- 
po di un dipolo e porre che la sua intensità varii in proporzione inversa al 
cubo della distanza dal centro della Terra: B — cost/r?. Quindi si ha 
|AB/B| — 3Ar/r. Ponendo Ar = o si ottiene AB/B — 0/r, ovvero |AB/B| - 
— 107? per i protoni e — 107‘ per gli elettroni. Perciò malgrado l’intensità 
relativamente debolé del campo magnetico terrestre, le dimensioni dei cer- 
chi di Larmor dei protoni e degli elettroni sono trascurabili di fronte al rag- 
gio terrestre; su distanze confrontabili a queste dimensioni la variazione del 
campo magnetico è piccola. Questi risultati sono sufficienti per poter appli- 
care al moto di una particella la teoria di deriva e considerare questo moto 
come adiabatico. 
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Resta da chiarire l’influenza della concentrazione delle particelle cari- 
che. A questo fine si deve valutare la lunghezza del cammino libero X delle 
particelle. Ma dato che nel plasma le forze di Coulomb diminuiscono lenta- 
mente con la distanza, la traiettoria di una particella non è una spezzata 
composta da segmenti rettilinei, come per gas neutri. Essa rassomiglia inve- 
ce a una linea ondulata la cui curvatura varia continuamente. Le variazioni 
di direzione si accumulano lentamente per dare un angolo di deviazione fi- 
nito. Quindi si può parlare di cammino libero medio soltanto in maniera con- 
venzionale. Il ruolo della grandezza è assunto dalla distanza media che 
deve percorrere una particella affinché la direzione del suo moto varii di 
—- 90°. Non possiamo dare qui la dimostrazione della formula di \. Limitia- 
moci a dare il valote numerico. La concentrazione nelle cinture radiative 
non supera qualche particella carica per cm}. Poniamo n — 10 cm 7}. Ne 
risulta che per una particella di energia — 1 MeV i calcoli danno 
) — 10°° cm, valore 10’! volte più grande delle dimensioni del globo terre- 
stre. Tale risultato dimostra che le collisioni con altre particelle non possono 
impedire alla particella di subire un enorme numero di riflessioni in prossi- 
mità dei poli magnetici prima che essa capiti nel cono di perdita e sfugga 
al campo magnetico terrestre. 


$ 89. Determinazione della carica specifica di una particella 


1. Si chiama carica specifica di una particella il rapporto tra la carica 
e di questa particella e la sua massa m. Nel determinare questo rapporto 
si esprime usualmente la carica e in unità CGSM e la massa m in grammi. 
In conformità a ciò in questo paragrafo si utilizza il sistema di unità CGSM. 
Si può determinare la carica specifica mediante lo studio del moto della 
particella nei campi elettrico e magnetico trasversali. Tali ricerche furono 
effettuate da J.J. Thomson e collaboratori tra la fine del secolo scorso e l’i- 
nizio del nostro al fine di determinare la natura dei raggi catodici ed anodici 
nei tubi contenenti gas rarefatti (pressione dell’ordine di qualche centesimo 
di mm Hg). In questo modo si arrivò alla scoperta dell’e/ettrone e degli iso- 
topi, ovvero quegli elementi chimici, i cui nuclei hanno carica uguale, ma 
masse differenti. 

2. Studiamo dapprima il moto di una particella nel campo elettrico tra- 
sversale di un condensatore carico. Dirigiamo l’asse X parallelamente alle 
piastre del condensatore, e l’asse Z perpendicolarmente ad esse. Poniamo 
che prima di penetrare nel condensatore la particella si muova lungo l’asse 
X (fig. 225). Non appena la particella penetra nel condensatore, sente l’azio- 
ne del campo elettrico, viene deviata verso l’asse Z e si sposta nel piano ZX. 
Le equazioni del moto della particella sono 


dx d°z 
dt° dt* 





m = ek,, m = ek,. (89.1) 
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Supponiamo che su tutto il percorso l’angolo tra la traiettoria della particel- 
la e l’asse X sia piccolo e quindi v, & v,. Perciò si può trascurare la velocità 
vì rispetto a vÈ e scrivere 


vu = (1 - 12)? = o|1 -} (0/0 | = V, 


dove v è la velocità totale della particella. Nella stessa approssimazione si 
può porre che la velocità v sia costante e che il moto parallelo all’asse X sia 
uniforme. Eliminando il tempo f con l’aiuto della relazione dx = vdt, si ot- 
tiene l’equazione della traiettoria in forma differenziale: 


dz _ e 
di” me È (89.2) 


Nel condensatore il campo elettrico è uniforme ed uguale a £, ad ecce- 
zione di una piccola regione vicino ai suoi bordi, dove £, varia da E a 0. 





Fig. 225. Fig. 226. 


Una volta fuori dal condensatore la particella si muove liberamente, ovvero 
di moto rettilineo ed uniforme, ed arriva su una lastra fotografica P in un 
punto M, ad una distanza z = CM dall’asse X. La deviazione z si calcola 
integrando due volte l’equazione (89.2) 


_ e 
z= A EeILIL (89.3) 


dove A è la costante del dispositivo di misura: 


A = {ae | E (x') dx’, 
0 0 


mentre L è la distanza OC fra l’origine delle coordinate O e la lastra fotogra- 


fica. Introducendo la notazione f(x) = { E.(x') dx' si può scrivere A_ = 
0 


L 
= { f(x) dx. Quindi integrando per parti si ottiene 
0 L 


A = {(L — x) Ex;dx. (89.4) 
0 
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Trascurando la non omogeneità del campo ai bordi del condensatore, è faci- 
le eseguire l’integrazione (89.4) ottenendo , 

A = EI (L _ 3) , 
dove / è la lunghezza del condensatore. 

3. Consideriamo adesso il moto di una particella carica trasversalmente 
ad un campo magnetico in condizioni analoghe. Il campo si presuppone 
uniforme e diretto parallelamente all’asse Y (fig. 226). Solo ai bordi della 
regione, il campo magnetico presenta delle disomogeneità, tuttavia, come 
nel caso del campo elettrico, si ammette che queste siano piccole. Supponia- 
mo che, prima di penetrare nel campo magnetico, la particella si muova pa- 
rallelamente all’asse X e che dopo sia poco deviata da questa direzione. Per 
calcolare la forza di Lorentz F = e[vB] si può porre che la velocità v sia 
dappertutto parallela all’asse X, quindi diretta lungo il vettore unitario i: 
v = vi. In tale approssimazione F = euliB] = eullij]1B, + [iK]B.) = 
= ev(B,k — B.j). Dato che il campo è essenzialmente parallelo all’asse Y 
si può trascurare la componente B;. Quindi la particella sarà deviata verso 
l’asse Z conformemente all’equazione 

d°z 
m de 7 evB,. 


Si può dedurre questa equazione dalla seconda equazione (89.1), sostituen- 
do E; con vB,. Senza procedere ad ulteriori calcoli, si può subito scrivere 


z= Ci, (89.5) 


dove C è la costante dell’apparecchio: 
L 
= {(L — x)B,dx. (89.6) 
0 


4. Quindi le deviazioni in un campo elettrico trasversale sono proporzio- 
nali a e/(mv?), mentre in un campo magnetico trasversale sono proporzio- 
nali a e/(mv). Perciò avendo misurato queste deviazioni, si può calcolare 
non solo la carica specifica e/m ma anche la velocità v della particella. In 
pratica è comodo collocare il condensatore in un campo magnetico in modo 
che la particella sia soggetta all’azione simultanea dei campi elettrico e ma- 
gnetico. I campi stessi £ e B possono essere o paralleli o perpendicolari l’u- 
no verso l’altro. Negli esperimenti iniziali si utilizzavano raggi catodici (elet- 
troni) o raggi anodici (ioni). 

Se il campo elettrico del condensatore E è perpendicolare al campo ma- 
gnetico 8, questi campi faranno deviare la particella nello stesso senso o in 
sensi contrari (nelle figure 225 e 226 verso la direzione dell’asse Z). Si consi- 
glia di applicare al condensatore una tensione tale che, per le particelle con 
una determinata velocità, queste deviazioni si compensino reciprocamente, 
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ovvero che la particella attraversi l'apparecchio senza subire deviazioni. Do- 
po si deve togliere uno dei campi e misurare la deviazione delle particelle: 





z=À e > = - C € 
mv mv 
Avendo misurato z, è facile calcolare la velocità v e la carica specifica e/m. 
È così che nel 1897 J.J. Thomson determinò per la prima volta e/m per i 
raggi catodici. 

Una delle difficoltà in queste ricerche era legata al grande ventaglio di 
velocità possedute dalle particelle nei fasci elettronici e ionici. Per elimirare 
l’influenza delle differenze di velocità, si orientavano i campi elettrico e ma- 
gnetico parallelamente l’uno all’altro. Poniamo che essi siano orientati lun- 
go l’asse Z. Quindi il campo elettrico farà deviare la particella lungo l’asse 
Z ed il campo magnetico lungo l’asse Y. Queste deviazioni sono rispettiva- 
mente uguali a 


e e 

z= A SLA, y=C SUD 
Queste relazioni rappresentano in forma parametrica l’equazione della cur 
va registrata sulla lastra fotografica da particella della stessa carica specifica 
e/m, ma con velocità v differenti. Eliminando v, l'equazione di questa curva 
si scrive ‘ 


Questa è l'equazione di una parabola. Determinando il rapporto z/y?, si 
calcola la carica specifica e/m. Con l’aiuto di questo metodo detto delle 
« parabole », J. J. Thomson scoprì nel 1912 gli isotopi degli elementi non 
radioattivi (neon). i 

Il progresso della tecnica del vuoto e delle sorgenti di elettroni e di ioni 
ha permesso di realizzare queste misurazioni in condizioni di controllo mi- 
gliori. Per esempio, per produrre un fascio di elettroni con una determinata 
velocità v si può utilizzare l’effetto dell’emissione termoelettronica. La fonte 
di elettroni è un filo di tungsteno incandescente. Gli elettroni, emessi da 
questo filo, vengono accelerati da una tensione fino ad una data energia, 
vengono collimati attraverso orifizi o fenditure, per formare un fascio ben 
definito e quindi fatti deviare con campi elettrici e magnetici. 

Non è nostro compito quello di descrivere i moderni metodi di misura 
delle cariche specifiche. Ciò tocca alla spettrometria ed alla spettrografia di 
massa. Ricordiamo soltanto il risultato, stabilito ancora alla fine del secolo 
scorso. Nel caso dei raggi anodici, la carica specifica e/m dipende dalla 
composizione del gas nel tubo ed è pari a — 104 un. CGSM di carica/g o 
meno. Per i raggi catodici questo valore è molto più grande e cioè 
e/m = 1,759-10” un. CGSM di carica/g e non dipende dalla composizione 
del gas nel tubo. J.J. Thomson, che ottenne questo risultato nel 1897, scoprì 
infatti l’elettrone. 
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Problema 


In uno dei primi metodi di misura della carica specifica dell’elettrone, gli elettroni, strap- 
pati a un disco d’alluminio X, venivano accelerati da una differenza di potenziale V, applicata 
tra K e la fenditura S (fig. 227). Dopo aver attraversato la fenditura S, il fascio elettronico pe- 
netra in un campo magnetico uniforme perpendicolare al piano della figura. Tutto il sistema 
si trova nel vuoto. Facendo variare l’intensità del campo magnetico, si cerca di ottenere una 
corrente massima sul collettore C, misurando questa corrente con un galvanometro G. Misu- 
rando il campo magnetico 8 corrispondente, si può calcolare il rapporto e/m. Eseguire questo 
calcolo tenendo presente che la distanza d tra la fenditura S ed il collettore C è uguale a 
10 cm, l’angolo a tra la direzione iniziale del fascio con la retta che collega S a C è uguale a 
30°; V = 1000V, B= 10,6 G. 

Risposta. 


sin'a = 1,78-107 un. CGSM di carica/g. 





e 
m B° d* 





Fig. 227. Fig. 228. 


$ 90. Misura della carica elementare col metodo 
delle gocce d'olio 


1. Gli esperimenti legati alla misura della carica specifica e/m contribui- 
rono a sviluppare le concezioni sulla natura atomistica dell’elettricità. 
J.J. Thomson ed i suoi discepoli Townsend (1868-1957) e Charles Wilson 
(1869-1959) realizzarono le prime misure della carica elementare stessa, ov- 
vero della carica minima elettrica che si riscontra in natura. Ma era impossi- 
bile ottenere risultati precisi utilizzando i loro metodi. Misure precise furo- 
no eseguite nel periodo 1908-1916 da R. Millikan (1868-1953) nel corso di 
esperimenti diventati classici. Questi esperimenti portarono anche una pro- 
va irrefutabile dell’atomismo dell'elettricità. Millikan misurava la carica 
elettrica di piccole gocce di olio con l’aiuto del dispositivo il cui schema è 
rappresentato in fig. 228. Questo dispositivo contiene un condensatore pia- 
no minuziosamente aggiustato; attraverso la piastra superiore perforata 
possono cadere piccole gocce d’olio provenienti da un polverizzatore specia- 
le. Per sottrarre le gocciolette alle correnti di convezione dell’aria, il conden- 
satore è chiuso in un involucro di protezione all’interno del quale la tempe- 
ratura e la pressione dell’aria sono mantenute costanti. Si può applicare alle 
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piastre del condensatore una tensione costante di alcune migliaia di volt for- 
nita da un generatore. Nel corso dell’esperimento si può far variare la ten- 
sione applicata. Durante la polverizzazione le gocciolette d’olio si caricano 
di elettricità, e, una volta nel condensatore, si spostano sotto l’azione del 
proprio peso e del campo elettrico applicato. Si osserva il moto di una goc- 
cioletta con l’aiuto di un microscopio attraverso un finestrino speciale. 

Nel 1912 A.F. Joffe (1880-1960) utilizzò una apparecchiatura analoga 
adoperando, anziché gocciolette d’olio, granelli di zinco e gocciolette di 
mercurio. 

2. Supponiamo che non ci sia tensione elettrica applicata al condensato- 
re. Quindi, una goccia penetrata nel condensatore, cade sotto l’azione del 
proprio peso incontrando la forza di resistenza dell’aria Xv, proporzionale 
alla velocità v della goccia. La velocità di caduta vg stabilitasi nel campo di 
gravità viene determinata mediante l’equazione 


ku = (m — mo)g, (90.1) 


dove m è la massa della goccia e mo la massa d’aria spostata. Si deve far 
figurare questa massa per tenere conto della forza ascensionale di Archime- 
de. Se la goccia porta una carica elettrica e si trova sottoposta. all’azione di 
un campo elettrico E, il suo moto si modifica. Si sceglie un campo £ tale 
che, sotto la sua azione, la goccia carica salga. Se vg è la velocità di salita 
nel regime stabilito e q è la sua carica si ha 


kve = qgE—- (m — mo)g. 


Da queste equazioni risulta 
_ K(ug + ve) 
45TZEV. 
Mediante irradiazione con raggi X si può ionizzare leggermente l’aria 
contenuta tra le piastre del condensatore. Ciò farà variare bruscamente la 
carica della goccia e quindi la velocità di moto nello stesso campo elettrico. 
Se la goccia continua il suo moto ascendente con una velocità differente v£, 
la sua nuova carica è 


(90.2) 





, _ K(ug+ vE) 
© E 
Di conseguenza 
qi _ VU + VE 
q Veg + VE 


Misurando le velocità del moto stazionario della stessa goccia nello stesso 
campo elettrico, si possono confrontare le cariche g e 9g’. Se la goccia è mol- 
to piccola, e se l’elettricità ha una struttura atomica, si può sperare che la 
carica della goccia sia composta da un piccolo numero di cariche elementari 
e. Perciò il rapporto g’/g sarà un rapporto di piccoli numeri interi. Questo 
è quanto si osserva negli esperimenti di Millikan e di Ioffe. 
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In un altro metodo di trattamento dei risultati sperimentali, si calcolano 
le variazioni di velocità Avg di una data goccia quando si fa variare la sua 
carica elettrica. Secondo la formula (90.2) queste variazioni di velocità sono 
legate alla variazione di carica della goccia Ag tramite la relazione 


Ave 

E 
Se l’elettricità ha una struttura atomica, la grandezza Aq può assumere sol- 
tanto valori discreti determinati, uguali ad un numero intero di cariche ele- 
mentari. La carica elementare e sarà uguale al più piccolo valore di Ag (ad 
eccezione del valore Ag = 0). Quindi le variazioni di velocità Avg della goc- 
cia devono essere osservate come bruschi salti di velocità e devono essere 
multiple di un certo valore minimo; questo venne confermato dalle 
osservazioni. 

3. Per una determinazione quantitativa della carica di una goccia con 
l’aiuto della formula (90.2), è necessario conoscere il valore del coefficiente 
K. Si può calcolarlo per mezzo della formula di Stokes X = 67rna, dove n 
è la viscosità dell’aria (si veda vol. I, $ 101). Dato che la goccia è troppo pic- 
cola, non si può misurare il suo raggio a con l’aiuto del microscopio, che 
dà soltanto una immagine di diffrazione, a forma di una piccola stella bril- 
lante risultante dalla diffusione della luce sulla goccia. Né la forma né le 
dimensioni di questa immagine hanno alcun rapporto con la forma e le di- 
mensioni reali della goccia. Per determinare il raggio a si può utilizzare la 
stessa formula di Stokes. Sostituendo nella formula (90.1) X = 6rna, 


m — mo = Fallo — 00) 


Aq = K 





(90.3) 


dove o è la densità dell’olio e co quella dell’aria, si ottiene 


_ Inv 
a= e- d 004) 

__ 99m 2NUg 
d1=3-<E Salo + VE). (90.5) 


Il valore più piccolo di g o di Ag calcolato per mezzo della formula (90.5) 
sarà uguale al valore della carica elementare e. 

4. In pratica si constata che per delle gocce molto piccole il valore della 
carica elementare e calcolato con l’aiuto della (90.5) è troppo grande e tanto 
più grande quanto più piccola è la goccia. Millikan spiegò questo risultato 
supponendo che la formula di Stokes non fosse valida per gocciolette molto 
piccole. In effetti la formula di Stokes è stata stabilita nell’ipotesi che l’am- 
biente viscoso in cui si sposta la pallina fosse continuo. Per i gas questa con- 
dizione è soddisfatta se il cammino libero medio X della molecola gassosa 
è piccolo rispetto alle dimensioni della pallina (X « @). Cunningham nel 


e quindi 
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1910, applicando la teoria cinetica dei gas, introdusse un termine correttivo 
nella formula di Stokes 
_ 6rna 
k = 1+ Aa” (90.6) 
dove A è una costante. Il denominatore di questa formula può essere scritto 
come f(\/a) e può essere sviluppato in serie di potenze di \/a arrestando lo 
sviluppo al termine lineare. Dato che ) è inversamente proporzionale alla 
pressione 4 del gas, si può scrivere questa formula come 
_ 6rna 
K = 1+2B/(Pa) (90.7) 
Si può calcolare la costante B mediante la teoria cinetica ma è più sicuro 
determinarla per via sperimentale. Sostituendo l’espressione (90.7) nella for- 
mula (90.1) si ottiene una equazione cubica rispetto al raggio a della goccia 
nÙg _ 2 _ 2 
1+B/(Pa) — 9 (0 — 20)d°. (90.8) 
Dato che la frazione B/(# a) è solo una piccola correzione, si può risolvere 
questa equazione con il metodo delle approssimazioni successive. Nell’ap- 
prossimazione di ordine zero si trascura il termine B/(# a) e si ritrova per 
a l’espressione (90.4) che si designerà tramite 40, cioè . 


_ Nu 
do = Xe — 00) 009) 


Si sostituisce nel denominatore di (90.8) la frazione B/(# a) con B/(# 00) 
e la soluzione dell’equazione di secondo grado ci dà a al primo ordine. Si 
può poi calcolare a in approssimazione dell’ordine due, tre, ecc. Però ciò 
non serve a niente perché la formula iniziale (90.7) è esatta soltanto a meno 
di termini lineari rispetto a B/(# a). Millikan dimostrò che la precisione 
della prima approssimazione è sufficiente. 

È chiaro che per fare il calcolo in prima approssimazione si deve sosti- 


tuire nella formula (90.5) la viscosità 7 con . Quindi si ha 


Go 
[1 + B/(Pao)}}?” 


dove go è la carica della goccia carica, nell’approssimazione di ordine zero, 
ovvero secondo la formula (90.5), mentre g è il valore della carica calcolato 
in prima approssimazione, che viene assunto come carica vera della goccia. 
In particolare per la carica elementare e si ottiene 


(È) -1+4+ B_ (90.10) 


N 
1 + B/(#? 20) 
q = 





Se si effettuano le misure a differenti pressioni # e si riporta in ascissa 
1/(P a) ed in ordinata (e0/e)”? si deve ottenere una retta (fig. 229). In effet- 
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ti Millikan constatò che i punti sperimentali stanno su una linea retta; pro- 
prio questo conferma che le basi del calcolo sono corrette. Prolungando la 
linea retta (90.10) fino alla sua intersezione con l’asse delle ordinate tro - 
viamo che al punto d’intersezione e = eo. Il valore © è proprio il valore del- 
la carica elementare e. Avremmo trovato lo stesso valore di e con l’aiuto del- 
la formula (90.5) se avessimo utilizzato gocce abbastanza grandi, in modo 
che la formula di Stokes fosse verificata. Misurando la pendenza della retta 


0 //(Paz) 
Fig. 229. 


(90.10) si determina anche il valore della costante 8. In base a dati moderni 

= 4,803-107!° un. CGSE = 1,602-10 7!’ C. Millikan trovò un valore più 
piccolo perché utilizzava un valore troppo piccolo di viscosità dell’aria. Co- 
noscendo i valori di e e della carica specifica e/m, si trova la massa dell’elet- 
trone m = 9,11-107?3 g. 


$ 91. La massa elettromagnetica 


1. Abbiamo dimostrato nel paragrafo 84 che, in elettrodinamica, la legge 
di conservazione dell’impulso implica che il campo elettromagnetico debba 
possedere un impulso la cui densità è 


1 
Siamo arrivati a tale risultato confrontando l’espressione della densità di 
flusso dell’energia elettromagnetica S = {EH con la formula di Ein- 


stein £ = mc. Senza utilizzare la teoria della relatività, l’elettrodinamica 
classica arriva alla stessa conclusione ma sotto una forma molto generale. 
Un esempio particolare dato nel paragrafo 84 ne fornisce la prova. 

2. Calcoliamo adesso l’impulso del campo elettromagnetico (o impulso 
elettromagnetico) legato a una carica in moto uniforme. Supponiamo che 
la velocità v della carica mobile sia piccola rispetto alla velocità della luce 
c e che la carica sia uniformemente ripartita alla superficie di una sfera di 
raggio a. Nel sistema di riferimento in cui la sfera è immobile i campi E e 
B sono nulli all’interno della sfera. Ne risulta che il campo elettrico sarà 


427 


nullo in qualsiasi sistema di riferimento nel quale la carica si muove di moto 
rettilineo e uniforme. Ciò consegue direttamente dalla formula di trasfor- 
mazione del campo elettrico (66.6). All’interno della sfera il campo magne- 
tico sarà ugualmente nullo, ma non abbiamo ancora bisogno di utilizzare 
questo risultato. Quindi per calcolare la quantità di moto elettromagnetico 
totale Le, si deve integrare (91.1) sul volume dello spazio infinito all’esterno 
della sfera. 

Supponiamo che la carica e si sposti nel vuoto, dove i campi 8 e H sono 
identicamente uguali e sono definiti dall’espressione H = A v I = 


= z [vEo], dove Ep è il campo statico (di Coulomb) della carica e. Il campo 


elettrico E della carica in moto differisce dal campo statico £, ma nell’ap- 
prossimazione che utilizziamo qui, si può trascurare questa differenza. In 
effetti si può rappresentare il campo £ sotto forma di una serie di potenze 
di v/c. Il primo termine di questa serie è il campo statico E, che apporta, 
nell’espressione della quantità di moto elettromagnetico Ze, un termine 
proporzionale a v/c. I termini successivi sono dell’ordine di (v/c)”, (0/c)° 
ecc., che si trascurano. Quindi nell’approssimazione utilizzata 


= x I&H = 3 EVE] = a (880 — (E0)Eo). 
Adottiamo la direzione della velocità v come asse X. Quindi si ha 
(E0v)Eo = (Eoxvx)(Eoxi + Eoyj + E0:k). 


Prima di integrare questa espressione è opportuno mediare su tutte le dire- 
zioni spaziali; di conseguenza non rimane che il termine Eg.uxi = E3v/3, 





e quindi 
_ 4v E6 
el 3c2 | 85 dV 
To) 
4W 
L, = 3 È U, (91.2) 


dove W.; è l’energia elettrostatica della carica e. Osserviamo che il risultato 
(91.2) si applica ad ogni distribuzione di carica avente simmetria sferica, e 
non soltanto ad una distribuzione superficiale su una sfera. In effetti, par- 
tendo dalle equazioni di Maxwell, non è difficile provare che i campi elettri- 
co e magnetico di una sfera che si muove in modo uniforme sono legati dal- 


la relazione H = L [vE]; questa relazione è sufficiente per dedurre la for- 


mula (91.2) a condizione di conservare soltanto i termini lineari in v. 
Ne risulta che, grazie all’esistenza del campo elettromagnetico, alla 
quantità di moto dell’elettrone si aggiunge la quantità di moto elettroma: 
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gnetico. Per v « c si può rappresentare quest’ultima come Lei = Mev, dove 


4 W, 
m=3-d- (91.3) 





Questa grandezza è chiamata massa elettromagnetica. Se l’elettricità è ripar- 
tita sulla superficie di una sfera, si ha W,, = e°/(2a), e quindi 


= —,. (91.4) 


3. Si può arrivare alla nozione di massa elettromagnetica con l’aiuto del- 
le seguenti considerazioni. L'energia del campo magnetico di una sfera cari- 
ca in superficie viene determinata dall’espressione 

H? _ ev ( sind 
Wm = | Br = 3 | FR 
dove è è l’angolo tra le direzioni della velocità v e del raggio r, tracciato dal 


centro della sfera. Scrivendo l'elemento di volume come dV = 2rr? sinddè 
si ottiene 


dV, 





Grazie alla presenza del campo magnetico l’energia della sfera è aumentata 
di Wm. Si può interpretare tale aumento d’energia come aumento dell’ener- 
gia cinetica della sfera o come aumento della sua massa di una quantità 
uguale alla massa elettromagnetica. 

Il difetto di questa dimostrazione dell’esistenza di una massa elettroma- 
gnetica sta nel fatto che essa non spiega il ruolo del campo elettrico, la cui 
energia aumenta con la velocità v. Tuttavia confrontando le due dimostra- 
zioni si arriva alla conclusione che, nell’approssimazione utilizzata, l’energia 
elettrica non influisce sul valore della massa elettromagnetica. In questa ap- 
prossimazione la massa elettromagnetica è legata soltanto all’energia d’ecci- 
tazione del campo magnetico. 

4. Nelle approssimazioni d’ordine superiore, si constata da una parte un 
rafforzamento dell’influenza del campo magnetico sulla massa elettroma- 
gnetica e d’altra una influenza dell’energia elettrica su questa massa. Quindi 
la massa elettromagnetica comincia a dipendere dalla velocità dell’elettrone, 
dal modo di distribuzione della carica elettrica all’interno di questa parti- 
cella come pure dalle deformazioni che accompagnano il suo moto. All’ini- 
zio del XX secolo i fisici tentarono, sulla base di ipotesi ‘arbitrarie sulla di- 
stribuzione della carica e le deformazioni dell’elettrone, di chiarire sia la na- 
tura della massa dell’elettrone che la sua dipendenza dalla velocità. Si pen- 
sava che la massa di qualunque particella fosse composta di una « massa 
vera », indipendente dalla velocità, e di una massa elettromagnetica « appa- 


429 


rente », funzione della velocità. Studiando la dipendenza della massa dell’e- 
lettrone dalla velocità, gli scienziati cercarono di separare la massa vera da 
quella apparente. Ci si pose la domanda, in particolare, se la totalità della 
massa dell’elettrone non fosse apparente, ovvero, di natura elettromagneti- 
ca. Da molto tempo questi studi hanno ormai un interesse puramente stori- 
co. In effetti lo studio della variazione della massa in funzione della velocità 
non permette di risolvere la questione della natura fisica della massa, perché 
la teoria della relatività ha dimostrato, in pieno accordo con l’esperienza, 
che qualunque sia la sua natura fisica, la massa deve variare con la velocità 


secondo la formula 


ma (91.5) 


V1- v°/c° 
e che la massa del corpo è legata alla sua energia dalla relazione 


€ = mc°. (91.6) 


La questione relativa alla natura fisica della massa non è stata ancora 
definita, come non viene ancora scartata l’ipotesi della massa elettromagne- 
tica dell’elettrone. Per spiegare il fatto che la formula (91.3) contiene il fatto> 
re numerico 4/3, che è assente nella formula di Einstein (91.6), la teoria 
classica afferma che l’energia elettrostatica W.; non rappresenta l’energia t0- 
tale dell’elettrone. La necessità di far intervenire un’energia supplementare 
risulta dal fatto che, in presenza di sole forze elettrostatiche, l’elettrone non 
può essere in equilibrio e sotto l’azione delle forze di Coulomb esso dovreb- 
be esplodere. Al fine di evitarlo si devono far intervenire, secondo le conce- 
zioni classiche, forze supplementari di origine non elettrostatica e l'energia 
corrispondente. 

Ammettendo che tutta la massa dell’elettrone sia di origine elettroma- 
gnetica e sopprimendo il fattore numerico 2/3 nella formula (91.4) si ottiene 


2 
a = © = 2,818-107!? cm. (91.7) 
mc 


Questa grandezza è chiamata raggio classico dell’elettrone. Non si deve con- 
siderare la formula (91.7) come una espressione che determina le « dimen- 
sioni vere dell’elettrone », poiché non esiste nessun altro modo indipendente 
di determinazione. Si deve considerare il raggio classico dell’elettrone (91.7) 
come una lunghezza caratteristica che costituisce il limite inferiore del do- 
minio di validità della teoria classica dei campi. Questa teoria non è appli- 
cabile per campi molto forti, dell’ordine 


2 
Eo = & = 0 = 6.105 un. CGSM = 1,8-10!° V/em. 


5. In realtà i limiti del dominio di applicazione delle concezioni classiche sono fissati dagli 
effetti quantici e corrispondono ad un raggio elettronico classico all’incirca 100 volte più gran- 
de. Queste dimensioni si determinano facilmente con l’aiuto della re/azione di indeterminazio- 
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ne (quantistica) tra l'energia e il tempo. Riportiamo questa stima per i lettori che hanno qual- 
che nozione di meccanica quantistica. Secondo la meccanica quantistica, se si osserva il com- 


portamento di una particella durante un tempo At, si può conoscere la sua energia solo a meno 
. . . se h 
di AS; e questa quantità deve verificare la condizione Af Af > dove f = > > 
x 
= 1,05-107?” erg-s è la costante di Planck divisa per 2x. È proprio questa condizione che si 
chiama relazione di indeterminazione tra l’energia ed il tempo. Se il periodo di tempo At è bre- 
ve, potranno apparire nel vuoto per un periodo molto breve delle coppie elettrone-positrone. 
Perché questo avvenga, l’indeterminatezza dell’energia Aé°deve essere non inferiore all’energia 
propria di una coppia elettrone-positrone, ovvero 2 mc. (Le masse del positrone e dell’elettro- 
ne sono uguali.) L'intervallo di tempo tra la nascita e l’annichilazione di questa coppia 


non sarà superiore a Af — Nel corso di questo tempo la nostra coppia potrà percorrere 





>: 
c 

h _ su: . 
una distanza non più grande di A; = cAf — me 7 0,38-107? cm. (Quest'ultima quantità 


è chiamata /unghezza d’onda Compton). Quindi si può dire che ogni « carica puntiforme » 
è circondata fino a una distanza A; da una regione di coppie elettrone-positrone « virtuali » 
(« polarizzazione del vuoto »). Ciò significa che a queste distanze l’immagine classica di una 


. . . . . h 
« carica puntiforme » non è piu valida. È proprio la lunghezza d’onda Compton A; = Te 


che fissa un limite inferiore alla validità della teoria classica dei campi. Il rapporto tra A. ed 
il raggio classico dell’elettrone è uguale a 


Ac _ he 


a e? 
Analogamente la teoria classica dei campi cessa di essere valida nei casi in cui l’intensità dei 
campi è circa 137 volte più piccola di Eo. Poniamo che il campo elettrico Eu crei sulla lunghez- 
za A; una differenza di potenziale che verifichi la relazione eA-Equ ® 2mc?. Trascurando i fat- 
tori numerici, ne risulta 


= 137. 


m°c3 e 1 


Ewz << 7 GP 137 


In un campo di questa intensità la coppia elettrone-positrone, virtualmente formata, sarà sepa- 
rata nei suoi costituenti, ciò che corrisponde ad una rottura del vuoto, fenomeno che la fisica 
classica considera come impossibile. 
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VI. ELETTROLITI 


$ 92. Elettrolisi e dissociazione elettrolitica 


1. Si chiamano elettroliti, nel senso generale del termine, le sostanze che 
si decompongono nei loro costituenti chimici quando sono attraversate da 
una corrente elettrica. Sono degli elettroliti numerose combinazioni tra i 
metalli ed i metalloidi quando sono allo stato fuso, nonché le sostanze soli- 
de conduttrici di corrente, come le soluzioni solide ed i cristalli ionici. Ma 
gli elettroliti più importanti dal punto di vista delle loro applicazioni tecni- 
che e scientifiche sono le soluzioni acquose di acidi, sali e di basi inorganici. - 
Considereremo soprattutto questi elettroliti. Notiamo che una soluzione ac- 
quosa non è necessariamente un elettrolita. Per esempio, le soluzioni di zuc- 
chero in acqua non lasciano passare la corrente elettrica e non sono elettro- 
liti. D’altra parte, molte soluzioni non acquose (per esempio, quelle in cui 
il solvente è alcool) possiedono proprietà elettrolitiche che tuttavia sono 
molto più deboli di quelle delle soluzioni acquose. 

La decomposizione di un elettrolita nei suoi costituenti, come effetto del 
passaggio di una corrente elettrica, è chiamata elettrolisi. I prodotti di de- 
composizione dell’elettrolita si liberano sugli elettrodi; gli elettrodi sono dei 
corpi conduttori di forma geometrica appropriata immersi nell’elettrolita e 
collegati con i poli di una batteria o di un’altra fonte di corrente continua. 
Di regola questi prodotti entrano in reazione chimica con gli elettrodi o con 
il solvente. Quindi si parla di produzione di reazioni secondarie. Queste rea- 
zioni secondarie nascosero per lungo tempo la natura dell’effetto dell’elet- 
trolisi e le sue leggi. Nello studio dell’elettrolisi si devono innanzitutto elimi- 
nare le reazioni secondarie, che complicano lo studio, al fine di concentrare 
tutta l’attenzione sulle reazioni primarie. 

2. La prima ipotesi destinata a spiegare l’elettrolisi fu elaborata da Grot- 
thuss (1785-1822) nel 1805. Secondo questa ipotesi, le molecole di soluto si 
compongono di due parti: una porta la carica positiva, mentre l’altra porta 
quella negativa. Nella soluzione sottoposta all’azione di un campo elettrico, 
una parte delle molecole del soluto si decompone per qualche ragione in 
queste parti costituenti. Queste ultime passano in soluzione sotto forma di 
particelle caricate, dette più tardi ioni. Sotto l’azione del campo elettrico gli 
ioni positivi si spostano verso l’elettrodo negativo (il catodo), mentre gli ioni 


432 


negativi si spostano verso l’elettrodo positivo (anodo). Malgrado questi spo- 
stamenti, al di fuori degli elettrodi ogni elemento di volume conterrà lo stes- 
so numero di ioni positivi e negativi. Sopprimendo il campo elettrico, gli 
ioni positivi e negativi si ricombinano per formare le molecole neutre e non 
si osserverà nessuna decomposizione chimica del soluto. La situazione è 
molto diversa vicino agli elettrodi. Raggiunti gli elettrodi, gli ioni si scarica- 
no e si liberano sotto forma di atomi neutri, che sono i prodotti della de- 
composizione del soluto. 


3. Sorge una questione: perché le molecole neutre, che si trovano in solu- 
zione, si decompongono in ioni? Si pensò, prima delle ricerche di Clausius 
(1822-1888), che ciò avvenisse per l’azione del campo elettrico applicato. 
Quindi si riteneva che il campo elettrico producesse la decomposizione del 
soluto nei suoi costituenti. Clausius fu il primo a indicare nel 1857, che se 
così fosse, a ciascuna composizione chimica dovrebbe corrispondere una in- 
tensità minima Emin del campo elettrico per sormontare l’affinità chimica. 
Più grande è l’affinità chimica, più grande dovrebbe essere il campo elettri- 
CO Emin. Con E < Enmin Non si dovrebbe trovare nessuno ione in soluzione, 
e la soluzione non potrebbe assicurare il passaggio della corrente elettrica. 
La realtà è un’altra: gli esperimenti dimostrarono che gli elettroliti verifica- 
no la legge di Ohm j = XE e quindi ogni campo elettrico, per quunto debo- 
le, determina l’elettrolisi in qualsiasi elettrolita. Per decomporre il soluto di 
un elettrolita occorre spendere una quantità di energia supplementare. Que- 
sta energia non è così piccola come si potrebbe pensare. Nell’elettrolita 
dell’acido cloridrico HCI sugli elettrodi si liberano idrogeno e cloro, che so- 
no sostanze che possiedono grande affinità chimica. Essi reagiscono con 
esplosione, e la formazione di un grammo di HCl è accompagnata dalla li- 
berazione di 600 calorie circa. Quindi se la decomposizione chimica dell’e- 
lettrolita fosse dovuta al campo elettrico, l'energia della corrente elettrica 
sarebbe stata spesa da una parte per produrre il calore di Joule, e dall’altra 
parte, per decomporre l’elettrolita. Frattanto gli esperimenti dimostrarono 
che gli elettroliti verificano la legge di Joule-Lenz, secondo la quale tutta 
l'energia della correnté elettrica viene spesa in calore. 

4. Basandosi su queste considerazioni, Clausius nel 1857 propose un’al- 
tra spiegazione dell’apparizione degli ioni nelle soluzioni. Secondo la teoria 
cinetica dei gas, di cui uno dei fondatori fu Clausius, gli atomi all’interno 
di una molecola hanno un moto termico disordinato. Generalmente l’ener- 
gia di agitazione termica è troppo debole per poter superare le forze chimi- 
che d’attrazione mutua delle parti della molecola che hanno cariche oppo- 
ste. Ma in soluzioni, le forze d’affinità chimica vengono indebolite per via 
del solvente e la molecola, almeno per un breve periodo di tempo, si disso- 
cia, ovvero si divide in ioni di segno opposto. Quando uno ione positivo ur- 
ta uno ione negativo, possono unirsi e formare una molecola neutra. Al 
contrario le altre molecole neutre possono dissociarsi in ioni. L'evoluzione 
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continua dei processi di dissociazione e di ricombinazione porta ad un equi- 
librio statistico caratterizzato dal fatto che la parte delle molecole dissociate 
resta in media costante nel tempo. Quando si applica un campo elettrico, 
gli ioni positivi e negativi si muovono in sensi opposti, conformemente alle 
idee di Grotthuss, consentendo il passaggio di una corrente elettrica e la li- 
berazione dei prodotti di decomposizione sugli elettrodi. Ne risulta che il 
campo non ha alcun rapporto con la decomposizione chimica delle moleco- 
le del soluto nei suoi costituenti. // ruolo del campo elettrico consiste unica- 
mente nel separare gli ioni positivi e negativi preesistenti e nel raccoglierli 
sugli elettrodi corrispondenti. È proprio questa la sostanza del fenomeno 
dell’elettrolisi. 

5, Svante Arrhenius (1859-1927) arrivò a conclusioni analoghe basando- 
si su considerazioni di carattere del tutto differente. Arrhenius viene consi- 
derato a pieno titolo come il fondatore della teoria della dissociazione elet- 
trolitica. Gli esperimenti dimostrarono che le soluzioni acquose dei sali, de- 
gli acidi e delle basi hanno una pressione osmotica più elevata rispetto a 
quella prevista dalla legge di Van’t Hoff. L’'abbassamento della tensione di 
vapore saturo e della temperatura di congelamento, come l’innalzamento 
del punto di ebollizione, sono per gli elettroliti maggiori di quanto prevede 
la legge di Raoult (si veda vol. II, $$ 124-126). Arrhenius concluse che le 
molecole del soluto si dissociano in ioni nelle soluzioni acquose, e giustificò 
questa conclusione mediante numerosi dati sperimentali. Secondo Ar- 
rhenius, gli ioni, che si differenziano dagli atomi neutri e dalle molecole sol- 
tanto per la presenza di una carica elettrica, possiedono proprietà del tutto 
differenti. Per esempio, l’idrogeno gassoso è quasi insolubile in acqua, men- 
tre gli ioni dell’idrogeno possono esistere in soluzione acquosa in concentra- 
zioni molto elevate. Gli ioni del sodio non reagiscono con l’acqua, mentre 
il sodio reagisce violentemente formando soda caustica. Il cloro possiede un 
odore ed un colore caratteristici, mentre i suoi ioni in soluzione non hanno 
né odore né colore. Gli ioni SO4 7, finché portano cariche negative, posso- 
no esistere soltanto in soluzione, ma non si conoscono molecole neutre di 
questa formula. 

6. Si può spiegare la dissociazione delle molecole in una soluzione pren- 
dendo come esempio la molecola di NaCl. Questa molecola polare è com- 
posta da uno ione sodio Na* positivo e da uno ione cloro CIT negativo. 
Le molecole d’acqua sono anch'esse polari e possiedono grandi momenti di- 
polari. Quando una molecola di NaCl si trova tra due molecole d’acqua, 
queste tre molecole polari cercano di orientarsi prevalentemente in modo ta- 
le che le loro estremità con cariche di segni opposti siano vicine l’una all’al- 
tra (fig. 230). Ma in tal modo le molecole d’acqua indeboliscono il legame 
tra gli ioni Na* e CI”, e l'energia del moto termico diventa sufficiente a 
dissociare la molecola NaCl. Quando gli ioni Na* e CIT si allontanano a 
distanza sufficientemente grande gli uni dagli altri, l’acqua che si trova fra 
questi ioni può essere considerata come un mezzo continuo, che indebolisce 
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la forza d’interazione mutua tra questi ioni di e volte. Questo indebolimento 
delle forze di interazione diminuisce la probabilità di ricombinazione degli 
ioni. Ne risulta che proprio i solventi con la più grande costante dielettrica 
€ debbono possedere maggiore capacità di dissociazione. In primo luogo 
l’acqua, per la quale e = 81. 

7. Si chiama coefficiente o grado di dissociazione a il rapporto tra il nu- 
mero di molecole dissociate ed il numero totale di molecole del soluto. Il 
valore di a dipende dalla concentrazione del soluto. Il carattere generale di 
questa dipendenza può essere stabilito semplicemente con l’aiuto delle con- 
siderazioni seguenti. Sia n il numero di molecole di soluto contenute nell’u- 
nità di volume della soluzione. Un numero na di molecole sono dissociate 
e le altre n(1 — a) molecole non lo sono. Le molecole dissociate possono 
ricombinarsi. Il numero medio di ricombinazioni per unità di volume nel- 
l’unità di tempo è proporzionale a (na)? e può essere rappresentato sotto 


H* 


®-0(D) 
Na” co & 


+ 





Fig. 230. 


la forma A (na). Il numero medio di atti inversi, ovvero di nuove dissocia- 
zioni è proporzionale al numero di molecole non dissociate e viene rappre- 
sentato dall’espressione Bn(1 — a). In regime stazionario il numero di ri- 
combinazioni deve essere uguale in media al numero di dissociazioni, ovve- 
ro A(na)? = Bn(1 — a). Se ne ricava che 
2 

153 = 413: (92.1) 
I coefficienti A e B, e quindi, il loro rapporto X = 2B/A variano con la tem- 
peratura e la pressione della soluzione. Se la concentrazione delle molecole 
di soluto e quindi quella degli ioni in soluzione sono piccole, si possono 
considerare gli ioni come particelle indipendenti senza interazione mutua al 
pari delle molecole di un gas perfetto. In questo caso il coefficiente K non 


. . . A °°. . 
dipende dalla concentrazione n, mentre il rapporto 1 = Varia in ragione 
inversa della concentrazione. Questo risultato è conosciuto sotto il nome di 
legge di diluizione di Ostwald (1853-1932). Quando n—0, siha---—— co, 
e quindi a + 1. Dunque nelle soluzioni infinitamente diluite tutte le mole- 
cole del soluto sono dissociate. 


La legge della diluizione di Ostwald è verificata per gli elettroliti deboli, 
ovvero per gli elettroliti con debole grado di dissociazione (a « 1). Per gli 
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elettroliti forti, il cui grado di dissociazione è vicino all’unità (a — 1), la 
legge di Ostwald non quadra con i dati sperimentali ad eccezione del caso 
delle soluzioni fortemente diluite dove questa legge porta al risultato 
corretto a = 1. La teoria moderna delle soluzioni ammette che le molecole 
degli elettroliti forti siano completamente dissociate e cerca di spiegare tutte 
le peculiarità del comportamento delle soluzioni per mezzo dell’interazione 
degli ioni fra loro e con le molecole del solvente. 


$ 93. Esempi d'elettrolisi 


1. Quando si discioglie l’acido solforico H2SO; in acqua, le sue molecole 
sì dissociano secondo l’equazione 


H2S04 # 2H* + SO7 7. 


Se si immergono nella soluzione degli elettrodi di platino collegati con i poli 
di una batteria, gli ioni idrogeno positivi H* si spostano verso il catodo e 
gli ioni negativi SO4 © verso l’anodo. Gli ioni H* si scaricano e ricombi- 
nandosi con gli elettroni liberati dal catodo, si trasformano in atomi neutri 
e dopo in molecole H.. Gli ioni SO4 © cedono gli elettroni eccedenti all’a- 
nodo e si trasformano in radicali SO4, che reagiscono immediatamente con 


l’acqua secondo l’equazione 
2S04 + 2H2:0 = 2H2S04 + O;. 


Dunque la quantità di acido solforico non varia nella soluzione; tuttavia l’i- 
drogeno si sprigiona sul catodo e l’ossigeno sull’anodo. Il risultato finale 
dell’elettrolisi si riduce alla decomposizione dell’acqua in ossigeno ed in 
idrogeno. 

2. Immergiamo in una soluzione acquosa di CuSO4 un anodo di rame 
ed un catodo di un qualunque materiale conduttore che non reagisca con 
CuSO4, per esempio carbone. Gli ioni Cu * * si dirigono verso il catodo do- 
ve si libera rame puro, mentre gli ioni SO4 © dopo la neutralizzazione reagi- 
scono con l’anodo per riformare CuSO4g: Cu + SO4= CuSO4. Quindi la 
quantità di solfato di rame in soluzione resta costante. Si potrebbe dire che 
l’elettrolisi ha come risultato il trasporto del rame dall’anodo al catodo. Il 
processo descritto viene utilizzato per la raffinazione del rame. 

3. Esaminiamo infine l’elettrolisi di una soluzione acquosa di cloruro di 
sodio NaCl. Questa elettrolisi ha la particolarità che, a seconda del materia- 
le degli elettrodi, si ottengono sia i prodotti primari che quelli secondari del- 
l’elettrolisi. Con un catodo in mercurio, il sodio metallico liberato si scioglie 
nel mercurio formando un amalgama da cui può essere facilmente estratto 
il sodio metallico. Si ottiene quindi il prodotto primario dell’elettrolisi. Se 
il catodo è in platino, il sodio che si libera reagirà subito con l’acqua for- 


436 


mando soda caustica, conformemente all’equazione 2Na + 2H.0 = 
= 2Na(0H) + Ho; l’idrogeno che è un prodotto secondario dell’elettrolisi 
si libererà sul catodo. 

4. A temperature ordinarie, il vetro non è conduttore di elettricità. Ma 
se lo si porta ad una temperatura di alcune centinaia di gradi esso presenta 
una conducibilità notevole. Ciò si dimostra con l’esperimento schematica- 
mente rappresentato in fig. 231. Si connette nel circuito, alimentato dalla re- 
te urbana, un reostato AR ed una bacchetta di vetro, le estremità A e B della 
quale sono avvolte da alcune spire di filo di rame. A temperatura ordinaria 
la resistenza della bacchetta di vetro raggiunge parecchi milioni di ohm; per 
cui chiudendo l’interruttore, attraverso il circuito passa una corrente trascu- 
rabile (microampere o meno), e la lampada di illuminazione L non si accen- 
de. Ma se si riscalda la bacchetta di vetro AB con l’aiuto di un becco a gas 
fino a 300-400 °C, la sua resistenza cala fino a qualche decina di ohm ed 
il filo della lampada L diventa incandescente. Se ora si toglie il becco a gas 
e contemporaneamente si cortocircuita la lampada ZL chiudendo l’interrut- 
tore XK, la resistenza totale del circuito diminuisce e la corrente che lo attra- 
versa aumenta. La bacchetta di vetro viene riscaldata fino al color rosso dal- 
la corrente che la attraversa, per cui la sua resistenza diminuisce ancora e 
la corrente aumenta. 


IZOV 





Fig. 231. Fig. 232. 


Quale può essere dunque la causa della conducibilità elettrica del vetro? 
Il vetro è un liquido fortemente soprafuso che possiede una viscosità molto 
grande, inoltre esso è anche un elettrolita contenente gli ioni sodio positivi 
Na*. Quando il vetro si rammolisce al riscaldamento e la sua viscosità di- 
minuisce fortemente, gli ioni nel vetro acquistano una notevole mobilità e 
diventano portatori di corrente. L'esperimento di dimostrazione seguente 
permette di darne la prova. Si versa in un crogiuolo riscaldato da un becco 
a gas (fig. 232) del salnitro del Cile NaNO; fuso, nel quale viene immersa 
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per un terzo della sua altezza l’ampolla di una lampada a incandescenza a 
vuoto (una lampada ad atmosfera gassosa non conviene). Il filo della lam- 
pada viene portato a incandescenza da una corrente continua. Un elettrodo 
di carbone a viene connesso al polo positivo del filo d’incandescenza e viene 
immerso nel bagno di salnitro. Questo elettrodo si comporta come anodo 
verso il quale tutti i punti del filo della lampada hanno un potenziale più 
basso. Il salnitro fuso è parzialmente dissociato in ioni Na* e NO; . Sotto 
l’azione della differenza di potenziale fra l’anodo ed il filo d’incandescenza 
della lampada, gli ioni Na* si spostano nel bagno fuso dall’anodo 4a verso 
l’ampolla della lampada, e quindi penetrano all’interno della lampada at- 
traverso le sue pareti. Quando gli ioni arrivano sulle pareti, essi sono neutra- 
lizzati dagli elettroni emessi dal filo incandescente e si trasformano in atomi 
neutri di sodio. Questi atomi Na vaporizzandosi, si depositano sulle parti 
più fredde della parete interna della lampada, dove si forma uno specchio 
di sodio. 


8 94. Le leggi dell’elettrolisi di Faraday e la carica elementare 


1. Lelettrolisi fu osservata per la prima volta nel 1800 da Nicholson e 
Carlisle, che decomposero l’acqua con l’aiuto di una batteria voltaica. Sette 
anni dopo Davy (1778-1829) scoprì il sodio liberandolo tramite elettrolisi da 
pezzi umidi di soda caustica. Più tardi si osservò l’elettrolisi di numerosi al- 
tri elettroliti. Nel 1833 Faraday riuscì a stabilire le leggi quantitative dell’e- 
lettrolisi dopo aver stabilito la distinzione fra i prodotti e le reazioni prima- 
rie e secondarie. Le leggi di Faraday permettono di determinare le quantità 
di prodotti primari liberati sugli elettrodi durante l’elettrolisi. Si stabiliscono 
facilmente mediante lo studio del meccanismo del fenomeno d’elettrolisi. 

Ogni ione contiene un numero intero di cariche elementari e e quindi 
la carica dello ione si esprime in valore assoluto con una espressione del tipo 
ve, dove v è un numero intero uguale alla valenza dell’elemento o della com- 
posizione chimica considerata. Poniamo che n ioni si liberino su un elettro- 
do. Il valore assoluto della carica totale di questi n ioni è allora nve. Se que- 
sti ioni si sono liberati sul catodo, le loro cariche sono neutralizzate dagli 
elettroni che arrivano al catodo attraverso i fili che lo collegano con la fonte 
di corrente. Se la liberazione degli ioni avviene sull’anodo lo stesso numero 
di elettroni viene ceduto all’anodo e questi elettroni sono trasportati via dai 
fili di connessione. In tutti e due i casi il circuito è attraversato da una quan- 
tità di elettricità g = nve. Poniamo che M sia la massa della sostanza libe- 
rata su un elettrodo, mentre m sia la massa dello ione (dell’atomo o della 
molecola). Ne risulta n = M/m e quindi M = mq/(ve). Moltiplicando il 
numeratore e il denominatore di questo rapporto per il numero d’Avogadro 


N, si ottiene 
= È (94.1) 
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dove A = Nmè il peso atomico ed Fè una costante definita dall’espressione 


F = Ne. (94.2) 


Questa costante è chiamata numero di Faraday. 

Per mettere in evidenza il significato fisico del numero di Faraday intro- 
duciamo la nozione di grammoequivalente: è il quoziente tra il peso atomi- 
co A (o del peso molecolare, se si tratta di un composto chimico) e la sua 
valenza »v. Se si pone M = A/v nella formula (94.1), si trova q = F. Ciò 
significa che il numero di Faraday è la carica che trasporta un grammoequi- 
valente di ioni durante l’elettrolisi. 

La formula (94.1) esprime le due leggi dell’elettrolisi, scoperte da Fara- 
day. Secondo la prima legge, /a massa di sostanza formatasi sugli elet: 
trodi è proporzionale alla quantità d’elettricità q, che attraversa  l’elet- 
trolizzatore (voltametro). La seconda legge afferma che questa massa è 
proporzionale all’equivalente chimico A/v. 

2. Misurando nel corso dell’esperimento M e g si può calcolare mediante 
la formula (94.1) il numero di Faraday F. Si è trovato 


F = 2,8926-10!* un. CGSE/mole = 9,6487-10% C/mole. 


Conoscendo F ed il numero di Avogadro, la formula (94.2) permette di cal- 
colare anche la carica elementare e. E proprio in questo modo il fisico ingle- 
se Stoney (1826-1911) valutò per la prima volta il valore della carica elemen- 
tare, come testimonia il rapporto letto al congresso dell’associazione Britan- 
nica nel 1874. Questo lavoro fu pubblicato soltanto nel 1881, dopo che 
Helmholtz, nel discorso dedicato alla memoria di Faraday, letto il 5 aprile 
dello stesso anno alla società Reale di Londra, espose (evidentemente in mo- 
do indipendente da Stoney) risultati identici, ottenuti nello stesso modo. In 
questo famoso discorso Helmholtz disse: 

« Se noi ammettiamo l’esistenza degli atomi degli elementi chimici, non 
possiamo evitare di fare il passo successivo ed ammettere che l’elettricità, 
sia positiva che negativa, è divisa in quantità elementari ben determinate 
che si comportano come degli atomi d’elettricità ». 


$ 95. Velocità degli ioni e conducibilità elettrica 
degli elettroliti 


1. Quando uno ione si sposta nell’elettrolita, esso è sottoposto ad una 
forza di resistenza che, nel caso di moto permanente, è proporzionale alla 
velocità dello ione. Quindi si possono caratterizzare gli ioni dell’elettrolita 
per mezzo della loro mobilità, definita dalla formula (42.14). Qui è più co- 
modo utilizzare la mobilità che è stata indicata nel $ 42 con la lettera b. Gli 
ioni positivi e negativi hanno mobilità differenti che noi indicheremo b* 
e b ; indichiamo poi u * e u7 le velocità permanenti degli ioni. Con queste 
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notazioni possiamo scrivere 
u* = b*E, u° = -b' E. (95.1) 


Le concentrazioni degli ioni positivi e negativi sono uguali perché le solu- 
zioni di elettroliti sono elettricamente neutre (con più precisione quasi- 
neutre); esse sono uguali a an, dove n è la concentrazione delle molecole 
neutre di soluto, mentre a è il grado di dissociazione. Per cui la densità di 
corrente che attraversa l’elettrolita è 


j = an(e*u* + eu”). (95.2) 


Dato che la carica di uno ione è uguale in valore assoluto a ve, essendo e 
la carica elementare e v la sua valenza, si ha 


j = anve(b* + bT)E. (95.3) 
Ne risulta la conducibilità elettrica dell’elettrolita 
\ = anve (b* + bT). (95.4) 


La concentrazione n è simultaneamente il numero di molecole neutre della 
sostanza disciolta o, il che è la stessa cosa, il numero totale di ioni di segno 
uguale (sia liberi che legati) nell’unità di volume della soluzione. Introducia- 
mo la nozione di concentrazione equivalente di soluto n, che è il numero 
di grammiequivalenti di ioni di segno uguale contenuti nell’unità di volume 
della soluzione. Dato che il grammoequivalente contiene N/v particelle, si 


ha n nv 

n= Ny 7 N’ (95.5) 
da cui nv = Nn. Inoltre secondo la formula (94.2) e = F/N. Con l’aiuto 
di queste relazioni la formula (95.4) diventa 


\ = anF (b* + b7). (95.6) 


Il rapporto della conducibilità elettrica specifica \ alla concentrazione 
equivalente 7 del soluto è chiamato conducibilità equivalente 
A = = aF (b* + b7). (95.7) 
La conducibilità equivalente Ax di una soluzione infinitamente diluita si ot- 
tiene ponendo a = l nella (95.7) (si veda $ 92, punto 7). Per cui 


Ao = F(b* +b7), (95.8) 
e quindi 
A 
a = 7, Vi (95.9) 


1) Seguendo Kohlrausch, in elettrochimica si definisce mobilità dello ione nell’elettrolita 
il prodotto Fb. La formula (95.8) significa quindi che /a conducibilità elettrica equivalente del- 
l’elettrolita infinitamente diluito è uguale alla somma delle mobilità degli ioni positivi e nega- 
tivi (nel senso di Kohlrausch). 
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In base alla misura della conducibilità elettrica equivalente, questa formula 
permette di calcolare il grado di dissociazione a della sostanza disciolta. Le 
formule (95.7) e (95.8) permettono di calcolare la somma delle mobilità de- 
gli ioni positivi e negativi. 

2. Per poter determinare i valori delle mobilità stesse b* e bT si deve 
disporre oltre alla (95.8), di un’altra equazione ancora. Questa equazione si 
stabilisce misurando la variazione di concentrazione del soluto nell’elettroli- 
ta, durante l’elettrolisi. Tali misure furono realizzate da Hittorf (1824-1914) 
negli anni cinquanta del XIX secolo. Hittorf utilizzava recipienti di varie 
forme, il cui fondo era costituito da pareti divisorie porose (pergamene, ve- 
sciche animali o piastre sottili di argilla porosa). Tutti questi recipienti veni- 
vano riempiti con l’elettrolita in esame, dopo di che venivano riuniti in un 
recipiente composto. Si otteneva dunque un recipiente unico diviso in sezio- 
ni dalle pareti porose. L’elettrolita, in tale recipiente composto, veniva sotto- 
posto a elettrolisi in condizioni in cui gli ioni potevano attraversare le pareti 
porose. Dopo l’elettrolisi il recipiente composto veniva smontato nelle sue 
sezioni e si misurava la concentrazione del soluto in ciascuna di esse. 

Supponiamo, per semplificare, che il recipiente composto abbia soltanto 
tre sezioni identiche A, 5, X (fig. 233) che all’inizio dell’esperimento conte- 
nevano lo stesso numero M di molecole di soluto. Supponiamo che durante 
l’elettrolisi dalla sezione A, AN* ioni siano passati attraverso la parete po- 
rosa AB nella sezione 8. Lo stesso numero di ioni positivi passerà da 8 in 





Fig. 233. 


K attraverso la parete BK. In seguito a questi processi il numero di ioni posi- 
tivi contenuti nella sezione B non cambia, il numero di ioni positivi conte- 
nuto in A diminuirà, e il numero di questi ioni contenuti in K aumenterà 
di AN*; quindi i numeri degli ioni positivi contenuti nelle sezioni A e K 
saranno rispettivamente uguali a 


Ni = N- ANÈ, Nî = No + AN*. 
D'altra parte, nello stesso tempo, le pareti XB e BA sono state attraversate 


da AN ioni negativi. Il numero degli ioni negativi non cambierà nella sezio- 
ne B, mentre nelle sezioni A e X essi diventeranno rispettivamente uguali a 


Na = No+AN, Nk = Me - AN. 


La sezione A racchiuderà più ioni negativi che ioni positivi, la differenza 
essendo data da Ni — NÎ = AN* + ANO. Nella sezione K al contrario 
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il numero degli ioni positivi è superiore a quello degli ioni negativi di 
Nî — Nk = AN* + AN, vale a dire che l’eccedenza è la stessa in tutti 
e due i casi. Finora non abbiamo tenuto conto dell’influenza esercitata dagli 
elettrodi. Infatti gli ioni in eccedenza si liberano sugli elettrodi, che con le 
loro cariche li neutralizzano. Il risultato è che dappertutto nella soluzione 
le quantità di ioni positivi e negativi saranno le stesse: nella sezione A ne 
resterà No — AN*, nella sezione K (No — AN ), nella sezione B No, ovvero 
il numero di ioni rimane invariato. Il numero di molecole neutre contenute 
in queste sezioni è uguale al numero di ioni. Nel caso in cui AN* # ANT 
le concentrazioni di elettrolita nelle sezioni A e K saranno differenti. Ponia- 
mo che la concentrazione iniziale sia uguale all’unità. In seguito all’elettroli- 
si le concentrazioni medie diventano uguali a 


_ + + 
ca = MOTAN = 1- AN (nella sezione A), 
Ck = AE =1- UE (nella sezione K). 


Nella sezione B la concentrazione dell’elettrolita resta invariata. Da queste 
espressioni risulta 


1 _ + 
TÉ = N (95.10) 


Esprimiamo ora il rapporto AN*/AN in funzione delle velocità e delle 
mobilità degli ioni positivi e negativi. Esaminiamo nell’elettrolita una sezio- 
ne arbitraria S. Si potrà definire allora AN* come il numero di ioni positivi 
e ANT come il numero di ioni negativi che hanno attraversato la sezione 
S durante l’elettrolisi. È evidente che AN* è proporzionale al flusso degli 
ioni positivi e AN al flusso degli ioni negativi, ovvero a |n*e*u*dS e 

neu” dS rispettivamente. Dato che l’elettrolita è neutro ([n*e*| = 
= |n7 e” |) queste correnti sono proporzionali alle velocità degli ioni u* e 
u. Per cui si ha 


t__dD_ = _ A. (95.11) 


Hittorf introdusse al posto del rapporto delle velocità o delle mobilità i due 
seguenti rapporti 


xt = b* _ 1- ca 
° bF+b 7 (+) 
db +D cat ek (95.12) 
xo = b _ 1- CK 
b* + b° 2-(ca+cx)’ 
che chiamò numeri di trasporto degli ioni. È ovvio che x* + x7 = 1. 


3. Misurando le concentrazioni delle soluzioni prima e dopo l’elettrolisi, 
Hittorf constatò che nell’acido cloridrico lo ione idrogeno si sposta quasi 
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5 volte più velocemente dello ione cloro. La misura della conducibilità elet- 
trica dell’elettrolita permette invece di calcolare, secondo la formula (95.8), 
la somma delle mobilità b* + b7, e dopo i valori di ciascuna di queste mo- 
bilità b* e b7. Gli esperimenti hanno dimostrato che /a mobilità di un 
qualunque ione nell’elettrolita è indipendente dalla natura degli altri ioni 
che si trovano in soluzione. Questo risultato sperimentale è dovuto a Frie- 
drich Kohlrausch (1840-1910) ed è chiamato /egge di Kohlrausch dell’indi- 
pendenza del moto degli ioni. Questa legge può essere considerata come una 
conferma dell’ipotesi di Arrhenius secondo la quale gli ioni che si trovano 
in soluzione non sono più legati fra di loro, ma sono completamente disso- 
ciati tanto che si spostano indipendentemente gli uni dagli altri. La legge 
di Kohlrausch è valida soltanto per le soluzioni diluite. Se la concentrazione 
degli ioni in soluzione diventa notevole, la loro mobilità comincia a dipen- 
dere sia dalla concentrazione che dalla natura degli altri ioni che si trovano 
nella soluzione. Quando la concentrazione cresce la mobilità degli ioni di- 
minuisce, benché abbastanza moderatamente. 


Tavola 3 


Mobilità degli ioni nelle soluzioni acquee 
di debole concentrazione a 18 °C 


Mobilità Mobilità 
1073 cm?/(s-V) 1073 cm?/(s-V) 





La tavola 3 mostra che le mobilità degli ioni sono generalmente molto 
piccole. Lo ione H * è quello che possiede la più grande mobilità, ma persi- 
no questo ione si sposta soltanto di 12 cm all’ora in un campo E = 1 V/cm. 
L’esame della tavola porterebbe a supporre che il raggio dello ione Li* sia 
più grande di quello dello ione Na *, e che il raggio di quest’ultimo sia più 
grande del raggio dello ione K *. In realtà i raggi degli atomi dei metalli al- 
calini variano nell’ordine inverso. Questo fatto viene spiegato così: in solu- 
zione gli ioni sono idratati, ovvero sono circondati da uno strato di moleco- 
le d’acqua che li accompagna durante il loro spostamento (si veda vol. II, 
$ 122). Questa idratazione è dovuta alle forze elettriche, che gli ioni esercita- 
no sulle molecole del mezzo circostante. Fra i metalli alcalini è lo ione litio 
che crea il campo elettrico più intenso, ed è per questo che esso è idratato 
nel modo più forte. Le mobilità degli ioni polivalenti, che portano cariche 
diverse, per esempio Fe * * e Fe* * *, non sono proporzionali alle loro cari- 
che, come potrebbe sembrare a prima vista. Anche questo risultato può es- 
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sere spiegato con la loro idratazione poiché gli ioni di valenza più elevata 
sono idratati in modo più forte. 

4. Nernst (1864-1941) dimostrò in modo palese il moto degli ioni che co- 
loravano la soluzione. Si versa nella parte inferiore di un tubo a U (fig. 234) 
una soluzione color viola di permanganato di potassio KMn0O4 ad una con- 
centrazione 7 = 0,003 grammoequivalente per cm?. Sopra questa soluzione 
colorata si versa una soluzione incolore di nitrato di potassio KNO; alla 
stessa concentrazione equivalente. Queste operazioni devono essere realizza- 
te in modo molto minuzioso in modo tale che la frontiera tra le due soluzio- 
ni sia molto netta. Si utilizzano a questo scopo dei artifici speciali, che non 





descriviamo qua. In soluzione il sale KNO; si dissocia in ioni K* e NO;, 
mentre il sale KMnO; in ioni K * e Mn0O4. Quando si fa passare una corren- 
te elettrica attraverso la soluzione, gli ioni K * si spostano in entrambe le 
soluzioni verso il catodo. Arrivati al catodo essi si neutralizzano; gli atomi 
di potassio reagiscono con l’acqua e liberano idrogeno. Dato che questi ioni 
non sono colorati non possiamo osservare il loro moto. Quanto agli ioni 
Mn04, essi colorano la soluzione in viola e si spostano verso l’anodo. Quin- 
di si osserva un’abbassamento della frontiera colorata dalla parte del cato- 
do, mentre dalla parte dove si trova l’anodo ha luogo un innalzamento di 
tale frontiera. La velocità di spostamento della frontiera fra le due soluzioni 
è uguale alla velocità degli ioni MnO4 e può essere direttamente misurata. 
Se la lunghezza del tubo a U è uguale a 10 cme se la differenza di potenziale 
applicata agli elettrodi è uguale a 50 V, la frontiera colorata si sposterà di 
0,45 cm in 3 minuti in ciascuna delle due parti di tubo in modo tale che la 
differenza di livello sarà quasi di 1 cm. 


Problemi 


1.-Calcolare l'equivalente elettrochimico dell’argento, ovvero la quantità dell’argento libe- 
rata durante l’elettrolisi dopo il passaggio di una quantità d’elettricità uguale a un coulomb. 
Peso atomico dell’argento A = 108. 


444 


Risposta. K = È = 1,18-1073 g/C. 


2. Conoscendo l’equivalente elettrochimico dell’argento calcolare l’equivalente elettrochi- 
mico del rame. Il peso atomico del rame è uguale a 63,5. 

VAZ Acu 1 Acu -3 

Risposta. Xcu = —_ Mg = — Kag = 0,328-107° g/C. 
VCu Aay 2 A AZ 

3. Utilizzando i dati numerici della tavola 3, relativi alle mobilità degli ioni negli elettroliti, 
calcolare la conducibilità elettrica equivalente A» a 18 °C di una soluzione infinitamente dilui- 
ta di sale da cucina NaCl. 

Risposta. A» = F(b* + b7) = 109 cm°/(ohm-greq). 

4. La resistività elettrica (resistenza specifica) di una soluzione al 10% di NaCl (0,1 g di 
NaCl in 1 cm? di soluzione) a temperatura ambiente è g = 8,35 ohm-cm. Calcolare la concen- 
trazione equivalente 7, la conducibilità elettrica equivalente A e il grado di dissociazione a di 
questa soluzione. I pesi atomici di Na e di CI sono rispettivamente Ana = 23, Aci = 35,5. 








Risposta. 
m 
= — _—_—___ = 1,71-107 «eq-cm?), 
n An + Aq 107° 8/(gr.eg-cm°) 
A = tu 70 cm°/(ohm-gr.eg), 
07 
A 
= —_ = 0,64 
© Ao 


(m = 0,1 g è la massa di sale contenuto in 1 cm’ di soluzione). 

S. La più pura acqua a 18 °C possiede una conducibilità elettrica \ = 3,8x 
x 107? ohm 7*-cm 7". Ammettendo che la conducibilità dell’acqua sia dovuta alla dissocia- 
zione della molecola H;0 in ioni H* e (OH), calcolare il grado di dissociazione dell’acqua 
a questa temperatura. 

Soluzione. Nel caso di una dissociazione completa dell’acqua la conducibilità elettrica 
equivalente sarà As = F(b* + b7) = 488 cm°/(ohm-gr.eg). La concentrazione equivalente 
n = m/M, dovem = 1gèla massa di un cm’ d’acqua, M = 18 è il peso molecolare dell’acqua. 
La conducibilità equivalente reale dell’acqua è A = \/7 = 6,8-107” cm°/(ohm-gr.eq). Il grado 
di dissociazione a = A/A» = 1,4-107?. Un grado di dissociazione così piccolo non permette 
di decomporre l’acqua pura per elettrolisi. A questo fine si deve prima addizionare all’acqua 
per esempio dell’acido solforico per aumentare la sua conducibilità. 


$ 96. Pile galvaniche e accumulatori 


1. Abbiamo esposto nel $ 43 la teoria di una pila di concentrazione dove 
la corrente elettrica appare per il fatto dell’esistenza di un gradiente di con- 
centrazione nella soluzione. Abbiamo dimostrato che la forza elettromotri- 
ce di una pila di concentrazione è molto piccola, tanto che queste pile non 
presentano alcun interesse in pratica. Tuttavia la teoria di questa pila pre- 
senta un interesse di principio, perché i processi che hanno luogo sono tal- 
mente semplici che è facile comprendere come una corrente elettrica possa appa- 
rire negli elementi galvanici, di chiarire la nozione di forze di origine non 
elettrica e generalizzare la legge di Ohm al caso in cui queste forze sono pre- 
senti. Ci proponiamo di descrivere in breve i processi che determinano il 
funzionamento delle pile galvaniche utilizzate in pratica. 
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2. Se si immerge un pezzo di un metallo qualunque, per esempio di zin- 
co, nell’acqua, al primo istante tale sistema non sarà in equilibrio. Il reticolo 
cristallino dello zinco è costituito da ioni positivi Zn* *. Gli ioni zinco, 
strappati dal reticolo cristallino sotto l’azione delle molecole d’acqua forte- 
mente polari, cominceranno'a passare nello strato d’acqua che bagna la su- 
perficie del pezzo di zinco. Perdendo ioni positivi il pezzo di zinco acquiste- 
rà una carica negativa, mentre l’acqua acquisterà una carica positiva. Alla 
frontiera del metallo e dell’acqua appare un sottile strato superficiale chia- 
mato doppio strato elettrico, all’interno del quale sorgerà un campo elettri- 
co diretto dall’acqua verso il metallo. Questo campo ostacolerà il passaggio 
di nuovi ioni metallici nell’acqua e favorirà il loro ritorno nel metallo. Si sta- 
bilirà un equilibrio statistico, in cui il numero di ioni che passano dal metal- 
lo nell’acqua, in media, sarà uguale al numero di ioni che ritornano dall’ac- 
qua nel metallo. La stessa cosa accadrà se si immerge un metallo in una so- 
luzione acquosa di uno dei suoi sali, per esempio zinco in una soluzione di 
solfato di zinco ZnSO4. In soluzione ZnSO4 si dissocia in ioni Zn* * e 
SO7 7. Gli ioni Zn* *, che esistono in soluzione per via della dissociazione 
elettrolitica del sale, non sono differenti in nessun modo dagli ioni prove- 
nienti dal metallo. L'aumento della concentrazione di ioni Zn* * nella solu- 
zione favorisce evidentemente il loro passaggio nel metallo e rende più diffi- 
cile il processo inverso. Per cui lo zinco immerso in una soluzione di ZnSO4, 
benché riceva una carica negativa, avrà una carica più piccola che in acqua 
pura. La differenza di potenziale che si stabilirà una volta trovato l’equili- 
brio tra metallo e soluzione, dipenderà dalla temperatura, dalla pressione 
e dalla concentrazione della soluzione. Tuttavia per una stessa concentrazio- 
ne degli ioni di metallo nella soluzione, questa differenza di potenziale non 
dipende dalla presenza nella soluzione di altri ioni, a condizione che essi 
non si depositino sul metallo, in altre parole non partecipino al processo 
di scambio ionico tra la soluzione ed il metallo. Se si immerge, per esempio, 
un pezzo di zinco prima in una soluzione ZnSO4, e dopo in una soluzione 
di ZnCl,, si otterrà in tutti e due i casi la stessa differenza di potenziale tra 
lo zinco e la soluzione, a condizione che la concentrazione di ioni Zn* * 
sia la stessa nelle due soluzioni. 

Quando si immerge un metallo in una soluzione di uno dei suoi sali, es- 
so non riceve sempre una carica negativa. Se si immerge, per esempio, un 
pezzo di rame in una soluzione di solfato di rame CuSO4, gli ioni Cu* * 
cominceranno a scaricarsi sul rame, comunicandogli una carica positiva. Il 
doppio strato elettrico che si forma alla frontiera rame — soluzione, è ora 
tale che le sue cariche positive puntano verso il rame e le cariche negative 
verso la soluzione. Il campo elettrico in tale strato sarà orientato dal rame 
verso la soluzione. In condizioni di equilibrio il pezzo di rame è carico posi- 
tivamente e la soluzione è carica negativamente. 

Dunque quando si immerge un metallo nell'acqua oppure in una solu- 
zione acquosa contenente ioni dello stesso metallo, un doppio strato elettri- 
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co appare alla frontiera metallo-soluzione e quindi sorge una differenza di 
potenziale tra il metallo e la soluzione. Il valore di questa differenza di po- 
tenziale dipende dalla natura del metallo, dalla concentrazione degli ioni di 
questo metallo nella soluzione e dipende in misura relativamente debole 
dalla temperatura e dalla pressione. 

3. Quando si cerca di misurare la differenza di potenziale fra un elettro- 
do metallico e l’elettrolita nel quale esso è immerso, si riscontra la seguente 
difficoltà. Per connettere un voltmetro tra l’elettrodo in esame e l’elettrolita, 
si deve connetterlo a un secondo elettrodo, immerso nello stesso elettrolita. 
Ma anche tra l’elettrolita ed il secondo elettrodo appare una differenza di 
potenziale, per cui il voltmetro non indicherà più la differenza di potenziale 
che ci interessa, bensì la differenza di potenziale tra due elettrodi differenti 
immersi nello stesso elettrolita. Tuttavia per calcolare la forza elettromotrice 
di una pila galvanica, è sufficiente conoscere le differenze di potenziale fra 
i suoi elettrodi. Dato che queste differenze di potenziale non dipendono dal 
corpo rispetto al quale si determinano i potenziali degli elettrodi stessi, si 
possono adottare i valori dei potenziali misurati in rapporto ad un corpo 
qualunque adottato come elettrodo di riferimento. A questo fine si utilizza 
l'elettrodo a idrogeno normale costituito da un elettrodo in platino platina- 
to ” immerso in una soluzione normale contenente igni idrogeno (per esem- 
pio, soluzione di acido solforico) e circondato da un flusso d’idrogeno gas- 
soso alla pressione di 1 atmosfera; l’elettrodo a idrogeno e l’elettrodo al qua- 
le esso è accoppiato devono trovarsi alla stessa temperatura. (È chiamata so- 
luzione normale o soluzione di concentrazione normale una soluzione con- 
tenente un grammoequivalente di ioni metallici o di ioni idrogeno per litro 
di soluzione.) Il potenziale dell’elettrodo in esame rispetto al potenziale del- 
l’elettrodo a idrogeno normale è chiamato potenziale d’elettrodo. Se la solu- 
zione nella quale è immerso l’elettrodo in questione è normale, il potenziale 
d’elettrodo è detto normale; viene indicato con Va. Nella tavola 4 vengono 
indicati i valori di V, per alcuni elettrodi. Nella tavola 4 si indicano anche 
gli ioni che l’elettrodo scambia con la soluzione in cui è immerso. Quest’ulti- 
ma indicazione è necessaria, poiché il potenziale d’elettrodo normale dipen- 
de non soltanto dalla natura del metallo, ma anche dal valore della carica 
dei suoi ioni che si trovano in soluzione (per esempio Cu* e Cu* *). 

Con l’aiuto dei dati riportati, si può calcolare approssimativamente il 
potenziale d’elettrodo V. anche nel caso in cui la concentrazione dell’elettro- 
lita differisca da quella normale. In effetti, si ha V: = Vn+(V:- N). La 
differenza dei potenziali (V: — Va) si può calcolare con l’aiuto della teoria 
degli elementi a gradiente di concentrazione, a condizione che le concentra- 
zioni non siano troppo grandi. Per questo è sufficiente porre nella formula 
(44.13) che una delle mobilità B* o BT è nulla (poiché ora la differenza di 


1) È un elettrodo in platino liscio ricoperto per elettrolisi di nero di platino, cioè platino 
finemente suddiviso. 
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potenziale d’equilibrio V: — Va è dovuta a ioni dello stesso segno). Così si 
ottiene V: — V., = KT In c(ve), dove ve indica la carica dello ione (e è la 
carica elementare e v è un numero intero; per gli ioni positivi v > 0 e per 
gli ioni negativi v < 0). Si prende come unità di concentrazione c la concen- 
trazione d’una soluzione normale. Quindi 


_ KT _ RT 
Vi = Va + De. Inc = Va + DEF Inc. (96.1) 


4. Un elettrodo immerso in una soluzione elettrolitica costituisce un co- 
siddetto semielemento. L'associazione di due semielementi costituisce un 
elemento galvanico. A titolo d’esempio si può citare la pila Daniell, che si 
compone di un elettrodo di zinco, immerso in una soluzione di ZnSO4 e di 
un elettrodo di rame immerso in una soluzione di CuSO4. Un cilindro poro- 
so in argilla non cotta separa le due soluzioni. Le pareti del cilindro non 
ostacolano lo spostamento degli ioni, ma impediscono che le soluzioni si 


mescolino. 
Tavola 4 


Valori dei potenziali d’elettrodo normali a 25 °C 





La differenza di potenziale misurata tra gli elettrodi a circuito aperto è 
chiamata forza elettromotrice della pila (si veda $ 44). Essa è approssimati- 
vamente uguale alla differenza dei potenziali d’elettrodo degli elettrodi posi- 
tivo e negativo. Supponiamo per esempio che le due soluzioni di ZnSO4 e 
CuSO, nella pila Daniell siano di concentrazione normale. Nella tabella dei 
potenziali d’elettrodo troviamo che il potenziale d’elettrodo dello zinco è 
uguale a — 0,763 V e quello del rame a +0,337 V. Quindi la forza elettromo- 
trice della pila Daniell sarà uguale a é = 0,337 — (—- 0,763) = 1,10 V. Ab- 
biamo trascurato in questo calcolo la differenza di potenziale di diffusione 
che appare alla frontiera delle due soluzioni, poiché questa è piccola e di 
solito non supera 0,03 V (si veda problema 2 al $ 44). 

Nella pila di Volta (1745-1827) i due elettrodi, uno in rame e l’altro in 
zinco, sono immersi nella stessa soluzione di acido solforico H2S04. Nell’i- 
stante iniziale questo elettrolita non contiene né ioni rame né ioni zinco, ma 
in seguito queste due specie di ioni appaiono in soluzione in modo tale che 
questo caso non differisce in linea di principio dal caso precedente. 
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Quando si collegano gli elettrodi di una pila Daniell con un filo condut- 
tore, questi sarà attraversato dagli elettroni che vanno dall’elettrodo negati- 
vo (zinco) verso quello positivo (rame): ciò porta ad una diminuzione in va- 
lore assoluto delle loro cariche. L'equilibrio tra gli elettrodi e gli elettroliti 
sarà rotto. Essendo meno fortemente attirati dall’elettrodo negativo (zinco), 
gli ioni Zn* * cominceranno a passare in soluzione e là si sposteranno verso 
l'elettrodo positivo (rame). L’elettrodo positivo (rame) respingerà meno 
energicamente gli ioni Cu * *, che si scaricheranno e si depositeranno sull’e- 
lettrodo positivo. Per quanto riguarda gli ioni SO4 © ce ne saranno pochi 
presso l’elettrodo negativo e in eccedenza presso l’elettrodo positivo. In bre- 
ve, una corrente elettrica circolerà nel circuito esterno che va dal rame verso 
lo zinco, e nell’elettrolita questa corrente andrà dallo zinco verso il rame. 
In conseguenza lo zinco si discioglierà ed il rame si depositerà sull’elettrodo 
positivo. Il numero totale di ioni SO4 © che si trovano in soluzione resterà 
costante, essendo la loro concentrazione più grande presso l’elettrodo di zin- 
co e più piccola presso quello di rame. 

5. Il passaggio della corrente elettrica attraverso le pile galvaniche può 
provocare la formazione di prodotti secondari, che si sprigionano sugli elet- 
trodi, nonché l’apparizione di gradienti di concentrazione nell’elettrolita. 
Questi effetti secondari fanno apparire una forza elettromotrice supple- 
mentare che è diretta contro la forza elettromotrice della pila stessa e che 
la indebolisce. Questo fenomeno è chiamato polarizzazione elettrolitica o 
polarizzazione delle pile galvaniche. Prendiamo per esempio la pila di Volta 
(elettrodi in zinco ed in rame in una soluzione d’acido solforico). Quando 
si chiude il circuito della pila, gli ioni positivi H * si spostano verso l’elettro- 
do di rame e là si depositano. Dopo un periodo prolungato di funzionamen- 
to, l'elettrodo di rame si comporta come se fosse sostituito dall’elettrodo a 
idrogeno, che ha la proprietà di emettere ioni H * nella soluzione e di creare 
così una forza elettromotrice supplementare diretta inversamente alla forza 
elettromotrice della pila stessa. Il potenziale d’elettrodo dell’idrogeno è di 
0,337 V più piccolo del potenziale d’elettrodo del rame (si veda tav. 4). Per 
questa ragione la forza elettromotrice della pila diminuisce all’incirca della 
stessa quantità. Inoltre lo strato d’idrogeno che si forma sull’elettrodo di ra- 
me fa aumentare la resistenza interna della pila. Questi fattori determinano 
una diminuzione dell’intensità di corrente nel circuito, ovvero la polarizza- 
zione della pila. 

Per eliminare l’influenza nociva della polarizzazione delle pile, si potreb- 
be espellere l’idrogeno e gli altri prodotti nocivi, che si depositano sugli elet- 
trodi, mediante mescolamento meccanico dell’elettrolita. Ma tale processo 
sarà efficace solo nel caso in cui la polarizzazione venga determinata da 
gradienti di concentrazione degli elettroliti. In tutti gli altri casi esso è poco 
efficiente. Sono più efficienti altri due processi di depolarizzazione delle pi- 
le che si utilizzano in pratica. Il primo consiste nello scegliere degli elettroli- 
ti liquidi tali che, durante il funzionamento della pila, la composizione degli 
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elettrodi non venga alterata. Tale processo si utilizza per esempio nella pila 
Daniell. Dato che il rame si deposita sull’elettrodo di rame, questo elettrodo 
conserva le sue proprietà durante il funzionamento della pila. L’elettrodo di 
zinco si discioglie, per cui la sua composizione non varia. 

Il secondo processo di depolarizzazione delle pile galvaniche è un pro- 
cesso chimico. Si aggiungono all’elettrolita delle sostanze suscettibili di rea- 
gire energicamente con i prodotti, che determinano la polarizzazione. Così, 
per ridurre l’influenza nociva dell’idrogeno, che si sprigiona sul catodo, si 
utilizzano in qualità di depolarizzanti diverse sostanze ossidanti, e per com- 
battere l’influenza nociva dell’ossigeno che si sprigiona sull’anodo si utiliz- 
zano dei riduttori. Il processo di depolarizzazione chimica è utilizzato per 
esempio nella pila Leclanchée. L’elettrodo positivo è costituito da una sbarra 
di carbone circondato da una massa pressata di biossido di manganese 
MnO),, e di grafite (quest’ultima viene aggiunta per aumentare la conducibi- 
lità elettrica). Questa massa a sua volta è circondata da un foglio di zinco 
che ha il ruolo d’elettrodo negativo. L'insieme è immerso in una soluzione 
acquosa di cloruro d’ammonio NH4aCI. La forza elettromotrice della pila 
Leclanché è leggermente inferiore a 1,5 V. Dall’elettrodo di zinco, lo zinco 
passa in soluzione come ione Zn* * e questo elettrodo si carica negativa- 
mente. Gli ioni NHs4' si scaricano sull’altro elettrodo che prende una carica 
positiva e vi si accumulano. Quindi hanno luogo le reazioni secondarie 

2NH4 = 2NH3 + 2H, 


2H + Mn0O; = H.0 + Mno, 


2NH; + 2H:0 2NH4(0H). 


Essendo un ossidante potente, il biossido di manganese MnO); ossida l’idro- 
geno liberatosi formando acqua, come indica la seconda di queste reazioni. 
La pila Leclanché è fabbricata sotto forma di pila a secco; la soluzione elet- 
trolitica è immobilizzata in gelatina da agenti addensanti come fecola o 
agar. Per impedire l’evaporazione dell’acqua la pila viene ricoperta con uno 
strato di catrame. 

6. La polarizzazione elettrolitica si manifesta non soltanto nelle pile gal- 
vaniche, ma anche durante l’elettrolisi. Per esempio, se si immergono in una 
soluzione d’acido solforico due elettrodi di platino, collegati ad una fonte 
di corrente, durante l’elettrolisi l'idrogeno sarà liberato al catodo e l’ossige- 
no sarà liberato all’anodo (si veda $ 93). Quanto più questi gas si accumula- 
no, tanto più aumentano le loro pressioni parziali. Quando queste pressioni 
diventano uguali alla pressione atmosferica, delle bolle d’idrogeno e di ossi- 
geno saliranno lungo gli elettrodi. Quando si stacca il voltametro, si vede 
che uno degli elettrodi è coperto di idrogeno e l’altro d’ossigeno. Gli elettro- 
di sono polarizzati, poiché l’idrogeno ha carica positiva, mentre l’ossigeno 
ha carica negativa. Collegando gli elettrodi con un filo conduttore, l’elettro- 
lita viene attraversato da una corrente elettrica di senso inverso a quello che 
passava durante l’elettrolisi, mentre l’idrogeno e l’ossigeno ritornano nell’e- 
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lettrolita sotto forma di ioni. Quando i gas accumulati saranno consumati, 
la f.e.m. si annulla e nel circuito non circolerà più alcuna corrente. 

In alcuni casi particolari non si ha f.e.m. di polarizzazione, per esempio 
nei casi in cui due elettrodi di rame sono immersi in una soluzione di 
CuSO4. Durante l’elettrolisi uno degli elettrodi si discioglie, mentre l’altro 
si copre di rame. Dato che la composizione degli elettrodi non cambia, essi 
non si polarizzano; ad essere più precisi, appare una polarizzazione deter- 
minata dalla variazione delle concentrazioni dell’elettrolita vicino agli elet- 
trodi (cfr. $ 95). Ma la f.e.m. che ne risulta è molto piccola. 

Vogliamo vedere ora l’influenza che la f.e.m. di polarizzazione esercita 
sull’elettrolisi. Supponiamo, per esempio, di sottoporre ad elettrolisi l’acido 
cloridrico HCI usando elettrodi di platino ai quali si applica una debole ten- 
sione V, per esempio V = 0,5 V. Idrogeno e cloro si accumulano sugli elet- 
trodi e la f.e.m. di polarizzazione aumenta. Quando essa diventa uguale a 
0,5 V, la corrente cessa di passare. Supponiamo ora che la tensione V au- 
menti lentamente. Quindi aumentano anche le quantità di gas che si libera- 
no sugli elettrodi. Quando le pressioni parziali dei gas diventano uguali alla 
pressione atmosferica, essi vengono espulsi sotto forma di bolle. A partire 
da questo momento la composizione degli elettrodi non cambia più e la 
f.e.m. di polarizzazione raggiunge il suo valore limite Vo, uguale alla diffe- 
renza dei potenziali tra il cloro e l’idrogeno: Vo = 1,36 V. La corrente. 7che 
attraversa l’elettrolita è determinata dalla differenza di potenziale efficace 

V — Vo. Essa è uguale a vv 
— Wo 
I=TRI 
dove R è la resistenza dell’elettrolita tra gli elettrodi. Affinché l’elettrolisi 
prosegua in modo continuo si deve applicare al voltametro una tensione 
esterna V superiore alla « tensione di soglia » Vo. Questo valore di soglia 
è la fensione di decomposizione dell’elettrolita. 

In realtà, a seconda della natura delle reazioni elettrochimiche che si svi- 
luppano sugli elettrodi, la tensione di decomposizione dell’elettrolita è gene- 
ralmente superiore alla f.e.m. di polarizzazione. Questo effetto è chiamato 
effetto di sovratensione. Per esempio, il potenziale d’elettrodo dell’ossigeno 
in rapporto all’idrogeno è uguale a +1,23 V. Ci si potrebbe quindi aspettare 
che la tensione di decomposizione dell’acido solforico sia uguale a 1,23 V; 
ma nei fatti l’esperienza fornisce il valore di 1,64 V. 

7. Una varietà importante delle pile galvaniche sono gli accumulatori o 
pile galvaniche secondarie. Le sostanze che vengono consumate durante il 
passaggio della corrente sono prodotte negli accumulatori per elettrolisi. Il 
più diffuso è l’accumulatore al piombo. Questo accumulatore è composto 
di due piastre di piombo, che presentano degli alveoli, riempiti di pasta co- 
stituita di PbO ed acqua; le piastre sono immerse in acido solforico al 30% 
(densità 1,2 g/cm*). In seguito alla reazione PbO +H2S04 = 
= PbSO4 + H20 le piastre si coprono di uno strato di PbSO4 poco solubi- 
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le. Affinché l’accumulatore possa funzionare come generatore di corrente si 
deve procedere alla sua carica; a questo fine si fa passare una corrente elet- 
trica attraverso l’accumulatore. Gli ioni H* si spostano verso il catodo, do- 
ve si scaricano ed entrano in reazione PbSO4 + 2H = Pb + H2S04. Gli io- 
ni negativi SO4 © dopo aver raggiunto l’anodo si scaricano e reagiscono se- 
condo l’equazione PbSO4 + SO4 = Pb(SO4):; subito si produce la reazione 
reversibile Pb(SO4)2: + 2H20 # 2PbO; + 2H2S04. Quindi dopo la carica 
il catodo dell’accumulatore si trasforma in una massa spugnosa di piombo 
metallico, mentre l’anodo si trasforma in biossido di piombo PbO:. Duran- 
te la carica la concentrazione di H.S04 aumenta. Quando si stacca la fonte 
di corrente esterna, si ottiene una pila galvanica ad anodo di PbO:; ed a ca- 
todo di piombo. Se si lascia questo elemento a circuito aperto, esso può ri- 
manere allo stato carico per un periodo assai lungo. Quando si chiude il cir- 
cuito di un accumulatore carico mediante un conduttore, il circuito viene 
percorso da una corrente di senso opposto a quello della corrente di carica 
e l’accumulatore comincia a scaricarsi. Gli ioni negativi SO4 © della solu- 
zione si scaricano sul catodo di piombo e reagiscono secondo l’equazione: 
Pb + SO4 = PbSO4. Sull’anodo si sviluppa la reazione reversibile PbO. + 
+ 2H2S04 # Pb(S04). + 2H20. Gli ioni positivi della soluzione si scarica- 
no sull’anodo di PbO. e reagiscono secondo l’equazione Pb(SO4),, + 
+ 2H = PbSO4 + H2S04. Per via di queste reazioni la concentrazione d’a- 
cido solforico diminuisce. In fin dei conti l’accumulatore ritorna al suo sta- 
to iniziale: ambedue le sue piastre saranno costituite di PbSO4, mentre la 
concentrazione di H2S0O4 riprenderà il suo valore iniziale. Affinché l’accu- 
mulatore possa di nuovo dare una corrente, si deve ricaricarlo. 

Alla fine della carica la f.e.m. dell’accumulatore al piombo può raggiun- 
gere 2,7 V. Essa diminuisce durante la scarica: prima rapidamente fino a cir- 
ca 2,2 V, e dopo molto lentamente fino a 1,85 V. Si deve allora fermare la 
scarica per evitare che le piastre si coprano di uno strato di PbSO4 poco so- 
lubile, perché ciò danneggia l’accumulatore. 

Si chiama capacità di un accumulatore la carica elettrica massima che 
esso può restituire durante la scarica; la si misura generalmente in ampere- 
ora. La capacità è tanto più grande quanto più grande è la superficie degli 
elettrodi. Per questa ragione le piastre sono fabbricate non in piombo mas- 
siccio, ma a forme di reticolo da alveoli. 

Attualmente si utilizzano largamente anche differenti tipi di accumula- 
tori alcalini. Uno degli elettrodi è in ferro, l’altro è in nichel. L’elettrolita è 
una soluzione al 20% di K(OH). Quando l’accumulatore è carico, l’anodo 
si compone di idrossido di nichel Ni(OH); ed il catodo di ferro metallico. 
La f.e.m. degli accumulatori alcalini è di — 1,3 V. A parità di peso la loro 
capacità è più grande di quella degli accumulatori al piombo. 
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VII. CORRENTI ELETTRICHE NEI METALLI, 
NEI SEMICONDUTTORI E NEL VUOTO 


$ 97. Inerzia degli elettroni nei metalli 


1. Abbiamo già detto varie volte che nei metalli i portatori di corrente 
sono elettroni liberi, ovvero degli elettroni collegati in misura relativamente 
debole con gli ioni del reticolo cristallino del metallo. Nei metalli gli ioni 
non partecipano al trasporto di elettricità. Se così non fosse, il passaggio 
di una corrente elettrica attraverso il metallo porterebbe all’elettrolisi ed al 
trasporto di materia; ma nei fatti ciò non si osserva. Riecket (1845-1915) fece 
passare per un anno una corrente elettrica attraverso tre cilindri sovrappo- 
sti, rispettivamente di rame, alluminio ed ancora rame. Malgrado che la ca- 
rica totale, fatta passare attraverso questi cilindri per tutto il tempo indicato 
raggiungesse circa 3,5 milioni di coulomb, non si osservò nessuna interpene- 
trazione dei metalli ed il peso dei cilindri restò costante a meno di +0,03 
mg. 

2. Si arriva a conclusioni ancora più precise sulla natura dei portatori 
di corrente nei metalli mediante gli esperimenti in cui la corrente viene ecci- 
tata unicamente da forze d’inerzia. Per farsi un'idea chiara di tali esperi- 
menti, consideriamo un anello di filo sottile che gira intorno al proprio asse 
geometrico in modo irregolare. Durante l’accelerazione del moto di rotazio- 
ne, gli elettroni liberi risultano in ritardo rispetto agli ioni del reticolo cri- 
stallino del metallo e durante il rallentamento essi risultano in anticipo. Poi- 
ché gli elettroni sono allora in movimento in rapporto al reticolo cristallino, 
essi assicurano il passaggio di una corrente elettrica. Per poter dare una de- 
scrizione quantitativa del fenomeno, conviene utilizzare un sistema di riferi- 
mento che ruota insieme con l’anello. In questo sistema apparirà una forza 
d’inerzia Fin che agisce su ogni elettrone libero. Dividendo questa forza per 
la carica dell’elettrone e, si ottiene il campo elettrico d’origine estranea 


F; . , . x 
ESS — ra che eccita la corrente elettrica. Dato che la corrente eccitata è 


alternata, si deve scrivere la legge di Ohm nella forma (42.6) ossia 
J + Tin d = MES + E), (97.1) 


dove E è îl campo elettrico risultante dallo spostamento degli elettroni in 
rapporto agli ioni del reticolo. Utilizzando il processo noto (cfr. $ 44) si scri- 
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Ve questa equazione sotto forma integrale 


R(S+ Tin 4) _ d( tt + E)dl, 


dove R è la resistenza dell’anello; si integra sul contorno dell’anello. Il primo 
integrale $ £°°"d/ rappresenta la forza elettromotrice € delle forze estranee 
che si esercitano nel contorno. Il secondo integrale $ Edi è uguale a 
— La /dt. Perciò 


(L + Rin) L7- +RI=@ (97.2) 


Nel caso in considerazione la forza elettromotrice é'è dovuta alle forze d’i- 
nerzia. Le forze d’inerzia, perpendicolari all’asse del filo, non modificano 
l’intensità della corrente .? perché quel che conta è la forza d’inerzia diretta 
lungo l’asse del filo. Quest’ultima risulta dalle variazioni della velocità di ro- 
tazione ed è uguale a Fin = — mu, dove m è la massa dell’elettrone e v l’acce- 
lerazione lineare di rotazione dell’anello. Tenendo conto di queste osserva- 
zioni, l'equazione precedente si scrive 


(L+ Rin} DZ +RI = 2 iù, 


dove / è la lunghezza dell’anello. Integrando questa equazione rispetto al 
tempo fra f = ft e t = ft si ottiene 


(L + Rrin(4 — A) + Rq = 2 I(vi — Va), 


dove qg = {I dt è la quantità di elettricità che ha attraversato il contorno, 
ei, 4, Ui, v. sono rispettivamente i valori dell’intensità di corrente 7 e 
della velocità v negli istanti f, e 1». Supponiamo che all’istante / l’anello giri 
in modo regolare con velocità v\ = v, mentre all’istante f = #. la velocità 
v sia uguale a zero e che il processo di produzione di una corrente perma- 
nente a quest’istante sia terminato. Si ha quindi .A = .4 = 0e perciò 


q= LUI (97.3) 
Avendo misurato con l’aiuto di un galvanometro balistico la quantità di 
elettricità qg si può calcolare con l’aiuto della (97.3) la carica specifica e/m 
e stabilire il segno della carica e secondo il senso di deviazione del 
galvanometro. 

L’idea di questi esperimenti fu suggerita nel 1913 dai fisici russi 
L. I. Mandelstam (1879—1944) e N. D. Papalexi (1880—1947). Essi realizza- 
rono degli esperimenti qualitativi dimostrando che, nel caso di oscillazioni 
di torsione di una bobina di filo attorno al suo asse geometrico, si vede ap- 
parire una corrente alternata (si veda problema 3 del $ 132). L'avvicinarsi 
della prima guerra mondiale (gli esperimenti furono effettuati a Strasburgo) 
non permise agli scienziati di ultimare il loro lavoro. Questo esperimento fu 
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proposto nuovamente da H. A. Lorentz e fu realizzato nel 1916 da Tolman 
(1881—1948) e Stewart. 

Nell’esperienza di Tolman e Stewart una bobina di filo metallico fu mes- 
sa in rotazione rapida attorno al suo asse geometrico (la velocità lineare di 
rotazione raggiungeva 300 m/s). Le estremità del filo furono connesse con 
un galvanometro balistico molto sensibile mediante lunghi fili flessibili, che 
si arrotolavano durante |a rotazione della bobina. Con l’aiuto di bobine fis- 
se speciali percorse da corrente si compensava il campo magnetico terrestre 
in modo così esatto che, durante la rotazione uniforme della bobina, il galva- 
nometro non svelava nessuna corrente d’induzione. Rassicurati da ciò, gli 
sperimentatori rallentavano bruscamente la rotazione della bobina ed in 
quel momento si osservava una deviazione del galvanometro. A queste con- 
dizioni sperimentali si applica l’equazione (97.3) dove / designerà la lun- 
ghezza totale di filo nella bobina (negli esperimenti di Tolman e di Stewart 
I raggiungeva 500 metri), mentre R è la resistenza totale del circuito compre- 
sa quella del galvanometro e dei fili di connessione. Le bobine furono fab- 
bricate in fili di rame, di alluminio e d’argento. Il senso di deviazione del 
galvanometro mostrò che, in questi metalli, i portatori di corrente sono cari- 
che negative. La carica specifica e/m, nei limiti degli errori di misura ha lo 
stesso valore trovato negli esperimenti con i raggi catodici. 

3. Nel 1944 Kettering e Scott realizzarono un esperimento inverso a quel- 
lo di Tolman e di Stewart. Osservarono la variazione del momento cinetico 
di una bobina di filo quando si varia l’intensità della corrente che la percor- 
re. La bobina percorsa dalla corrente continua era sospesa ad un filo ed ef- 
fettuava delle oscillazioni di torsione in rapporto al suo asse geometrico 
£ = a sinwt. Se la corrente è determinata dal movimento degli elettroni, 
l’intensità della corrente _7sarà / = Sneu, dove S è l’area della sezione tra- 
sversale del filo, n il numero degli elettroni liberi per unità di volume e u 
la velocità media del movimento ordinato degli elettroni in rapporto al filo. 
A questa corrente è legato un momento cinetico in rapporto all’asse della 
bobina Le = /Snmur, dove / è la lunghezza del filo ed r il raggio di una spi- 


ra. Quindi Le = 4 Ir. 4. Se si fa variare di A /l’intensità della corrente 4 
il momento cinetico legato al movimento degli elettroni deve variare di 
AL = ? IrA 4, Tuttavia il momento cinetico dell’intero sistema — reticolo 


e 
cristallino ed elettroni — deve restare costante. In effetti poiché la corrente 
varia sotto l’azione di un campo elettrico, questo agisce non soltanto sugli 
elettroni ma anche sugli ioni. Siccome il sistema è elettricamente neutro, il 
momento cinetico degli elettroni deve essere uguale e di segno opposto al 
momento cinetico degli ioni del reticolo cristallino. Ne deriva che, in seguito 
alla variazione dell’intensità della corrente 4, il reticolo acquisisce un mo- 


mento cinetico AL; = — ALe = — o IrA./. Se si fa variare la corrente ad 
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un tasso sufficiente perché la bobina giri solamente di un angolo piccolo 
durante un periodo di oscillazione, si può porre che la velocità angolare © 
del reticolo varii secondo l’equazione 0Ag = AL; dove 0 è il momento d’i- 
nerzia della bobina in rapporto al suo asse geometrico. Supponiamo che si 
faccia variare la corrente nell’istante in cui la bobina passa attraverso la po- 
sizione di equilibrio. In quel momento £ = wa coswf = wa. Quindi l’am- 
piezza delle oscillazioni @ riceverà un incremento definito dall’equazione 
OwAa = AL;. In realtà nell’esperimento si faceva cambiare il senso della 
corrente, per cui AZ = —2e quindi 


= = A, (97.4) 


dove 7 = 27r/w è il periodo delle oscillazioni di torsione della bobina. Nel- 
l'esperimento si misurava la grandezza Aa con l’aiuto di un apparecchio spe- 
ciale molto sensibile che non descriviamo qui. 

Per via del piccolo valore dell’effetto e della necessità di sottrarre l’appa- 
recchio alle perturbazioni superiori all’effetto stesso, gli esperimenti sono di 
realizzazione molto difficile. Ciononostante l’esperimento è stato portato a 
buon fine grazie a delle apparecchiature moderne, in modo così scrupoloso 
ed in condizioni talmente buone, che ciò ha permesso di ottenere dei risulta- 
ti riproducibili. L'esperimento è stato realizzato in un laboratorio special- 
mente attrezzato, situato lontano dalle vie di comunicazione. La parte sensi- 
bile dell'apparecchio si trovava in una cantina, nell’oscurità completa dove 
la temperatura era mantenuta rigorosamente costante e nessuna corrente 
d’aria poteva penetrare. In questa cantina furono disposti tre sistemi di bo- 
bine reciprocamente perpendicolari col centro comune che venivano utiliz- 
zati per compensare e controllare le differenti componenti del campo ma- 
gnetico terrestre. L’osservatore si trovava in un locale al piano superiore e 
notava le indicazioni degli apparecchi con l’aiuto di un particolare sistema 
di telecomando. Le bobine erano in filo di rame e di alluminio. Il valore mi- 
surato medio della carica specifica e/m differiva dal valore universalmente 
adottato solamente dello 0,2%. 


$ 98. Effetto Hall 


1. Partendo dal modello degli elettroni « liberi » (si veda $ 42), la densità 
di corrente elettrica nel metallo può essere espressa tramite la loro concen- 
trazione n e la loro mobilità: 


j = enbE. (98.1) 


Questa formula resta valida anche nel caso in cui i portatori di corrente sia- 
no particelle cariche positivamente (e > 0). Se e > 0, la corrente j è diretta 
nel senso del campo £; ma se e < 0, la corrente è diretta in senso inverso 
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rispetto al campo £. Per poter determinare le grandezze n e d si deve dispor- 
re di una seconda equazione. A questo scopo possiamo avvalerci dell'effetto 
Hall (1855-1938). 

Supponiamo che un nastro metallico sottile e lungo sia percorso da una 
corrente continua di densità j. Prendiamo la direzione di questa corrente co- 
me asse X (fig. 235). Applichiamo un campo magnetico permanente unifor- 
me B perpendicolarmente al piano del nastro e diretto lungo l’asse Z. Se i 
portatori di corrente sono particelle positive, esse si spostano nel senso della 


corrente, e cioè da sinistra a destra, mentre la forza di Lorentz - [vB] le fa 


deviare lungo la verticale discendente. Il bordo inferiore del nastro acquista 
così una carica positiva, mentre il bordo superiore una carica negativa. Il 
campo elettrico £,, che nerrisulta, si oppone alle deviazioni delle traiettorie 





Fig. 235. 


determinate dal campo magnetico. L’accumulazione delle cariche sui bordi 
superiore ed inferiore del nastro continua fino a quando cessa il flusso tra- 
sversale delle cariche. A partire da quest’istante si stabilisce trasversalmente 
al nastro, tra i punti / e 2, una differenza di potenziale positiva Vi: — V.. 
Se i portatori di corrente sono particelle negative, esse si sposteranno insie- 


me alla corrente da destra a sinistra. La forza di Lorentz F = A [vB] fa de- 


viare tali particelle lungo la verticale discendente, il bordo inferiore del na- 
stro acquista ora una carica negativa ed il bordo superiore una carica positi- 
va. La differenza di potenziale trasversale Vi — V. in questo caso è negati- 
va. L'apparizione di una differenza di potenziale trasversale in presenza di 
un campo magnetico fu rivelata da Hall nel 1879, mentre l’effetto stesso è 
conosciuto sotto il nome di effetto Hall. 

2. Facciamo un calcolo approssimativo della differenza di potenziale 
Vi — V. utilizzando il modello degli elettroni liberi. Fra due collisioni suc- 
cessive, l'equazione di moto delle particelle è 


mù = e(E + = BI), 
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e sotto forma analitica 


] 
mu = e(E ua nb). 
mu, = 0. 


Poniamo che il campo magnetico 8 sia debole. Si può allora considerare che 
il campo elettrico trasversale £, e tutti i termini contenenti il campo magne- 
tico B, che figurano nelle equazioni sopraindicate, siano delle piccole corre- 
zioni alla forza principale eEx; la soluzione delle equazioni si ottiene in mo- 
do comodo con il metodo delle approssimazioni successive. Nell’approssi- 
mazione di ordine zero conserviamo soltanto il termine principale eE;, da 
cui 


Ur = Vor + € E,t, 
m 


dove w è la velocità della particella immediatamente dopo l’ultima collisio- 
ne. Portando questa espressione nella seconda equazione si ottiene l’equa- 
zione di prima approssimazione 


mu, = e( _ lx B-Sh Ed), 





perciò 





Se 7 è la durata del cammino libero, il valor medio di v, tra due collisioni 
successive è dato da 


1 __ e VoxB eBE, 
0 


Si deve mediare questa espressione una seconda volta rispetto a tutte le col- 
lisioni o (il che è la stessa cosa) rispetto a tutte le particelle. Riprendendo 
l'ipotesi, già utilizzata nel $ 42, secondo la quale dopo ogni collisione tutte 
le direzioni di % sono equiprobabili, la media rende nulla la quantità vox7, 
di modo che il valore medio della velocità v, su tutte le particelle sarà uguale 


a 
y = x (57 - TE EP). 


In regime stazionario v = 0 per cui 





eB r 
E = 3me 7 È 
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Eliminando E;7°/7 con l’aiuto della formula (cfr. $ 42) 





ne Pr E 
a Lo 
si ottiene 
E, = RjB, (98.2) 
dove 
R = 2 LI (98.3) 


è il coefficiente di Hall. 

Dato che le ipotesi che abbiamo utilizzato per arrivare a queste formule 
non sono del tutto corrette si può trascurare il fattore 2/3. Si ottiene così 
una formula di semplice stima 


_ ll n 
R=5" (98.4) 





La differenza di potenziale trasversale Vi — V., dovuta all’applicazione del 
campo magnetico, è data dall’espressione 


Vi - V. = RjBa, (98.6) 


dove a è la larghezza del nastro. Proprio una dipendenza di tale tipo fu sta- 
bilita da Hall. 

La condizione di un campo magnetico debole, che abbiamo utilizzato 
nei nostri calcoli, si riduce a esigere che il campo elettrico trasversale £, sia 
debole rispetto al campo longitudinale £E,, ovvero RjB « E,. Con l’aiuto 
delle espressioni di R e di j questa condizione si scrive 


Or « I, (98.7) 


dove 2 = |eB/(mc)| è la frequenza di ciclotrone. Se ne deduce che il tempo 
T deve essere piccolo di fronte al periodo di ciclotrone 7 = 27/0. 

3. Si procede generalmente a misurare il coefficiente di Hall con un me- 
todo di compensazione (metodo di zero). Si applicano due contatti (fig. 
236) ai punti / e 2 del nastro del materiale in studio, percorso da una corren- 
te elettrica. Si connette in serie un galvanometro ed un compensatore C, che 
crea una tensione opposta alla tensione di Hall. Facendo variare questa ten- 
sione, si cerca di annullare la corrente che passa per il galvanometro e si de- 
termina la differenza di potenziale di Hall fra i punti / e 2 per semplice let- 
tura della tensione indicata dal compensatore. 


1) Calcoli più corretti fondati sull’equazione cinetica di Boltzmann e la statistica classica 


conducono alla formula 
37 


8nec 
che differisce molto poco da (98.3) e (98.4). Applicando agli elettroni nel metallo la statistica 


di Fermi-Dirac, si ritrova la formula (98.4). 
\ 


R= (98.5) 
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Nella maggior parte delle tabelle si indica in luogo del valore di R quello 
di c° R (questo è il valore del coefficiente di Hall nel sistema elettromagneti- 
co di unità di misura). 





Fig. 236. 


Con l’aiuto dei dati della tabella 5 si dimostra facilmente che la differen- 
za di potenziale di Hall V; — V. è molto piccola. Prendiamo per esempio 
una fascia d’oro di spessore / = 0,1 mm percorsa da una corrente.7= 10 A. 
Se B = 10*G, la formula (98.6) dà 

SI _ _RIB . c°RBI/c 
V-V=RaB= 3h — 
Per ottenere il risultato in unità pratiche è sufficiente moltiplicare questa 
grandezza per 300 


2 0,736-1073-10*-1 
vola = sc a "10.10=? = ir 


Conoscendo R si può calcolare la concentrazione n degli elettroni di 
conduzione, nonché il numero z di questi elettroni che provengono da un 


Tavola 5 


Valori di c°R nel sistema gaussiano per alcuni metalli 


Metallo 





atomo del metallo in considerazione. Il numero di atomi per unità di volu- 
me è determinato dall’espressione ria: = N0/A dove N è il numero d’Avoga- 
dro, o è la densità del metallo e A è il suo peso atomico. Si trova z dividendo 
la concentrazione n per Na. Tenendo conto della formula (98.5) si ottiene 


A A 
= = 98.8 
°° ReoF Rc 0F/c (98.5) 





dove F è il numero di Faraday nel sistema gaussiano. Dividendolo per c si 
trova il suo valore nel sistema elettromagnetico: F/c = 9650. I valori indicati 
nell’ultima colonna della tavola 5 sono stati ottenuti con la formula (98.8). 
Conoscendo n e la conducibilità elettrica si può calcolare dalla formula 
(98.1) la mobilità d. Per i metalli detti « normali » il valore di d è compreso 
tra — 5 e 50 cm°/(s-V). Valori così piccoli testimoniano che nei metalli gli 
elettroni subiscono un grande numero di collisioni con il reticolo cristallino. 

Per gli elementi del primo gruppo del sistema periodico z è approssima- 
tivamente uguale a 1, e cioè uguale al numero di elettroni di valenza. Si ri- 
trova lo stesso risultato per l'alluminio (z = 3). Oltre i metalli detti « nor- 
mali » in cui il coefficiente di Hall è negativo, con c°R — 1073 e 1074, 
ci sono metalli con proprietà anomale. Il coefficiente di Hall del bismuto 
e di tutti i metalli del quinto gruppo del sistema periodico è anomalmente 
grande (per il bismuto è circa 10* volte più grande che per i metalli normali) 
e varia fortemente con la temperatura. Il coefficiente di Hall dei materiali 
ferromagnetici è 10-100 volte più grande di quello dei metalli normali e di- 
pende dall’intensità del campo magnetico. Ma la cosa più notevole è che il 
coefficiente di Hall può essere sia positivo che negativo. È negativo per i 
metalli alcalini, Cu, Ag, Au, Mg, Ca, Hg, Al, Ga, In, Ti, Mn, Ni, Sn, Pd, 
Bi, Pt, e positivo per Be, Zn, Cd, TI, V, Cr, Fe, Co, Pb, Mo, Ru, As, Sb, 
Ta, W, Re, Ir. In quest’ultimo caso le cose vanno come se i portatori di cor- 
rente fossero particelle positive (e > 0) e non negative (e < 0). Tale conclu- 
sione però è in ovvia contraddizione con l’insieme delle nostre nozioni sulla 
natura dei metalli. Questo fatto costituì per un lungo periodo di tempo una 
delle maggiori difficoltà della teoria elettronica dei metalli, che è stata supe- 
rata in modo del tutto soddisfacente dalla teoria quantica dei metalli 
(cfr. $ 100). 


$ 99. Applicazione ai metalli della statistica di Fermi-Dirac 


1. Abbiamo già accennato nel $ 42 che la teoria di Drude, che tratta gli 
elettroni nei metalli come particelle di gas perfetto, incontrò difficoltà nella 
questione del calore specifico del gas elettronico. Queste difficoltà furono 
superate nel 1928 da Sommerfeld (1868-1951) che, conservando intatto il 
modello a elettroni liberi, applicò al posto della statistica classica quella 
quantica di Fermi-Dirac (cfr. vol. II, $ 82). 

A differenza della statistica classica, la statistica quantica tiene conto 
del fatto che una particella o un sistema di particelle, che effettua movimen- 
ti finiti in un campo di forze dato, può trovarsi soltanto in stati quantici ben 
determinati, ai quali corrispondono valori determinati dell’energia. Questi 
valori sono chiamati livelli energetici del sistema. Per movimenti finiti, i li- 
velli d’energia sono discreti, ovvero sono separati gli uni dagli altri da inter- 
valli finiti. Nel modello del gas elettronico perfetto il carattere finito e la 
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quantizzazione del movimento sono determinati dalle grandi forze di repul- 
sione, che agiscono sugli elettroni vicino alla superficie del corpo. Queste 
forze svolgono la funzione di pareti impermeabili di fronte al gas elettroni- 
co che non può scappare dal volume che occupa. In assenza di queste « pa- 
reti » il movimento degli elettroni sarebbe infinito e non quantizzato. 

Quando si utilizza la statistica di Fermi-Dirac che regola il comporta- 
mento del gas elettronico, si deve tener conto del principio di Pauli secondo 
il quale ogni stato quantico può essere occupato soltanto da un elettrone. 
Il rispetto del principio di Pauli significa che delle interazioni si manifesta- 
no persino tra gli elettroni « liberi »: quindi gli elettroni non possono essere 
considerati assolutamente indipendenti. Ma questa interazione non è dovu- 
ta a delle forze, bensì è un effetto puramente quantico, totalmente estraneo 
alle concezioni classiche. 

Tenendo conto di queste differenti osservazioni, il numero medio Yf di 
elettroni che occupa uno stato quantico è dato dall’espressione 


1 
f = ea (99.1) 
eT +1 


dove € è l’energia cinetica dell’elettrone nello stato quantico in considerazio- 
ne e a una costante (potenziale chimico dell’elettrone). L'andamento della 
funzione f è rappresentato con una linea continua in fig. 237. 

2. Per poter applicare la formula (99.1) ai casi concreti, è necessario co- 
noscere il numero di stati quantici, che possono essere occupati dall’elettro- 
ne. La risposta a questa questione viene dalla meccanica quantistica. Ripor- 
tiamola qui senza alcuna giustificazione. Introduciamo prima lo spazio del- 
le fasi dell’elettrone, ovvero, uno spazio a sei dimensioni, sui cui assi coordi- 
nati si riportano le coordinate spaziali rettangolari x, y, z, e le proiezioni 
corrispondenti px, py, p: degli impulsi dell’elettrone. L’impulso dell’elettrone 
è legato alla sua energia cinetica € tramite la relazione e = p°/(2m). Sia V 
il volume occupato dal gas elettronico; poniamo che l’impulso dell’elettrone 
possa prendere tutti i valori compresi tra 0 e p. Il volume dello spazio delle 


fasi corrispondente è definito dall’espressione = ei p’ V. Introduciamo 


ancora delle celle di fase ciascuna avente un volume di fase uguale a 43. Il 
numero di tali celle nella regione considerata dello spazio delle fasi sarà 
Q/h3. Se l’elettrone non possedesse lo spin, secondo la meccanica quantica 
il numero di stati quantici dell’elettrone sarebbe stato dato dalla stessa 
espressione. Ma dato che l’elettrone è dotato di spin, si deve moltiplicare per 
due questa espressione perché ogni cella può contenere due elettroni con 
spin opposti. Nel seguito porremo V = 1, per cui il numero di stati quantici 
di impulso compreso tra 0 e p sarà dato dall’espressione 


z=20 - 87 pi (99.2) 
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Il numero di stati quantici il cui impulso è compreso tra p e p + dp è 





8 2 
dZ = 3 dp, (99.3) 
e il numero di stati in cui l’energia cinetica è compresa tra € e € + de è 
dZ = Si (21m)? ?e!? de. (99.4) 


3. I calcoli fondati sulla formula (99.1) sono laboriosi, benché semplici 
in linea di principio. Il caso che presenta un particolare interesse è quello 
del gas elettronico degenere, ovvero del gas che si trova ad una temperatura 





Fig. 237. Fig. 238. 


vicina allo zero assoluto. Consideriamo dapprima il caso di una degenera- 
zione completa in cui 7 = 0. In questo caso la funzione di distribuzione 
(99.1) diventa 


l, per E<CQU, 
f = 1/2, per £= un, 
0, per E > u. 


Questa funzione è rappresentata in fig. 238. La massima energia, che può 
possedere un elettrone, è Emax = # e il massimo impulso è pmax = V2Mmy . 
La grandezza w è chiamata energia o livello di Fermi. Il numero di elettroni 
contenuti nell’unità di volume è dato da 


87 _3 87 3/2 
= Zmax = —; Dmax = —+ (2 , 99.5 
n 373 P 3” (27m p) (99.5) 
perciò 
_ _ h? 3n 2/3 (99 6) 
MD = Emax > Bn IA . . 


L'energia totale del gas elettronico è 
K 
_ __ 3n° 372) 3724, _ 3 
É = \edz = $- 1 [e de = < un, 
0 
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mentre l’energia media per elettrone è 


Ò Kn? 2/3 
e = a nu = (E) (99.7) 
La grandezza _ ) 2/3 
3 
T="È = DG (A ) (99.8) 


ha le dimensioni di una temperatura ed è chiamata temperatura di degenera- 
zione del gas elettronico. Il gas viene considerato degenere se la sua tempe- 
ratura 7 < 7g. La degenerazione è forte se T «€ 7... 

La pressione del gas elettronico è 


2 2/3 
P= 2 ne = dor (3) | (99.9) 
Ponendo per il rame (cfr. tav. 5, p. 460) n = 107° cm 3 queste formule dan- 
no: 7, = 5-10* K, P= 5-10° atm. Per tutti i metalli la temperatura di dege- 
nerazione 7; è molto più alta della temperatura di fusione. I valori numerici 
ottenuti testimoniano quanto sia piccola l’energia cinetica del movimento 
termico dagli elettroni di un metallo rispetto all’energia di zero, ossia l’ener- 
gia posseduta degli elettroni allo zero assoluto. Praticamente tutti gli elet- 
troni di conduzione di tutti i metalli sono in uno stato di forte degenera- 
zione. 
4. Passiamo dal caso di un gas elettronico totalmente degenere a quello 
di un gas fortemente degenere. In questo caso quasi tutti gli stati quantici 
al di sotto del livello di Fermi, per i quali u — € ® X7, sono occupati da 
elettroni, come avviene allo zero assoluto. Gli stati quantici adiacenti.al li- 
vello di Fermi fanno eccezione, e la ripartizione di Fermi a forma di « gradi- 
NO », caratteristica del comportamento allo zero assoluto è perturbata dal- 
l’agitazione termica di quegli elettroni per i quali € — u — X7 Tali elettroni 
attraversano continuamente il livello di Fermi da una e dall’altra parte ed 
allo stato d’equilibrio statistico i numeri medi di transizioni dirette ed inver- 
se sono uguali. Solo questi elettroni partecipano ai movimenti d’agitazione 
termica e sono proprio essi che determinano il valore specifico del gas elet- 
tronico nei metalli. 
Esprimiamo la concentrazione e l’energia cinetica del gas elettronico in 
funzione dell’energia di Fermi wu. Per farlo, si devono calcolare i due 
integrali: 


n= [faz e = [efaz, 


nei quali l’integrazione viene estesa a tutti i valori dell’impulso q o dell’ener- 
gia €. Dato che il calcolo esatto di questi due integrali è troppo laborioso 
e richiede artifizi di calcolo, semplifichiamo il problema nel modo seguente. 
Facciamo passare per il punto C una tangente AB alla curva di distribuzio- 
ne (cfr. fig. 237) e sostituiamo con questa tangente una parte della curva. 
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Ciò significa che noi approssimiamo la distribuzione di Fermi mediante la 
funzione 


], per E < p— 2KT, 
f= 3 +» per a 20 <e<p+ 2h, 
0, per u+2kT < €. 
Quindi u— 2KT a u+2KT 
_ 3 Zu 32 1/2 3 - 3/2 1 p— € \_1/2 
0 u- 2KT 


dove Zmax è definito da (99.5). Calcolando il primo integrale e notando che 
KT « n, si sviluppa il risultato ottenuto con l’aiuto della formula binomiale. 
Arrestando lo sviluppo ai termini di secondo grado in X77y si ottiene 


1240 _ 2 arnfli_ 2XT\® _2 sali _ 39 3 KT° 





Nel secondo integrale si procede ad un cambiamento di variabile: 
(e — w/(2XT) = x per cui 


el? = n? (1 + AD) = 2 (1 + Mr), 


= KTy”? | (i -»(1 + Ha) - 2aTa"* (1 o). 


— 1 


Quindi si ottiene 








202 
n= Zoas (| +3 n ) (99.10) 
Nella stessa maniera si ha ) 2) 
3 5 KT 
_ 3 Za ( +34 ) 09.11) 


L'energia media per elettrone è 
-— € _3 k>T° 
e=— =_-pu{(1+2- 3 , (99.12) 
n 5 n 


mentre il calore specifico 





C, = dT = 30° T. (99.13) 
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Dato che per tutti i metalli a temperatura inferiore al punto di fusione 
KT/u <« 1, si ottiene un valore di c, piccolo rispetto a X. In questo modo 
si eliminano le difficoltà incontrate dalla teoria classica nella questione dei 
calori specifici degli elettroni nei metalli. 

5. Utilizziamo ora la teoria di Sommerfeld per stabilire la legge di Wie- 
demann e Franz. A questo fine approfittiamo della formula (42.24) e notia- 
mo che, nei metalli, il trasporto del calore viene effettuato unicamente dagli 
elettroni che si trovano vicino al livello di Fermi, la cui energia cinetica me- 
dia è 1/2mv? = pu. Portando la (99.13) nella (42.26) si ottiene 

x _ 16 /KX\° 

x = (4) T. (99.14) 
Il fattore numerico 16/5 = 3,2 è praticamente uguale al fattore 1/37? = 
= 3,29, che Sommerfeld trovò con calcoli rigorosi, ed è molto vicino al fat- 
tore 3 della teoria classica elementare di Drude. Ma la teoria classica, che 
portava ad un risultato finale praticamente corretto (42.27), lo interpretò 
del tutto impropriamente, Essa affermava che x/ era proporzionale a 7, 
perché l’energia cinetica media dell’elettrone, essendo uguale a 3/2 7, era 
proporzionale alla temperatura assoluta. In realtà la legge di Wiedemann- 
Franz (99.14) si giustifica perché proprio il calore specifico dell’elettrone è 
proporzionale alla temperatura assoluta. La teoria classica, attribuendo al 
calore specifico del gas elettronico un valore troppo grande, commetteva un 
errore, ma quest’errore veniva fortuitamente compensato da un altro. La ve- 
locità degli elettroni, che trasportano il calore, è definita dall’energia cineti- 
ca in prossimità del livello di Fermi, mentre la teoria classica riteneva. che 
questa velocità fosse dell’ordine della velocità classica media di moto termi- 
co VKT/m . In tal modo questa teoria adottava per la velocità un valore 
troppo Ciccolo e quindi il risultato finale (42.27) veniva ad essere corretto. 

6. Malgrado tutti i successi, la teoria di Sommerfeld possiede delle im- 
perfezioni notevoli. In questa teoria si tiene conto delle interazioni degli 
elettroni con gli ioni del reticolo cristallino nello stesso modo come in teoria 
classica, ovvero, con l’aiuto del cammino libero medio / dell’elettrone, intro- 
dotto in modo puramente formale. La teoria di Sommerfeld non cerca di 
sapere qual’è l’origine della lunghezza / e come essa varia con la temperatura 
T. La teoria classica riteneva, d’altronde senza ragioni valide, che i processi 
di collisione degli elettroni con gli ioni del reticolo fossero analoghi agli urti 
di palline rigide e quindi / non dipendesse dalla temperatura. In virtù della 
formula (42.25) ci si dovrebbe perciò attendere che \ — 1/7. Se si prende 
come postulato nella teoria di Sommerfeld che / non dipenda da 7, si do- 
vrebbe concludere che \ sia indipendente da 7. In realtà queste conclusioni 
non vengono confermate dall’esperienza. Per la maggior parte dei metalli 
puri a temperature non troppo basse ) varia in ragione inversa di 7° 
x - 1/7. 

Per risolvere questa questione si deve studiare, per mezzo delle equazioni 
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della meccanica quantica, il movimento dell’elettrone tenendo conto delle 
sue interazioni con il reticolo cristallino. Il risultato principale di un tale stu- 
dio si lascia interpretare qualitativamente senza fare calcoli. Secondo la 
meccanica quantica il movimento dell’elettrone è simile alla propagazione 
di una certa onda nello spazio. In un ambiente perfettamente trasparente 
ed omogeneo per esempio, un’onda luminosa si propaga senza subire inde- 
bolimento e dispersione. Un’onda elettronica si comporterebbe nello stesso 
modo se essa si propagasse in un reticolo cristallino ideale. In questo caso 
il metallo non opporrebbe nessuna resistenza al passaggio della corrente 
elettrica. In realtà ogni reticolo contiene sempre delle impurità e sorgono 
delle fluttuazioni termiche che perturbano la sua struttura ideale. Di conse- 
guenza un’onda elettronica si propaga nel reticolo cristallino non soltanto 
in una direzione rettilinea, ma subisce dispersioni in tutti i sensi, come una 
onda luminosa che si propaga in un ambiente torbido. L'intensità dell’onda 
si indebolisce secondo una legge esponenziale, ovvero — exp (— x/1) dove / 
è una costante che svolge il ruolo di cammino libero medio dell’elettrone 
(cfr. vol. II, $ 88). Si può esprimere la lunghezza totale del cammino libero 
! dell’elettrone con la formula 


1-14 

l la limp 
dove il primo termine a destra tiene conto delle fluttuazioni termiche ed il 
secondo della presenza di impurità. La quantità limp non dipende dalla tem- 
peratura mentre per /n, il calcolo fornisce per temperature ordinarie /n — 
= T°!. In conformità a questo risultato ed alla formula (42.25) si ottiene 
per la resistività la seguente relazione: 





’ (99.15) 


om 7 = aT+ 00, (99.16) 
dove a e 00 sono delle costanti. Per metalli puri go = 0, o — 7. A basse 
temperature (ma sempre superiori alle temperature critiche di transizione al- 
lo stato superconduttore) la teoria fornisce per metalli puri o — 7°, risulta- 
to conforme ai dati sperimentali. 

7. Per concludere questo paragrafo ci resta da esaminare il paramagneti- 
smo del gas elettronico (cfr. $ 77, punto 9) la cui teoria è dovuta a Pauli. 
Supponiamo che il cas elettronico sia completamente degenere. In un cam- 
po magnetico esterno lo spin dell’elettrone può orientarsi lungo il campo 
o in senso opposto. A queste due orientazioni corrispondono due valori dif- 
ferenti dell’energia totale dell’elettrone: e — MH e e + MH, dove M = 
= eh/(4xmc)è il magnetone di Bohr e e l’energia cinetica dell’elettrone. La 
prima orientazione è la più favorevole, perché ad essa corrisponde una ener- 
gia totale più piccola. La totalità del gas elettronico può essere considerata 
come un miscuglio di due gas indipendenti che si distinguono l’uno dall’al- 
tro per l’orientazione degli spin elettronici. Nella distribuzione di Fermi si 
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deve sostituire l’energia cinetica e con l’energia totale e F MH, ciò porterà 
a sostituire la variabile e — u con € — (un F MH). Di conseguenza l’influen- 
za del campo magnetico si riduce allo spostamento del livello di Fermi. Per 
un gas di elettroni i cui spin sono paralleli, il livello di Fermi è pi = 
= pu + MH, per spin antiparalleli il livello di Fermi è 12 = n — MH. Daltra 
parte, per ciascuno di questi gas si deve ridurre a metà il numero di stati 
dati dalla (99.2) ossia sostituire Z con Z/2, perché in ciascuno di questi gas 
sussiste una sola orientazione degli spin. Tenendo conto di queste circostan- 
ze, la differenza delle concentrazioni dei gas si esprime tramite 


m-m=£ + MA) -Z - NA) 


dove l’indice 1 si riferisce all’orientazione parallela, mentre l’indice 2 all’o- 
rientazione antiparallela degli spin. Ponendo MH « 4 si scriverà 


ni-n. = MH -3- 


Quindi il momento magnetico dell’unità di volume del gas elettronicc 





I= Mmm) = 4 A, 
e la sua suscettività magnetica è 
_ amz IZ _ qm. In 
XK = M da —_ M da 
Secondo la formula (99.5) n — u° e perciò dn/n = 3/2du/p. Per cui 
_3 M?n 
XK = D) —_ (99.17) 
Sostituendo l’espressione di W ed utilizzando la formula (99.6) si ottiene 
3n 1/3 e? 

= {[ — . 99.18 
i ( n° ) 4mc® (99.18) 


Questa formula è stata stabilita per 7 = 0. L'influenza della temperatura 
sulla suscettività magnetica di un gas elettronico fortemente degenere si tra- 
duce nell’aggiunta di un piccolo termine correttivo dell’ordine (X77p)? all’ef- 
fetto principale espresso dalla formula (99.18). Quindi si può dire che il pa- 
ramagnetismo del gas elettronico è indipendente dalla temperatura. Nella 
dimostrazione non si è tenuto conto dell’influenza che il campo magnetico 
esercita sul movimento degli elettroni. Se ne teniamo conto con i metodi 
della meccanica quantistica, come fece L.D. Landau, la formula (99.18) de- 
ve essere diminuita di un terzo, e sotto questa forma essa si accorda bene 
con i dati sperimentali ottenuti con i metalli alcalini sodio e potassio. 
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$ 100. Metalli e semiconduttori 


1. A temperatura ordinaria la conducibilità X dei metalli è compresa tra 
6-10* e 6-10° ohm 7!-cm 7! circa. Le sostanze solide la cui conducibilità è 
compresa tra 10* e 107!° ohm 7!-cm 7? circa sono classificate nel gruppo 
dei semiconduttori, e quelle la cui conducibilità è ancora più piccola (da 
107!° a 107?° ohm 7!-cm 7!) sono classificate nel gruppo dei dielettrici o 
isolanti. Nei semiconduttori e negli isolanti i portatori di corrente sono elet- 
troni o ioni. In quest’ultimo caso si parla di elettroliti solidi, poiché il pas- 
saggio della corrente si accompagna allora con l’elettrolisi. È stato stabilito 
che la conduzione elettrolitica è caratteristica di numerosi sali anidri 
(NaNO;, KNO;, AgNO;:, LiH, Nacl, CSC, ecc.) solidi e fusi. Ma attual- 
mente si considerano come semiconduttori soltanto le sostanze in cui la 
conduzione è assicurata dagli elettroni. Solamente questi semiconduttori 
hanno trovato delle applicazioni tecniche. 

Sono semiconduttori numerosi corpi semplici (carbone sotto forma di 
grafite, boro, silicio, germanio, fosforo, arsenico, selenio, stagno grigio, tel- 
lurio, iodio, ecc.) ed un enorme numero di leghe e di composti chimici. Qua- 
si tutte le sostanze inorganiche che ci circondano sono dei semiconduttori. 
Da un punto di vista puramente empirico la distinzione qualitativa tra me- 
talli e semiconduttori si rivela in una diversa dipendenza della loro conduci- 
bilità dalla temperatura. Quando la temperatura si abbassa, la conducibilità 
dei metalli aumenta, e pér i metalli puri essa tende a divenire infinita coll’av- 
vicinarsi dello zero assoluto. Al contrario, la conducibilità dei semicondut- 
tori diminuisce al diminuire della temperatura e coll’avvicinarsi dello zero 
assoluto i semiconduttori diventano praticamente degli isolanti. Ad alta 
temperatura la conducibilità dei semiconduttori tende verso quella dei me- 
talli. Un tale andamento di variazione della conducibilità dei metalli si spie- 
ga con il fatto che la concentrazione dei portatori di corrente (elettroni di 
conduzione) è praticamente indipendente dalla temperatura, mentre nei se- 
miconduttori i portatori di corrente risultano dall’agitazione termica. 

2. Alla domanda perché certe sostanze sono dei metalli, mentre altre so- 
no semiconduttori o isolanti, non si può rispondere fondandosi sul modello 
del gas di elettroni liberi. Per darne una spiegazione valida è indispensabile 
tener conto delle interazioni degli atomi tra loro e con gli elettroni. Immagi- 
niamo che il reticolo cristallino di un metallo o di un semiconduttore si for- 
mi per avvicinamento mutuo di atomi isolati. Gli elettroni della fascia ester- 
na degli atomi del metallo, detti elettroni di valenza, sono legati con i nuclei 
atomici in misura relativamente debole, mentre gli elettroni di valenza di un 
semiconduttore sono legati in misura molto più forte. Quando gli atomi si 
avvicinano reciprocamente, essi entrano in interazione mutua; ciò provoca 
la liberazione degli elettroni di valenza che, staccandosi dagli atomi, diven- 
tano elettroni liberi, che possono spostarsi dentro tutti i corpi metallici; se- 
condo una espressione figurata di J.I. Frenkel, questi elettroni vengono 
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« collettivizzati ». La situazione è del tutto diversa nei semiconduttori, dove 
il legame degli elettroni di valenza con i nuclei atomici è molto più forte. 
Per staccare un elettrone da un atomo e trasformarlo in elettrone di condu- 
zione si deve comunicargli una certa energia, chiamata energia di ionizza- 
zione. Questa energia viene fornita dalle vibrazioni termiche degli atomi del 
reticolo o da qualche altra fonte d’energia, per esempio irradiando il semi- 
conduttore con onde elettromagnetiche corte o con un flusso di particelle 
rapide, sottoponendolo ad un intenso campo elettrico, ecc. Per differenti se- 
miconduttori l’energia di ionizzazione dell’elettrone di valenza è compresa 
tra 0,1 e 2 eV, valori notevolmente più grandi dell’energia cinetica media del 
movimento termico degli atomi, che vale 3/2 X7 = 0,04 eV. Ciò nonostante, 
l'agitazione termica è sufficiente per provocare una ionizzazione degli ato- 
mi, poiché per il fatto del carattere disordinato dei movimenti termici, l’e- 
nergia cinetica istantanea di un atomo può essere parecchie volte più grande 
del suo valore medio. Dato che il numero di atomi che possiedono una ener- 
gia uguale o superiore all’energia di ionizzazione è relativamente molto pic- 
colo, la concentrazione di elettroni liberi che risultano dalla ionizzazione 
degli atomi del semiconduttore è piccola. Se la temperatura del semicondut- 
tore aumenta, questa concentrazione cresce, e questo fa crescere la conduci- 
bilità elettrica. È evidente che i processi di ionizzazione sono accompagnati 
da processi inversi di ricombinazione degli elettroni con gli atomi ionizzati. 
Allo stato d’equilibrio, i numeri medi di atti di ionizzazione e di ricombina- 
zione sono uguali; per cui la concentrazione d’equilibrio degli elettroni libe- 
ri prende un valore ben determinato che dipende dalla temperatura del 
semiconduttore. . 

3. Per procedere ad uno studio più approfondito dei processi che si pro- 
ducono nei metalli e nei semiconduttori, è necessario esaminare la struttura 
dei livelli di energia, che possono essere occupati dagli elettroni di valenza. 
La fig. 239,a rappresenta in maniera schematica i livelli di energia di uno 
degli elettroni di valenza di un atomo isolato. Per semplificare ammettiamo 
che siano semplici, ossia, non degeneri. Il livello più basso, che possiede l’e- 
nergia minima ei, è il livello fondamentale o livello non eccitato. Tutti gli 
altri livelli sono eccitati. Consideriamo N atomi identici separati da distanze 
sufficientemente grandi per poter trascurare completamente le loro intera- 
zioni mutue. Si ottengono i livelli energetici dello stesso elettrone di valenza 
del sistema di N atomi, che non sono in interazione mutua, ripetendo lo 
schema di fig. 239,a N volte, ossia tante volte quanti atomi ci sono nel siste- 
ma (fig. 239,5). Ogni livello semplice si trasforma allora in un livello di mol- 
teplicità N. Avviciniamo ancora gli atomi gli uni agli altri affinché essi for- 
mino un reticolo cristallino. Quindi a causa dell’interazione mutua degli 
atomi, ogni livello multiplo si trasformerà in N livelli semplici (fig. 240). 
L'insieme dei livelli che risulta della suddivisione di un livello multiplo costi- 
tuisce una banda d'energia del cristallo. La banda che deriva dal livello fon- 
damentale degenere di molteplicità N è chiamata banda fondamentale e tut- 
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te le altre sono bande di livelli eccitati. Dato che N è molto grande, le distan- 
ze tra i livelli di una stessa banda sono assai piccole in modo tale che è suffi- 
ciente una energia minima per far passare l’elettrone da un livello ad un al- 
tro in una data banda. In questo senso i livelli d’energia di ciascuna banda 
si comportano praticamente come se fossero continui. Ma in generale bande 
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adiacenti sono separate le une dalle altre da intervalli d’energia finiti che so- 
no chiamati bande proibite per il fatto che l’energia dell’elettrone non può 
prendere questi valori. Le bande, corrispondenti ai valori dell’energia che gli 
elettroni possono avere, sono chiamate bande permesse. È chairo che non 
si deve confondere le bande d’energia con le fasce spaziali, ossia con le zone 
o le regioni dello spazio dove può trovarsi l’elettrone. 
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Fig. 240. 


Per arrivare ad una interpretazione corretta di queste considerazioni si 

impone una osservazione. Un computo esatto e conseguente dell’interazio- 
ne mutua degli elettroni e della loro interazione con gli ioni del reticolo cri- 
stallino richiede la soluzione del « problema a molti corpi » per sistemi con- 
tenenti un enorme numero di particelle. (Un centimetro cubo di rame con- 
tiene — 107? elettroni di conduzione!) A rigore questo problema è insolubile. 
Per arrivare ad una soluzione approssimata lo si semplifica grandemente 
per ricondurlo al « problema ad un solo corpo ». La teoria dei solidi che 
utilizza questo approccio semplificato è chiamata teoria delle bande. In 
questa teoria si ammette che l’elettrone si muova in un campo elettrico con- 


471 


tinuo creato dagli ioni e da tutti gli altri elettroni. Si pone che gli ioni siano 
fissi per via delle loro masse relativamente grandi e si tiene conto degli elet- 
troni nel loro insieme. Tutto avviene come se essi fossero sostituiti da un 
fluido elettronico negativo che riempie in modo uniforme lo spazio compre- 
so tra gli ioni. In questo modello il ruolo degli elettroni si riduce ad assicu- 
rare la compensazione delle cariche positive degli ioni del reticolo in modo 
tale che esso diventi elettricamente neutro. In questo modello il campo elet- 
trico è spazialmente periodico, con un periodo uguale al periodo spaziale 
del reticolo cristallino. Come risultato abbiamo il problema del movimento 
di un solo elettrone in un campo elettrico continuo periodico. La soluzione 
di questo problema con i metodi della meccanica quantica conduce alla 
stessa struttura a bande d’energia che abbiamo appena descritto. Questa 
struttura a bande caratterizza gli stati energetici di un solo elettrone sotto- 
posto all’azione del campo elettrico periodico e continuo del reticolo 
cristallino. 

4. Collochiamo un corpo in un campo elettrico continuo la cui intensità 
sia molto piccola di fronte a quella dei campi intraatomici ed intramolecola- 
ri. Questo campo applicato non modifica il carattere generale della struttu- 
ra a bande. Il numero di livelli d’energia in una banda resta invariato, ma 
i livelli cambiano posizione perché all’energia d’interazione dell’elettrone 
con il reticolo si aggiunge l’energia potenziale dell’elettrone nel campo elet- 
trico esterno. Gli elettroni della banda si comporteranno differentemente a 
seconda se essi occupano la totalità dei livelli disponibili o se sussistono dei 
livelli liberi. Studieremo questo caso supponendo dapprima che il corpo si 
trovi alla temperatura dello zero assoluto. . 

Consideriamo prima il caso in cui tutti i livelli della banda siano occu- 
pati. Se l'occupazione è completa in assenza di campo esterno, lo stesso si 
avrà in presenza di un campo debole. In meccanica quantistica il movimen- 
to dell’elettrone viene considerato come una transizione da uno stato quan- 
tico ad un altro. Questa transizione è possibile soltanto a condizione che lo 
stato quantico finale sia vacante, ossia che non sia occupato da un elettro- 
ne. Dunque per ipotesi tutti gli stati quantici della fascia sono occupati e 
quindi nessuna transizione quantica può aver luogo. Di conseguenza gli 
elettroni della banda non possono comportarsi come portatori di corrente 
elettrica. 

Nel secondo caso una parte soltanto dei livelli disponibili è occupata da- 
gli elettroni e gli altri livelli sono vacanti. In assenza di agitazione termica 
o di altre fonti d’energia per gli elettroni, saranno occupati tutti i livelli di 
energia più bassa. I livelli più alti saranno vacanti. La stessa struttura sussi- 
sterà se si applica un campo elettrico continuo £, ma si produrrà uno spo- 
stamento di tutti i livelli d’energia. I livelli che erano i più bassi, in assenza 
di campo elettrico, possono non essere più tali dopo l’applicazione del cam- 
po e quindi apparirà un nuovo sistema di livelli inferiori. Subito gli elettroni 
che occupavano i vecchi livelli cominceranno a passare ai livelli nuovi. Que- 
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ste transizioni sono accompagnate da uno spostamento spaziale degli elet- 
troni in senso contrario a quello del campo esterno. Se gli elettroni non pos- 
sono uscire dal corpo, questo processo cesserà quanto prima, poiché le cari- 
che spaziali che appariranno creeranno un campo che all’interno del corpo, 
compenserà il campo esterno. Ma se si eliminano costantemente gli elettroni 
spostati (il corpo fa parte di un circuito chiuso) le transizioni quantiche con- 
tinueranno in modo ininterrotto finché il generatore di campo elettrico fun- 
zionerà nel circuito. Proprio queste transizioni quantiche determinano il 
passaggio di una corrente nel circuito. Quindi affinché una corrente elettri- 
ca possa circolare è necessario che la banda d'energia sia occupata dagli 
elettroni solo in modo parziale. 
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S. Nei metalli la banda d’energia fondamentale degli elettroni di valenza 
può essere separata dalla banda superiore dei livelli eccitati da una banda 
proibita di larghezza finita (fig. 241,4). In altri casi la larghezza della banda 
interdetta può essere nulla e la banda fondamentale è direttamente adiacen- 
te alla fascia degli stati eccitati o addirittura la ricopre parzialmente (fig. 
241,b). Quest'ultimo caso richiama il caso precedente perché queste due 
bande possono essere considerate come una sola, che sarà allora quella fon- 
damentale. Il carattere distintivo dei metalli è che /a banda fondamentale 
è sempre occupata solo parzialmente, ed è per questo che i metalli sono 
conduttori di elettricità. 

Nei semiconduttori la banda fondamentale è separata da quella dei livel- 
li eccitati da un intervallo finito d'energia A£ (fig. 241,c). È uso chiamare 
la banda fondamentale dei semiconduttori banda di valenza, mentre quella 
dei livelli eccitati viene detta banda di conduzione. Alla temperatura dello 
zero assoluto la banda di valenza è totalmente occupata dagli elettroni e la 
banda di conduzione è completamente vuota. Quindi allo zero assoluto i se- 
miconduttori non sono conduttori di corrente elettrica, ossia si comportano 
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come degli isolanti. Gli isolanti si distinguono dai semiconduttori soltanto 
per via di una più grande larghezza della banda proibita Ae. Si classificano 
in modo convenzionale tra gli isolanti solo i semiconduttori, per i quali A£ 
è superiore a 2 eV circa. Non esiste alcuna distinzione qualitativa tra i semi- 
conduttori e gli isolanti; la distinzione tra questi due gruppi di solidi è pura- 
mente quantitativa. 

Quando la temperatura del semiconduttore cresce, gli elettroni comin- 
ciano a scambiare energia con gli ioni del reticolo cristallino. Perciò l’elet- 
trone può acquisire una energia cinetica supplementare dell’ordine di X7. 
Quest’energia può essere sufficiente per far passare certi elettroni dalla ban- 
da di valenza in quella di conduzione. Questi elettroni passati nella banda 
di conduzione cominciano ad assicurare la conduzione elettrica. Ma esiste 
anche un’altra causa della conducibilità elettrica. Infatti gli elettroni che 
passano nella banda superiore lasciano nella banda di valenza degli stati 
quantici non occupati. Tali stati quantici sono stati chiamati buchi. Anche 
i buchi sono portatori di corrente. 

Quando in un semiconduttore vi sono dei buchi, questi ultimi possono 
ricombinarsi con gli elettroni; ciò corrisponde a transizioni tra certi stati 
quantici e gli stati liberi, ossia, i buchi. Gli stati quantici, che prima della 
transizione erano occupati, diventano liberi, ossia si trasformano in buchi. 
Questi nuovi buchi a loro volta possono ricombinare con altri elettroni e far 
nascere dei nuovi buchi ecc. Questi processi conducono ad una concentra- 
zione di equilibrio ben determinata di buchi che, in assenza di campo elet- 
trico, sarà la stessa in tutto il volume del semiconduttore. In presenza di un 
campo elettrico esterno la distribuzione dei buchi non sarà più uniforme. 
Ogni transizione quantica di un elettrone, che dà luogo al suo spostamento 
in senso contrario al campo elettrico, diminuisce l’energia potenziale del si- 
stema, ed ogni transizione, che dà luogo allo spostamento dell’elettrone nel 
senso del campo elettrico, aumenta l’energia potenziale del sistema. Quindi 
le transizioni del primo tipo saranno predominanti, ed il semiconduttore sa- 
rà percorso da una corrente elettrica che va nel senso del campo elettrico 
applicato E. Nel caso di un semiconduttore in un circuito aperto, la corrente 
circolerà finché il campo elettrico legato allo spostamento dei portatori di 
corrente non compensi esattamente il campo esterno E. Ma se si eliminano 
continuamente gli elettroni in movimento (semiconduttore in un circuito 
chiuso) la corrente circola in modo ininterrotto. Il risultato finale è lo stesso 
se si pensa che la conducibilità sia assicurata non dagli elettroni, bensì dai 
buchi considerati come particelle cariche positivamente. Nel caso dei semi- 
conduttori si distingue la conduzione da elettroni e la conduzione da buchi. 

È evidente che nei metalli e nei semiconduttori i veri portatori di corren- 
te sono sempre elettroni reali e non buchi, che sono stati introdotti nella teo- 
ria del tutto formalmente. In realtà non esistono particelle cariche positiva- 
mente chiamate buchi, ma la nozione di buco è utile per le seguenti ragioni. 
Si possono utilizzare le leggi classiche del movimento degli elettroni quando 
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la loro concentrazione nella banda in considerazione è piccola. Gli elettroni 
della banda di conduzione soddisfano a questa condizione. Ma nella banda 
di valenza la situazione è rovesciata, perché quasi tutti gli stati sono occupa- 
ti e la concentrazione dei buchi è piccola. Quindi non si possono applicare 
agli elettroni le leggi classiche di movimento. Applicando agli elettroni le 
concezioni della meccanica quantistica e tenendo conto che /a concentrazio- 
ne dei buchi è piccola, si arriva ad un risultato particolarmente semplice. 
In presenza di un campo elettrico esterno i buchi si spostano come farebbe- 
ro, secondo le concezioni classiche, delle particelle cariche positivamente ed 
aventi una massa determinata. Ed è proprio questo risultato che giustifica 
pienamente l’introduzione della nozione di buco. Notiamo ancora, che per 
il fatto che le concentrazioni sono piccole, si può applicare la statistica di 
Boltzmann agli elettroni della banda di conduzione ed ai buchi della banda 
di valenza. 

6. La conducibilità elettrica dei semiconduttori, assicurata dagli elettro- 
ni e dai buchi di cui abbiamo parlato, non è legata alla presenza di impurità 
nel semiconduttore. Per questo motivo si chiama conducibilità propria (in- 
trinseca) per distinguerla dalla conducibilità elettrica di impurezze, che è di- 
rettamente legata alla presenza di atomi di altri elementi chimici nel semi- 
conduttore. La presenza di quantità infime di impurità è sufficiente per au- 
mentare in modo estremamente forte la conducibilità del semiconduttore. 
Così, incorporando in un cristallo di silicio puro anche soltanto lo 0,001% 
di fosforo, si aumenta la-conducibilità di più di cento mila volte. Nei metalli 
la situazione è inversa: l’aggiunta di impurità provoca una diminuzione del- 
la conducibilità elettrica. 
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Fig. 242. 


Tale comportamento dei semiconduttori è dovuto al fatto che, in presen- 
za di impurità, appaiono dei livelli d'energia supplementari, collocati nella 
banda proibita del semiconduttore. La figura 242,0 dà una rappresentazione 
schematica delle bande d’energia di un semiconduttore puro. Supponiamo 
che le impurità facciano apparire nella banda proibita dei livelli supplemen- 
tari vicino al bordo inferiore della banda di conduzione (fig. 242,5). Gli 
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elettroni che occupano questi livelli possono passare nella banda di condu- 
zione. Se l’intervallo d’energia A€; che separa questi livelli della banda di 
conduzione è piccolo rispetto alla larghezza della banda proibita Ae, il nu- 
mero di elettroni nella banda di conduzione e quindi la conducibilità del cri- 
stallo possono aumentare di parecchi ordini di grandezza. Le impurità che 
forniscono elettroni alla banda di conduzione sono chiamate donatori, 
mentre i livelli supplementari che esse creano nella banda proibita sono 
chiamati livelli donatori. 

Per esempio, gli atomi di arsenico incorporati nel reticolo del silicio, si 
comportano come dei donatori. Il silicio è un elemento tetravalente e l’arse- 
nico è un elemento pentavalente; ciò significa che la guaina elettronica 
esterna dell’atomo di silicio contiene quattro elettroni e quella dell'atomo 
d’arsenico ne contiene cinque. Il quinto elettrone dell’atomo di arsenico può 
staccarsi sotto l’azione dell’agitazione termica e quindi lo ione arsenico cari- 
co positivamente può sostituire un atomo di silicio del reticolo cristallino. 
Così un elettrone di conduzione si trova intercalato tra i nodi del reticolo. 

Consideriamo ora il caso in cui la presenza di atomi di impurità fa appa- 
rire livelli supplementari nella banda proibita vicino al bordo superiore del- 
la banda di valenza (fig. 242,c). Gli elettroni della banda di valenza possono 
allora occupare questi livelli supplementari, lasciando dietro di sé dei bu- 
chi; l’apparizione di questi buchi permette una conduzione di buchi. Queste 
impurità sono chiamate accettori ed i livelli che esse creano nella banda 
proibita sono livelli accettori. 

Per esempio gli atomi di boro, o di un altro elemento del gruppo III del 
sistema periodico, incorporati nel reticolo del silicio si comportano come 
accettori. La guaina elettronica periferica dell’atomo di boro contiene tre 
elettroni. L’atomo di boro può captare un quarto elettrone, togliendolo ad 
un vicino atomo di silicio. In quel punto appare un buco e lo ione boro ne- 
gativo può sostituire un atomo di silicio nel reticolo cristallino. E così appa- 
re nel silicio una conducibilità da buchi. 

Per sapere, se un semiconduttore presenta una conducibilità elettronica 
o da buchi, si ricorre alla determinazione del segno dell’effetto Hall. I semi- 
conduttori drogati con atomi donatori sono chiamati semiconduttori elet- 
tronici o semiconduttori di tipo n (dalla parola « negativo ») e i semicondut- 
tori drogati con accettori sono chiamati semiconduttori di tipo p (dalla pa- 
rola « positivo »). Si possono avere semiconduttori a conducibilità mista- 
quando in qualità di portatori di corrente agiscono sia elettroni che buchi. 
I portatori che contribuiscono di più alla corrente sono detti maggioritari 
e gli altri sono detti minoritari. 


Problema 


L’idrogeno solido è un dielettrico la cui densità a pressione normale è pari a 0,076 g/cmì. 
Valutare la densità dell’idrogeno solido alla quale esso presenterà delle proprietà metalliche. 
L'energia di ionizzazione dell’atomo d’idrogeno è gion = 13,6 eV = 2,18-107"! erg. 
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Soluzione. La compressione di una sostanza provoca l’innalzamento del livello di Fermi 
che definisce, per una densità prestabilita della sostanza, l'energia cinetica massima di un elet- 
trone libero. Quando l’energia di Fermi x diventa uguale all’energia di ionizzazione gion, gli ato- 
mi d’idrogeno si ionizzano. Le guaine elettroniche esterne degli atomi si decompongono, gli 
elettroni di valenza si trovano collettivizzati ed il dielettrico si metallizza. Così la concentrazio- 
ne n degli atomi di dielettrico per la quale quest’ultimo si metallizza, è determinato dalla con- 
dizione « — €ion. Determinando n in base alla formula (99.6) e moltiplicando il risultato per 
la massa my dell’atomo d’idrogeno si ottiene 


am 
Q = a (8mEion)"? = 0,38 g/cmì. 





$ 101. Emissione termoionica 


1. Il fatto che gli « elettroni liberi » siano trattenuti all’interno del metal- 
lo testimonia che esiste nello strato superficiale un campo elettrico che si 
oppone all’uscita degli elettroni nel mezzo ambiente (vuoto). Per poter usci- 
re dal metallo l’elettrone deve compiere un certo lavoro chiamato /avoro d'e- 
strazione. Una delle cause che determinano la produzione di questo lavoro 
è la seguente. Se in seguito ai movimenti di agitazione termica, un elettrone 
sfugge al metallo, esso induce sulla superficie una carica di segno opposto, 
che provoca delle forze d’attrazione tra l’elettrone e la superficie del metallo 
(questa è la forza d’immagine elettrica, cfr. $ 23) tendenti a far rientrare l’e- 
lettrone nel metallo. Affinché l’elettrone possa sormontare queste forze, si 
deve fare un lavoro. Un’altra causa consiste nel fatto che gli elettroni, grazie 
ai loro movimenti termici, possono attraversare la superficie del metallo ed 
allontanarsi a piccole distanze (dell’ordine delle distanze atomiche). Al di 
sopra della superficie del metallo si stabilisce un’atmosfera di elettroni la cui 
densità diminuisce rapidamente con la distanza. Sotto questa atmosfera 
elettronica, sulla superficie del metallo, resta uno strato di ioni positivi. 
Quindi si forma un doppio strato elettrico che si comporta come un con- 
densatore, ossia non crea campo elettrico all’esterno. Ma per attraversare il 
campo elettrico all’interno del doppio strato si deve fornire del lavoro. Esi- 
stono probabilmente ancora altre cause dell’esistenza del lavoro d’estrazio- 
ne, ma non approfondiamo questa questione e ci limitiamo a tener conto 
del lavoro d’estrazione in modo fenomenologico. 

2. Con l’aumento della temperatura del metallo, aumenta l’energia cine- 
tica del moto termico degli elettroni vicino al livello di Fermi, la quale può 
divenire talmente grande che certi elettroni riescono a superare il potenziale 
elettrico di arresto alla superficie e ad uscire dal metallo. Se nel vuoto circo- 
stante esiste un campo elettrico diretto verso la superficie del metallo, que- 
sto campo trascinerà gli elettroni usciti, ed una corrente elettrica potrà fluire 
nel vuoto. Questa corrente è chiamata fermoionica, e l’effetto corrisponden- 
te è l’effetto d'emissione termoionica che fu scoperto da Edison (1847-1931) 


nel 1883. 
Si osserva comodamente l’emissione termoionica con l’aiuto di un tubo 
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a vuoto con due elettrodi, detto diodo a vuoto. Il catodo è costituito da un 
filo in metallo ad elevato punto di fusione (tungsteno, molibdeno ecc.), che 
viene portato ad incandescenza dalla corrente elettrica. L’anodo è general- 
mente un cilindro metallico che circonda il catodo. Quando si connette il 
diodo, nel circuito rappresentato sulla fig. 243, nessuna corrente attraverse- 
rà il circuito finché il catodo è freddo. Ma se si porta il catodo ad incande- 
scenza, il milliamperometro registrerà il passaggio di una corrente elettrica. 
Se si inverte la polarità della batteria, nessuna corrente passera più. Tale ri- 
sultato dimostra, che i portatori di corrente nel vuoto sono particelle cari- 
che negativamente, precisamente degli elettroni, perché il passaggio della 
corrente termoionica non provoca alcuna trasformazione chimica in vici- 
nanza degli elettrodi. 





Fig. 243. Fig. 244. 


Se, mantenendo costante la temperatura del catodo incandescente, si fa 
variare la tensione applicata V tra l’anodo ed il catodo, si constaterà che la 
corrente termoionica inizialmente aumenterà (fig. 244), ma che questo ac- 
crescimento della corrente non è proporzionale a V, quindi la legge di Ohm 
non si applica al diodo a vuoto. Quando la tensione V raggiunge un certo 
valore, l’intensità della corrente termoionica praticamente cessa di crescere. 
Si dice, che la corrente termoionica è arrivata a saturazione; il valore massi- 
mo .4 è chiamato corrente di saturazione. L'esistenza di una corrente di sa- 
turazione viene spiegata in modo assai semplice. Il suo valore è determinato 
dal numero di elettroni che possono essere emessi nell’unità di tempo dalla 
superficie del catodo. Se il campo elettrico applicato è talmente intenso che 
esso accelera tutti gli elettroni emessi, un nuovo accrescimento della sua in- 
tensità non potrà più portare all'aumento dell’intensità della corrente ter- 
moionica. È proprio questo che spiega l’esistenza della corrente di satura- 
zione. La densità js della corrente di saturazione determina il potere emissi- 
vo del materiale del catodo, ossia il numero massimo di elettroni che può 
essere emesso nell’unità di tempo dall’unità di superficie del catodo. 

3. La densità della corrente termoionica di saturazione dipende dal ma- 
teriale del catodo e cresce con la temperatura. Per calcolare questa densità 
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di corrente utilizzeremo il modello del gas elettronico perfetto e gli appli- 
cheremo la statistica di Fermi-Dirac. Nell’unità di volume di metallo il nu- 
mero degli stati quantici di impulsi elettronici dpxdpy,dp: compreso in un 
elemento di volume dello spazio degli impulsi centrato in (px, Dy, pz) è 


dZ = 4 dpydp,dp., dove il fattore 2 tiene conto dello spin dell’elettrone. 
La concentrazione media degli elettroni che hanno tali valori d’impulso è 
2 dpx dp, dp, 


dn=<r —r— 
h° exp fa +1 

Precisiamo ora la natura del lavoro d’estrazione. Conveniamo di chia- 
mare con questo termine il lavoro b che si deve fornire a un elettrone appar- 
tenente al livello di Fermi nel materiale per portarlo nel vuoto in condizioni 
di riposo. L’energia cinetica minima che deve avere l’elettrone sul livello di 
Fermi è: Emin = « + db. Solo gli elettroni la cui energia cinetica sul livello 
di Fermi è maggiore di Emin, Ossia € > 4 + d possono abbandonare il metal- 
lo. Solo questi elettroni devono essere messi in conto nel calcolare la corren- 
te di saturazione. Nei calcoli che seguono ci limiteremo a considerare sola- 
mente tali elettroni. 

Per non disgregare il reticolo cristallino durante l’emissione, solo una 
parte insignificante di elettroni deve uscire dal metallo. Secondo la formula 
(101.1) ciò implica che e — u ® X7, cioè db » KT. Per questi elettroni si può 
trascurare l’unità che figura nel denominatore di (101.1) e questa formula si 
scrive allora 


dn = (# exp r)) pf _ i) dpxdp,dp.. (101.2) 


Calcoliamo il numero dn; di elettroni la cui componente z dell’impulso è 
compresa tra p; e p. + dp.. È sufficiente per questo integrare (101.2) su px 


(101.1) 


e p, nell’intervallo — co, + 00. Dato che e = DL (pî + pè + pi)il risultato 


dell’integrazione è 2 
dn = 33 amkTexp{ — pit) dp.. (101.3) 


L’uscita degli elettroni dal metallo per emissione termoionica perturba 
sicuramente in una certa misura la loro distribuzione di equilibrio in veloci- 
tà. Tuttavia nell’approssimazione d’ordine zero si può non tenerne conto. Il 
numero di elettroni appartenenti al gruppo in considerazione, che cadono 
nell’unità di tempo sull’unità di superficie del metallo viene determinato 
dall’integrale \v.dn, = i pzdn, esteso a tutti gli elettroni per i quali 
pì/(2m) > u + b. Poniamo che tutti questi elettroni escano dal metallo. La 
densità della corrente termoionica di saturazione js si ottiene moltiplicando 
l’integrale precedente per la carica e dell’elettrone. Introduciamo una nuova 
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variabile di integrazione 
x = pz/(2m) — n. 


Perciò = 
ji = PIO UDP | e-*d, (101.4) 
b/(KT) 
quindi si ha dopo integrazione 
js = AT°e ”&D, (101.5) 
dove la costante A viene determinata dall’espressione 
_ 4xmek° _ 2 
A = x = 120 A/(cm°-K), (101.6) 


ossia uguale per tutti i metalli. Quest'ultimo risultato è dovuto al fatto che 
abbiamo fondato i nostri calcoli sul modello del gas elettronico perfetto. In 
questo modello le proprietà individuali del metallo sono caratterizzate da 
due parametri: il lavoro d’estrazione dell’elettrone b e l’energia di Fermi y. 
Ma dato che quest’ultima figura nella formula (101.4) solo in qualità di ter- 
mine addizionale della variabile di integrazione x, il risultato non dipende 
da u, ma viene determinato solo dal lavoro d’estrazione d e dalla temperatu- 
ra del metallo 7: 

Misurando la densità della corrente termoionica js si può calcolare, me- 
diante la formula (101.5), sia il valore della costante A che il lavoro d’estra- 
zione b. 

4. La formula (101.5) fu inizialmente ottenuta da Richardson (1879-1959) 
sulla base di considerazioni di termodinamica utilizzando alcuni dati empi- 
rici. Un’altra dimostrazione di questa formula, in cui fu stabilito il carattere 
universale della costante A, è dovuta a Dushman. Ed è per questa ragione 
che la formula (101.5) è chiamata formula di Richardson-Dushman. Dato 
che a quel tempo (1923) Dushman non poteva ancora tener conto dello spin 
elettronico, il valore della sua costante universale A è metà del valore reale, 
poiché l’esistenza dello spin raddoppia il numero degli stati possibili dell’e- 
lettrone. Il risultato di Dushman fu confermato a meno di qualche per cento 
da prove sperimentali della formula (101.5), che utilizzavano metalli ad ele- 
vato punto di fusione, tungsteno e molibdeno, particolarmente adatti a que- 
sto fine. È curioso che il computo dello spin elettronico peggiorasse notevol- 
mente l’accordo tra la teoria e l’esperienza. Questo risultato può essere già 
interpretato nell’ambito del modello del gas elettronico perfetto con un esa- 
me quanto-meccanico conseguente. Secondo la meccanica quantistica gli 
elettroni che verificano la condizione € > 4 + d non lasciano necessaria- 
mente il metallo. Una parte di questi elettroni può essere ri/7essa dalla « bar- 
riera di potenziale » alla frontiera del metallo che deve essere superata per- 
ché gli elettroni possano scappare nel vuoto. Tuttavia non possiamo entrare 
qui in tali particolari. 
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5. Notiamo che Richardson ottenne già nel 1901 un’altra formula per la 
densità della corrente termoionica di saturazione. Egli applicò al gas elettro- 
nico del metallo la statistica classica di Boltzmann. Possiamo dedurre il ri- 
sultato dalle nostre formule senza fare nuovi calcoli. È sufficiente sostituire 
la formula (101.3) con l’espressione corrispondente dedotta dalla legge di di- 
stribuzione delle velocità di Maxwell (cfr. vol. II, $ 72): 


1_ \ Pî 
dr S nane) cp{- ner] dPa 


dove n è il numero di elettroni liberi contenuti nell’unità di volume del me- 
tallo. La differenza principale di questa formula dalla (101.3) sta nel fatto 
che VT vi figura al denominatore mentre nella (101.3) la temperatura 7 figu- 
ra alla prima potenza al numeratore. Per ottenere la prima formula di Ri- 
chardson è sufficiente evidentemente realizzare la seguente sostituzione: 


4 amkT —> n : I 
ch} 2amK1 


Si ottiene quindi 


js = A'TV?e7V&D, (101.7) 
dove 
A' = ne ELE (101.8) 


La formula (101.7) viene interpretata semplicemente scrivendola nella forma 
js = 7 neve” "/@D, 
dove v è la velocità termica media dell’elettrone secondo la teoria classica. 
La quantità 1/4 nv rappresenta il numero di elettroni che cadono al secondo 
sull’unità di superficie del metallo (cfr. vol. II, $ 75). Si deve scegliere tra 
queste particelle quelle che sono in grado di sormontare la barriera di po- 
tenziale alla superficie del metallo. Per questo bisogna moltiplicare il flusso 
di elettroni per il fattore esponenziale e ?/&D., 

Le due formule (101.5) e (101.7) danno praticamente lo stesso risultato 
poiché la variazione della corrente js con la temperatura è soprattutto deter- 
minata dal fattore esponenziale, che varia con la temperatura in misura 
molto più forte di 7° e 7!?. Prendendo i logaritmi dei due membri di 
(101.5) constatiamo che js varia con la temperatura secondo la formula 


Als — 2 AT, DAT 
Ss I, KT° 


Il rapporto tra il primo termine ed il secondo nel secondo membro di questa 
formula è uguale a 2X7/b. Per il tungsteno db = 4,5 eV. Ponendo 
T = 2500K, il rapporto vale — 0,10. Con la formula (101.7) questo rapporto 
è ancora più piccolo, e cioè — 0,025. Perciò la formula (101.5) la si scrive 
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spesso sotto la forma semplificata: 


Inj = cost — gr (101.9) 


6. Quindi la densità della corrente termoionica di saturazione ; viene 
determinata dal rapporto b/(X7). Per i metalli ad elevato grado di fusione 
W, Mo, Pt il lavoro di estrazione è relativamente grande ed è pari rispettiva- 
mente a 4,52, 4,37, 4,8 eV. Ottenere correnti termoioniche di grande intensità 
con catodi costruiti con questi metalli è possibile solo a temperature di in- 
candescenza molto elevate. Ma in pratica è assai importante abbassare la 
temperatura del catodo al fine di ridurre il consumo di energia utilizzata per 
portare il catodo ad incandescenza ed accrescere il tempo di sfruttamento 
dei tubi elettronici. I catodi chiamati composti, in cui si realizza un abbassa- 
mento notevole del lavoro di estrazione, soddisfano a queste esigenze. Un 
tipo di catodo largamente diffuso è il catodo ad ossidi. Esso è costituito da 
un supporto metallico sul quale viene depositato uno strato di carbonato 
di un metallo alcalino-terroso (BaCO:, SrC0;, CaC0;). Questi sali si de- 
compongono per calcinazione (secondo l’equazione BaCO3 # BaO + CO, 
ecc.) ed il supporto si trova ad essere coperto da uno strato di ossido (Ba0, 
STO, CaO) o da una miscela di ossidi. Dopo di ciò il catodo viene attivato, 
ossia si fa emettere al catodo una corrente termoionica alla temperatura di 
1000 °C circa. Dopo questa operazione sulla superficie del catodo si forma 
uno strato monoatomico di ioni dei metalli alcalino-terrosi la cui presenza 
diminuisce fortemente il lavoro d’estrazione e quindi aumenta il potere 
emissivo del catodo. Il riscaldamento del catodo si effettua o facendo passa- 
re una corrente attraverso il supporto metallico o tramite una spirale ausilia- 
ria metallica (« catodi a riscaldamento indiretto »). La temperatura di fun- 
zionamento dei catodi ad ossidi moderni è di 800-900 °C. Il potere emissivo 
normale raggiunge 1 A/cm? e nei casi di impulsi molto brevi della corrente 
(1079-1075 s) il potere emissivo può raggiungere 100 A/cm? e più. Indichia- 
mo a titolo di confronto che la temperatura di funzionamento dei catodi di 
tungesteno è 2200 °C, e le correnti d’emissione non oltrepassano 0,1 A/cm?. 

7. Se tutti gli elettroni emessi dal catodo arrivassero all’anodo l’intensità 
della corrente termoionica non dipenderebbe dalla tensione applicata V. 
In realtà non è così, e a misura ché si fa crescere V cresce la corrente A(cfr. 
fig. 244). Ciò è dovuto al fatto che una carica spaziale negativa appare tra 
il catodo e l’anodo e che questa carica spaziale crea un campo elettrico op- 
posto al campo applicato. La teoria di questa questione fu elaborata nel 
1913 da Langmuir (1881-1957). Poniamo che gli elettrodi del diodo siano 
piani. Si può ammettere che essi siano infinitamente grandi. Manteniamo 
costante la temperatura 7 del catodo. Collochiamo l’origine delle coordina- 
te sulla superficie del catodo ed orientiamo l’asse X perpendicolarmente a 
questa superficie verso l’anodo. Il potenziale g del campo elettrico, funzio- 
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ne solamente della coordinata x, verifica l'equazione di Poisson 

dg 

dx 
dove e è il valore assoluto della carica dell’elettrone. In valore assoluto la 
densità di corrente è j = nev. Se il vuoto nel tubo è sufficientemente alto, 
si può trascurare gli urti degli elettroni e definire la loro velocità con l’equa- 
zione 1/2 mv? = eg. Poniamo che il potenziale del catodo sia nullo e tra- 
scuriamo le velocità termiche che possiedono gli elettroni che escono dal ca- 
todo. Eliminando da queste equazioni la concentrazione n degli elettroni e 
la velocità v, si ottiene l’equazione 


= —4rQ = 4nre, (101.10) 








2 2 
Di: _ T (101.11) 
dove 
a? = 4rj 35: (101.12) 


Con tutta evidenza la grandezza a è costante perché la corrente j non dipen- 
de dalla coordinata x. ° 

Se confrontiamo le equazioni (101.11) e (101.10), si vede che la densità 
di volume dell’elettricità sulla superficie del catodo tende all’infinito. Il pun- 
to x = Oè un punto singolare dell’equazione (101.11) in cui questa equazione 
diventa assurda. Questo difetto della teoria è una conseguenza dell’idealiz- 
zazione adottata secondo la quale si trascura totalmente la dispersione delle 
velocità termiche degli elettroni che lasciano il catodo. Tuttavia la densità 
superficiale di carica sul catodo resta finita. Anzi, essa deve annullarsi in 
prossimità della superficie del catodo, come anche l’intensità del campo 
elettrico. Se non fosse così, tutti gli elettroni emessi sarebbero trascinati dal 
campo elettrico verso l’anodo e la corrente termoionica arriverebbe a satu- 
razione per qualunque tensione applicata al tubo. Quindi l’equazione 


(101.11) deve essere completata dalle condizioni ai limiti: 
._ de 
lim g = lim x > 0. 101.13 
5-0 x>0 Xx 
Per trovare la soluzione dell’equazione (101.10) prima la si moltiplica per 
la derivata dg/dx e dopo si integra tenendo conto delle condizioni ai limiti 
(101.13). Perciò si ottiene 


(dp/dx) = 4a*g!’°. 
Nel calcolare la radice quadrata si deve conservare soltanto il segno 
« più », poiché il potenziale g deve crescere dal catodo all’anodo e deve esse- 


re positivo in tutto lo spazio tra gli elettrodi. Separando le variabili, si arriva 
all’equazione 


deg/g'* = 2adx. 
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Dopo una seconda integrazione si ottiene 
4 4 = 2ax (101.14) 


e dopo la sostituzione dell’espressione di a 


. 1 | 2e 3/2 
= TTT . 101.15 
J 9rx? m ( ) 


È da notare in particolare che, se V è la tensione ed / la distanza tra gli elet- 
trodi, si ha 





j = CV°?, (101.16) 


dove la costante C è definita da 


= gle 1, [2e. (101.17) 


La formula (101.16) viene chiamata /egge di Langmuir (o legge della po- 
tenza 3/2). Questa legge vale per elettrodi di configurazione arbitraria, poi- 
ché la forma degli elettrodi influisce solamente sul fattore numerico C. 
Langmuir risolse il problema relativo a elettrodi cilindrici coassiali, di cui 
il catodo è il cilindro interno e l’anodo quello esterno. Lo stesso problema 
fu risolto da Boguslavskij (1883-1923) che esaminò inoltre il caso contrario, 
in cui il catodo è il cilindro esterno e l’anodo quello interno. Langmuir stu- 
diò anche il caso di elettrodi sferici. In tutti i casi, come era prevedibile, la 
legge di Langmuir fu verificata. 

Per tensioni deboli, la legge di Langmuir fornisce per le correnti ter- 
moioniche valori troppo deboli, poiché questa legge non tiene conto della 
dispersione delle velocità termiche degli elettroni. Per grandi tensiom, la 
legge di Langmuir sarebbe assolutamente esatta se il potere emissivo fosse 
infinitamente grande. Ma dato che ciò non è così, si osservano delle devia- 
zioni anche per grandi tensioni. A misura che si fa crescere la tensione si 
arriva finalmente alla saturazione e la legge di Langmuir cessa di essere 
verificata. 


$ 102. I tubi elettronici e le loro applicazioni 


1. Nel diodo a vuoto gli elettroni emessi dal catodo si spostano verso 
l’anodo. Se l’anodo è portato ad un potenziale positivo, una corrente attra- 
verserà il diodo, ma se l’anodo è portato ad un potenziale negativo, non ci 
sarà nessuna corrente. Su questo è basata l’utilizzazione dei diodi a vuoto 
per il raddrizzamento delle correnti alternate. Lo schema di un raddrizzato- 
re termoionico « a una alternanza » è rappresentato in fig. 245,a. Se la ten- 
sione d’entrata ha la forma rappresentata in fig. 245,b, in assenza del con- 
densatore C, la tensione d’uscita avrebbe la forma rappresentata in fig. 
245,c, ossia sarebbe composta di impulsi di tensione che si susseguono ogni 
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semiperiodo 7/2. La curva che rappresenta la corrente ./ attraverso una re- 
sistenza di carico R avrebbe la stessa forma. Per ottenere una corrente 7 
continua e spianare le sue pulsazioni si introduce un condensatore C nel cir- 
cuito. In presenza del condensatore, la corrente che attraversa il diodo a 
ogni semiperiodo attraversa da una parte la resistenza R e dall’altra parte 
carica il condensatore C. Durante i semiperiodi in cui il diodo non lascia 
passare corrente, il condensatore si scarica attraverso la resistenza R. Le pul- 
sazioni della corrente saranno tanto più piccole quanto più è grande il tem- 
po 7 = RC, che caratterizza la velocità di scarica del condensatore 
(cfr. $ 48). Il difetto del raddrizzatore descritto sta nel fatto che esso lascia 
passare la corrente solo durante un semiperiodo 7, mentre non vi è corrente 
nel diodo durante il semiperiodo successivo. La figura 246 rappresenta lo 
schema di un raddrizzatore « a due alternanze », in cui questo inconvenien- 
te è eliminato. 





0 Ventre C + A [tas 
Ventr a) 
0 A 

b) 
a 
7, z 

c) 

Fig. 245. Fig. 246. 


2. L'introduzione di elettrodi supplementari nel tubo elettronico permet- 
te di controllare la corrente elettrica. Questi elettrodi supplementari sono 
chiamati griglie, visto che essi sono fabbricati a forma di griglia o di spirale 
attorno al catodo. Il tubo a griglia più semplice è il triodo; l’unica griglia 
che esso contiene è chiamata griglia di comando. Questa griglia è situata 
più vicina al catodo che all’anodo. Perciò una variazione della tensione di 
griglia (ossia la differenza di potenziale tra la griglia ed il catodo) modifica 
in misura maggiore il campo elettrico in prossimità del catodo, e quindi la 
corrente elettronica nel tubo, di quanto farebbe la stessa variazione della 
tensione anodica (ossia la differenza di potenziale tra l’anodo ed il catodo). 
Quando la tensione di griglia è nulla, la griglia non influisce praticamente 
sull’intensità della corrente elettronica. Quando la griglia è portata ad un 
potenziale positivo, l’intensità della corrente aumenta e quando la si porta 
ad un potenziale negativo, la corrente che attraversa il tubo diminuisce e 
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può divenire addirittura nulla. Quindi si può controllare l’intensità della 
corrente elettronica facendo variare il potenziale della griglia. Essendo infi- 
ma la massa dell’elettrone, l’inerzia del triodo è estremamente piccola, e la 
sua azione di comando rimane anche per variazioni della tensione di griglia 
molto rapide. 

Una parte di elettroni emessi dal catodo è captata dalla griglia in modo 
tale che una corrente 4 circola nel circuito della griglia; questa corrente è 
la corrente di griglia. La corrente totale che attraversa il triodo si compo- 
ne di una corrente anodica <A e di corrente di griglia GA: /= 4 +4. L’ap- 
parizione di una corrente di griglia notevole è generalmente nociva poiché 
essa comporta una dissipazione inutile di energia nel suo circuito. Infatti 
nella maggioranza dei casi il flusso principale di elettroni passa attraverso 
i buchi della griglia, per cui la corrente di griglia è piccola rispetto alla cor- 
rente anodica. Quindi si può trascurare la corrente di griglia A e porre che 
S=A. 

La corrente anodica ‘4 dipende dalle tensioni applicate alla griglia V, 
ed all’anodo Va: A = A(V, Va). In pratica questa funzione viene descritta 
da due famiglie di curve chiamate caratteristiche di griglia e di anodo. La 
caratteristica di griglia. 4 = A (VW) rappresenta la variazione della corren- 
te anodica 4 in funzione della tensione di griglia V, a condizione che la 
tensione anodica e la tensione di incandescenza del catodo siano mantenute 
costanti. In modo simile la caratteristica anodica è la curva che rappresenta 
la variazione della corrente anodica in funzione della tensione anodica re- 
stando costanti la tensione di griglia e quella di incandescenza del catodo. 
Queste due famiglie di curve (caratteristica di griglia e di anodo) sono rap- 
presentate in modo schematico in figg. 247 e 248. Le caratteristiche di gri- 
glia hanno una pendenza più elevata rispetto a quelle di anodo. Quando il 
parametro Va aumenta, le curve 4(V;) si spostano da destra a sinistra. Le 
curve A(Va) si spostano nello stesso senso quando V, aumenta. Se si fa cre- 
scere la temperatura del catodo, la corrente di saturazione aumenta e le cur- 
ve delle due famiglie diventano più alte. 

La variazione della corrente anodica 4 in funzione di V, o di Va non 
è lineare. Soltanto nella parte in salita queste curve sono quasi lineari per 
cui la legge di Ohm vi è verificata in modo approssimato. Su questi tratti 


le derivate 
OVa 
_ ; = 102.1 
s (3), e R SA). (102.1) 


sono praticamente costanti. La derivata S è chiamata pendenza della carat- 
teristica (di griglia), mentre la derivata R; è chiamata resistenza interna o 
differenziale del tubo. 

La fig. 247 mostra che la forma della caratteristica di griglia non cambia 
praticamente quando si fa variare Va, ma tutta la caratteristica si sposta a 
sinistra (per un aumento di Va) o a destra (per una diminuzione di Va). Per 
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uno stesso aumento di VW, la curva si sposta di una stessa distanza. Se ne 
conclude che la corrente anodica./ non dipende dalle tensioni V, e Va prese 
separatamente, bensì soltanto da loro combinazione V; = Vy + DVa, dove 
D è una costante positiva chiamata trasparenza di griglia. Questa costante 
è inferiore all’unità perché le variazioni della tensione di griglia influiscono 
in misura molto più forte sul valore della corrente anodica di quanto non 


Sa 


I - —_ 


4= cost 





0) Va 
Fig. 247. Fig. 248. 


facciano le variazioni della tensione anodica. Quindi la funzione di due va- 
riabili A = A(V,, Va) si riduce di fatto ad una funzione di una sola varia- 
bile V: = Vy + DW.. Per questa ragione la grandezza V. è chiamata tensio- 


ne di comando. Differenziando A = A(V.) = A(V, + DV.) si ottiene 
s- 0A, _ A 
— E, | p:4 Va — d | Cc ° 
1 _(d _ dA ( dV. - sp 
R E Va Vi _ d V. Va Vi ° 


Ne deriva che i parametri del tubo S, D, R; sono legati dalla relazione 
SDR; = 1. (102.2) 


3. Il triodo può servire all’amplificazione di segnali elettrici e di correnti 
alternate. La fig. 249 rappresenta lo schema di principio di un circuito d’am- 
plificazione a triodo. Il circuito anodico contiene una batteria di forza elet- 
tromotrice €’ ed una resistenza di carico Ra. La tensione da amplificare è ap- 
plicata tra la griglia ed il catodo. Considerando la corrente anodica come 
una funzione della tensione di comando V., possiamo scrivere 


AA, = SAW; = S(AV, + DAV). 
Applicando la legge di Ohm alla parte esterna Xé° A del circuito e trascuran- 
do la resistenza interna della batteria e la resistenza dei fili di connessione 
si ha 
a > É — RiA.. 
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Dato che é è una quantità costante 
AVa = - RA = — RaS(AV; + DAVa), 


e quindi 
AV, __ RaS 
AV, 1 + SDR;° 

Con l’aiuto della (102.2) questa formula si riconduce alla forma 
AVi Ra l 


Questa formula stabilisce una relazione tra le ampiezze delle oscillazioni 
delle tensioni anodica e di griglia. Nel caso particolare in cui R;j € Ra (102.3) 
si scrive 

di - _ E (102.4) 
La grandezza K = 1/D è chiamata fattore d’amplificazione del triodo. Nel- 
l’altro caso limite in cui R; » Ra 


AV Ra _ 
ve = RD = SR (102.5) 


In questo caso l’amplificazione è tanto più forte quanto più è grande la pen- 
denza della caratteristica S. Il segno meno nelle formule (102.3)-(102.5) si- 
gnifica che le fasi delle oscillazioni delle tensioni di griglia e d’anodo sono 
opposte. 





Fig. 249. Fig. 250. 


Si può ripetere l'amplificazione di un segnale elettrico a più riprese. La 
tensione amplificata dal primo tubo è applicata alla griglia di un secondo 
triodo, la tensione amplificata da quest’ultimo è applicata alla griglia del 
terzo triodo ecc. Uno schema di montaggio di un amplificatore in cascata 
è rappresentato in fig. 250. La tensione è applicata alle griglie dei differenti 
triodi attraverso condensatori di taglio C, che, lasciando passare il segnale 
alternato soggetto all’amplificazione, impedisce che la alta tensione conti- 
nua fornita dalla batteria d’anodo sia applicata alla griglia. Tra la griglia 
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ed il catodo di ogni triodo si inserisce una resistenza r (resistenza di fuga 
della griglia) che impedisce che il triodo sia bloccato. Questo avverrebbe ne- 
gli intervalli di tempo in cui il potenziale della griglia è positivo, permetten- 
dole di captare gli elettroni. In assenza della resistenza di fuga sulla griglia 
si accumulerebbero delle cariche negative in tale quantità che cesserebbe il 
passaggio della corrente attraverso il triodo. Per mezzo di una scelta ade- 
guata del condensatore C e della resistenza r si assicura che le oscillazioni 
della tensione applicata alla griglia siano centrate su un valore dato per il 
quale la griglia svolge le sue funzioni di comando essendo la corrente di gri- 
glia estremamente piccola. 

4. Per molti scopi è necessario che la corrente anodica dipenda da quella 
di griglia e non dipenda praticamente dalla tensione anodica. Ci si riesce 
introducendo, tra l’anodo e la griglia di comando, una griglia supplementa- 
re portata a un potenziale positivo in rapporto al catodo ma sempre minore 
del potenziale d’anodo. Tale griglia supplementare è chiamata griglia scher- 
mo edil tubo a quattro elettrodi è detto tetrodo. L'introduzione della griglia 
schermo indebolisce il campo elettrico in prossimità dell’anodo e quindi ri- 
duce l’influenza che il potenziale d’anodo esercita sulla corrente anodica. La 
griglia schermo esercita la stessa azione che si avrebbe diminuendo la tra- 
sparenza D della griglia di comando. Quindi il fattore d’amplificazione del 
tetrodo, a parità di condizioni, è molto più grande che per un triodo. Ciò 
nonostante l’introduzione della griglia schermo può avere delle conseguenze 
indesiderabili. Gli elettroni che attraversano la griglia schermo bombardano 
l’anodo che emette elettroni secondari (effetto dynatron). Tale effetto si pro- 
duce anche nei triodi, ma in condizioni di funzionamento normale gli elet- 
troni secondari ritornano verso l’anodo sotto l’azione del campo elettrico. 





Fig. 251. 


Dato che la griglia schermo del tetrodo è sempre portata ad un potenziale 
positivo e dato che durante le forti oscillazioni della tensione anodica il po- 
tenziale d’anodo può essere in certi istanti più debole del potenziale della 
griglia schermo, gli elettroni secondari sono attirati da quest’ultima e posso- 
no attraversarla. Ciò comporta una diminuzione della corrente anodica, la 
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comparsa delle buche sulle curve caratteristiche del tubo e quindi un peg- 
gioramento delle proprietà del tetrodo. Per sopprimere l’effetto dynatron si 
introduce una terza griglia, detta griglia di arresto o griglia antidynatron, 
che si dispone tra la griglia schermo e l’anodo (fig. 251). Questa griglia d’ar- 
resto è connessa al catodo (spesso all’interno del tubo). Trovandosi sotto il 
potenziale del catodo, essa frena gli elettroni secondari ed impedisce loro 
di arrivare sulla griglia schermo. Nello stesso tempo essa non esercita alcuna 
influenza sostanziale sullo spostamento del flusso di elettroni primari. I tu- 
bi a cinque elettrodi, chiamati pentodi, possiedono un grande fattore d’am- 
plificazione. Le loro caratteristiche sono lisce, senza buche; per questo mo- 
tivo essi sono utilizzati in maniera più larga che i tetrodi. 

Descriveremo nel $ 133 le applicazioni dei tubi elettronici alla generazio- 
ne di oscillazioni elettriche. 


$ 103. Emissione secondaria ed autoemissione 


1. Quando si sottopone ad un bombardamento da un fascio di elettroni 
la superficie di metalli, semiconduttori o dielettrici, si osserva l’emissione 
di elettroni secondari. Questo è l’effetto di emissione secondaria (quando 
si manifesta nei tubi elettronici è chiamato effetto dynatron, cfr. il paragra- 
fo precedente). Nel fascio degli elettroni emessi dalla superficie bombardata 
si distinguono tre gruppi di elettroni: 1) gli elettroni elasticamente riflessi 
dalla superficie dell’emettitore; 2) gli elettroni riflessi in modo non elastico; 
3) gli elettroni secondari, ossia gli elettroni estratti dall’emettitore dagli elet- 
troni incidenti. Per dare una descrizione quantitativa dell’effetto si introdu- 
ce il fattore d’emissione secondaria: è il rapporto del numero totale N di 
elettroni emessi dalla superficie dell’emettitore al numero N di elettroni 
primari: 


O = N/ No. 


Il fattore d’emissione secondaria dipende dalla natura, dal modo di pre- 
parazione e dallo stato della superficie del corpo bombardato, nonché dalla 
velocità degli elettroni incidenti e dall’angolo di incidenza. Il fattore o non 
dipende dall’intensità del fascio di elettroni primari, finché questa intensità 
non è talmente grande da provocare la vaporizzazione o la distruzione della 
superficie del corpo. L’energia cinetica iniziale della maggior parte degli 
elettroni secondari emessi è di qualche eV e per una larga parte non dipende 
dall’energia degli elettroni primari. Penetrando all’interno della sostanza 
bombardata, gli elettroni primari eccitano al loro passaggio gli elettroni del- 
l’emettitore. Il numero di elettroni eccitati per unità di lunghezza del tragitto 
dell’elettrone primario aumenta verso la fine del tragitto. È proprio alla fine 
del tragitto che viene eccitata la maggior parte degli elettroni secondari che 
in condizioni favorevoli riescono ad uscire dall’emettitore. Più è grande la 
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velocità v degli elettroni primari, più è grande la loro profondità di penetra- 
zione e più essi eccitano gli elettroni secondari. Ma dato che questi elettroni 
vengono liberati ad una profondità maggiore nei corpi bombardati, la pro- 
babilità di una loro fuga diminuisce. Ciò spiega perché il fattore d’emissione 
secondaria dapprima aumenta con la velocità v degli elettroni primari fino 
ad un massimo sfumato, e dopo diminuisce quando la velocità v aumenta 
ancora. L’accrescimento del fattore o con l’angolo d’incidenza degli elettroni 
primari si spiega in modo simile: sotto incidenza radente gli elettroni secon- 
dari si creano in media più vicino alla superficie dell’emettitore che per inci- 
denza normale. Per osservare questo effetto è necessario naturalmente che 
la superficie dell’emettitore sia sufficientemente liscia. 

L'emissione secondaria è più grande con strati metallici spessi che con 
strati sottili depositati su vetro. L'emissione aumenta con lo spessore dello 
strato fino a un certo limite, al di là del quale essa diventa uguale all’emis- 
sione ottenuta con strati spessi. Per questa ragione negli esperimenti con 
strati sottili si arriva a stimare lo spessore dello strato superficiale metallico 
dove sono generati gli elettroni secondari. Si è stabilito in tal modo che per 
i metalli questo spessore è inferiore a — 5-107° cm. 

L'uscita degli elettroni secondari generati all’interno di un emettitore di- 
pende largamente dalla sua natura. Nei metalli dove la concentrazione degli 
elettroni di conduzione è grande, gli elettroni secondari entrano spesso in 
collisione con gli elettroni di conduzione e quindi dissipano la loro energia. 
In queste condizioni la probabilità d’uscita degli elettroni secondari è picco- 
la. Al contrario, nei semiconduttori e nei dielettrici, la concentrazione degli 
elettroni di conduzione è piccola; le collisioni sono quindi molto meno fre- 
quenti e la probabilità d’uscita degli elettroni secondari è di conseguenza 
molte volte più grande. Ed è per questa ragione che non esistono metalli con 
grandi fattori o e gli emettitori efficaci sono sempre dei semiconduttori o 
dei dielettrici. Per i metalli puri il massimo di o è sempre vicino a 2 e per 
certi metalli è addirittura inferiore a 1. Così omax per il rame è 1,29, per il 
nichel è 1,25, per l’argento 1,47, per il platino 1,78, per il berillio 0,53, per 
l'alluminio 0,97. Per i semiconduttori 0max può raggiungere un valore uguale 
o superiore a 10. In pratica quando si tratta di ottenere una forte emissione 
secondaria, si utilizzano dei catodi composti (emettitori) costituiti da un 
supporto metallico sul quale, tramite un procedimento chimico ed un tratta- 
mento speciale, viene depositato uno strato sottile di semiconduttore. Tali 
sono per esempio gli emettitori ad antimonio-cesio, preparati per tratta- 
mento dell’antimonio in vapori di cesio, gli emettitori ad argento-cesio pre- 
parati tramite ossidazione dell’argento con un trattamento successivo a va- 
pori di cesio, ed altri emettitori simili. Per tali emettitori omax — 10. 

2. L’emissione di elettroni secondari viene utilizzata nei fotomoltiplica- 
tori, progettati per amplificare deboli correnti elettriche. Questo dispositivo 
è un tubo a vuoto contenente un catodo C ed un anodo A tra i quali si trova- 
no disposti alcuni elettrodi che emettono elettroni secondari (fig. 252). Con 
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l’aiuto del partitore D si applica a questi elettrodi una tensione elettrica. 
Una radiazione elettromagnetica incidente strappa degli elettroni dalla su- 
perficie del catodo. Il debole fascio di elettroni primari viene accelerato dal 
campo elettrico e viene inviato sull’emettitore E; che emette degli elettroni 
secondari. Questi elettroni secondari cadono sul secondo emettitore E, che 
assicura una nuova amplificazione del fascio elettronico. In fin dei conti si 
ottiene una corrente fotoelettrica amplificata (con un fattore d’amplifica- 
zione da 10° a 10°) che viene captata all’uscita dell’anodo A. 





Fig. 252. 


3. Una emissione d’elettroni secondaria appare anche quando si bom- 
barda l’emettitore con particelle pesanti, ossia con ioni positivi e negativi. 
Il fattore d’emissione secondaria, ossia il numero medio di elettroni strap- 
pati da una particella primaria, è in questo caso più piccolo che per un 
bombardamento con elettroni. Degli elettroni sono ugualmente emessi 
quando si irradia la superficie di un corpo con della luce o con altre onde 
elettromagnetiche corte (effetto fotoelettrico). Questo effetto sarà descritto 
nel volume V del nostro Corso. 

4. Degli elettroni possono essere emessi dalle superfici metalliche sotto 
l’azione di un campo elettrico forte che strappa gli elettroni dal metallo. 
Questo effetto è chiamato autoemissione o emissione fredda, e si osserva 
utilizzando un tubo a vuoto molto spinto il cui catodo è costituito da una 
punta metallica mentre l’anodo è di solito un elettrodo dalla superficie pia- 
na o poco incurvata. Quando si applica al tubo una tensione elettrica, un 
campo elettrico intenso è creato vicino alla superficie del catodo. Per valu- 
tare l’intensità di questo campo si può assimilare il catodo ad una piccola 
palla e porre che l’anodo si trovi all’infinito. Se a è il raggio della palla, e 
V è la tensione applicata al tubo, la carica della palla è q = Va, mentre l’in- 
tensità del campo elettrico ad una distanza r dal centro della palla è E = 
= q/r° = Va/r*. Sulla superficie della palla E = V/a. Se il raggio di curva- 
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tura dell’estremità della punta a = 107 2? mmese V = 1000 V, in prossimità 
della punta il campo E — 10° V/cm. Se si aumenta progressivamente la ten- 
sione applicata al tubo finché il campo £ vicino alla superficie del catodo 
diventi uguale a — 10°-10° V/cm una debole corrente dovuta all’autoemissio- 
ne del catodo comincia a passare attraverso il tubo. L'intensità di questa cor- 
rente aumenta rapidamente quando si fa crescere la tensione applicata. La 
corrente passa anche se il catodo è freddo, per cui l'emissione è detta fredda. 
Se si fa crescere ancora la tensione applicata, il catodo si riscalda e vaporiz- 
za, mentre nel tubo si produce una scarica gassosa. Una spiegazione del 
meccanismo dell’autoemissione deve necessariamente fondarsi sulla mecca- 
nica quantistica. Ed è perciò che differiamo questo problema fino al volume 
V del nostro Corso. 
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VIII. EFFETTI ELETTRICI DI CONTATTO 


$ 104. Differenza di potenziale di contatto 


1. Quando si mettono due metalli in contatto tra di essi appare una dif- 
ferenza di potenziale chiamata differenza di potenziale di contatto. Questo 
effetto fu scoperto da Volta nel 1797. Dopo aver esaminato differenti metal- 
li Volta li dispose nel seguente ordine: Al, Zn, Sn, Pb, Sb, Bi, Hg, Fe, Cu, 
Ag, Au, Pt, Pd. Egli trovò che se si mettono in contatto mutuo i metalli di- 
sposti in questo ordine, ogni metallo che si trova più vicino all’inizio della 
serie acquisisce un potenziale più elevato rispetto a quello che lo segue nella 
serie. Volta stabilì anche che se si mettono diversi metalli (1, 2, ..., n) in con- 
tatto gli uni con gli altri (fig. 253) la differenza di potenziale gn — 1 tra 
i metalli estremi non dipende dalla natura dei metalli intermedi. Questo ri- 
sultato è chiamato /egge dei contatti consecutivi di Volta. Affinché questa 







RI TTT 
E ANÈÒ 
— LS 





008 e, I 
EER 0000 


Fig. 253. 


legge sia verificata è necessario che tutti i metalli in contatto si trovino alla 
stessa temperatura. Se si mettono in contatto mutuo i metalli estremi della 
serie in modo tale da costituire un circuito chiuso (fig. 254), la legge dei con- 
tatti implica che la forza elettromotrice sia nulla, e nessuna corrente elettri- 
ca circolerà nel circuito, a condizione che tutti i metalli siano alla stessa tem- 
peratura. In caso contrario sarebbe violata la legge della conservazione del- 
‘ energia. Quindi possiamo considerare la legge di Volta come una conse- 
guenza della legge di conservazione dell’energia. Questa considerazione per- 
de validità se nel circuito ci sono degli elettroliti nei quali possono aver luo- 
go delle reazioni chimiche in grado di fornire una energia capace di generare 
una corrente elettrica. La legge dei contatti non si applica a questa situazio- 
ne. Espressa in volt, la differenza di potenziale di contatto varia per diffe- 
renti coppie di metalli da qualche decimo ad alcune unità. Analogamente 
al lavoro di estrazione degli elettroni, essa cambia fortemente se le superfici 
di contatto dei metalli sono anche minimamente contaminate, ossidate ecc. 
Quindi per ottenere valori esatti della differenza di potenziale di contatto, 
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è necessario utilizzare superfici metalliche molto pulite ed effettuare le mi- 
sure sotto vuoto. 

2. Per dare una spiegazione sull’origine della differenza di potenziale di 
contatto, utilizzeremo il modello a elettroni liberi. Supponiamo che il me- 
tallo si trovi a 0 K. Allo zero assoluto tutti i livelli d’energia fino al livello 
di Fermi x sono occupati dagli elettroni. Il valore di u è legato alla concen- 
trazione n degli elettroni di conduzione tramite la relazione (99.6). Portiamo 
i metalli / e 2 in contatto diretto (fig. 255). Dato che le energie di Fermi wi 
e u2 di metalli diversi sono differenti, le concentrazioni n; e n. degli elettroni 
di conduzione sono pure differenti. Poniamo, per fissare le idee, che u2 > 
> ni e quindi n. > n. Dal momento del contatto comincia la diffusione 
degli elettroni, che passano dal metallo 2 al metallo /, poiché nel metallo 
2 vi sono livelli occupati che si trovano al di sopra del livello di Fermi wi 
del primo metallo. Gli elettroni possono lasciare questi livelli per venir ad 
occupare i livelli liberi superiori a 4; nel metallo /. Il passaggio inverso dal 
metallo / al metallo 2 è escluso, perché nel metallo 2 tutti i livelli di energia 
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Fig. 254.‘ Fig. 255. 





pi e di energie inferiori sono occupati. A causa di questa diffusione, il me- 
tallo 2 acquista una carica positiva ed il metallo / una carica negativa. 
Quindi il potenziale del metallo 2 cresce e quello del metallo / si abbassa. 
Il livello di Fermi u2. si abbassa ed il livello u1 sale. Indicando con gii € ©i2 
i potenziali dei metalli / e 2, le energie di Fermi saranno rispettivamente 
uguali a u1 + egii € 42 + egi2. Alla frontiera dei due metalli apparirà una 
differenza di potenziale, o, in altri termini, un campo elettrico che si oppone 
alla diffusione. Quando la differenza di potenziale g;2 — ii raggiungerà un 
certo valore, la diffusione si arresterà. Ciò avverrà quando le posizioni dei 
livelli di Fermi diventano uguali; il metallo / non ha più livelli liberi che po- 
trebbero essere occupati da elettroni del metallo 2 e in quest’ultimo i livelli 
sui quali potrebbero venire a collocarsi gli elettroni del metallo / non sono 
ancora liberi. Quindi allo stato di equilibrio si ha 


. Br + @£ii = hu. + Cegeiz. (104.1) 
Per cui 


gi — gi = LI (104.2) 
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Dato che e < 0 per n. > pi sì ha g;2 > gi, che è il risultato corretto. 

Abbiamo supposto che il metallo si trovasse alla temperatura dello zero 
assoluto, tuttavia il risultato (104.2) è verificato anche ad altre temperature. 
In effetti x e , in presenza di un campo elettrico interno, u + eg rappresenta 
il potenziale chimico del gas elettronico rapportato ad un solo elettrone; 
dunque all’equilibrio i potenziali chimici dei gas elettronici dei due metalli 
sono uguali (cfr. vol. II, $$ 82, 83). Tuttavia si deve tener conto del fatto 
che per 7 # 0, il potenziale chimico x dipende non soltanto dalla concen- 
trazione degli elettroni, ma anche dalla temperatura del metallo. 

La formula (104.2) suppone che il punto / si trovi all’interno del metallo 
1 ed il punto 2 all’interno del metallo 2, come indica l’indice i. Di conse- 
guenza la differenza di potenziale gia — gii è chiamata differenza di poten- 
ziale di contatto interna. Dalla formula (104.2) deriva che questa differenza 
di potenziale è conforme alla legge di Volta. Per valutare questa differenza 
di potenziale esprimiamo con l’aiuto della formula (99.6) le energie di Fermi 
Hi € 2 in funzione delle concentrazioni n; e n degli elettroni di conduzione. 
Si ottiene 


h° (3N°3, 273 2/3 
en - en = gre(3) °-n80) (104.3) 


Avendo sostituito i valori numerici si ottiene 
gia — gii = — 3,66-107!*(nî? — n??) (in volt). 


Ammettendo che ogni atomo del metallo fornisca un elettrone di conduzio- 
ne si ottiene per il rame gi. — gir = 3,66-107!°n2? — 1 V. Ne risulta che 
la differenza di potenziale di contatto interna deve essere dell’ordine di qual- 
che centesimo o di qualche decimo di volt, ed in certi casi persino dell’ordi- 
ne del volt. È evidente che si tratta di una stima non precisa perché si fonda 
sul modello degli elettroni liberi. 

3. Per uscire dal metallo l’elettrone deve compiere un certo lavoro d’e- 
strazione A. Questo lavoro viene prodotto in uno strato sottile superficiale 
del metallo nel quale si esercitano forze tendenti a trattenere l’elettrone den- 
tro il metallo. Lo spessore è di questo strato è dell’ordine di qualche distanza 
atomica. Tenendo conto di questa osservazione, consideriamo due metalli 
in contatto diretto lungo la superficie 428 (fig. 256). L'esistenza di un tale 
contatto determina una differenza di potenziale g;2 — gii tra i due punti 
che si trovano all’interno dei metalli. Supponiamo ora che esista tra questi 
metalli un « vuoto » CD di larghezza macroscopica. Prendiamo i due punti 
1’ e 2' all’interno di questo vuoto e nelle immediate vicinanze della superfi- 
cie dei metalli CC’ e DD’. « L’immediata vicinanza » significa che la di- 
stanza del punto da ciascuna di queste superfici è superiore allo spessore 
6 dello strato superficiale, ma è dello stesso ordine di grandezza. Indichia- 
mo con ei € ez i potenziali nei punti esterni /’ e 2’. La differenza di que- 
sti potenziali ge2 — gei è chiamata differenza di potenziale di contatto 
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esterna tra i metalli. Il suo valore si può collegare con il lavoro d’estrazione 
degli elettroni dal metallo. Supponiamo che il metallo sia a 0 K. Sulla fron- 
tiera CC’ abbiamo allora 


eger — (egi1 + ni) = Ai 
e sulla frontiera DD’ 
egez — (eLi2 + u2) = Az 


dove A; e Ax sono i valori d’estrazione su queste frontiere. Sottraendo mem- 
bro a membro ed utilizzando (104.1) si ottiene 


02 — dei = 2 (Aa - Ai). (104.4) 


L'esistenza di una differenza di potenziale di contatto esterna testimonia che 
nel vuoto tra CC” e DD’, nonché in tutto lo spazio esterno alle superfici 
in contatto esiste un campo elettrico e che queste superfici sono caricate 
d’elettricità. 





Fig. 256. Fig. 257. 


Anche la differenza di potenziale di contatto esterna verifica la legge di 
Volta. Per dimostrarlo costituiamo con alcuni metalli un anello chiuso (cfr. 
fig. 254) in modo tale che ci siano dei piccoli spazi liberi fra i metalli vicini. 
La forza elettromotrice è uguale a zero, conformemente alla legge di conser- 
vazione dell’energia. Ma si può presentarla sotto la forma }JAgi + }Age, 
dove si somma su tutti i contatti. Dato che abbiamo già dimostrato che 
Agi = 0, ne deriva che } Age = 0. 

4. Volta dimostrò l’esistenza di una differenza di potenziale di contatto 
mediante la classica esperienza seguente. Egli fissò sul fusto di un elettro- 
scopio un disco di rame M la cui superficie superiore era ricoperta con uno 
strato sottile di gommalacca isolante (fig. 257,0). Un disco in zinco N dota- 
to di una maniglia isolante A venne posto sul disco di rame. Il condensatore 
così costituito possiede una grande capacità poiché lo strato di gommalacca 
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era estremamente sottile. Per un breve periodo di tempo i due dischi vennero 
collegati da un filo di rame 2. Si constatò allora che tra M e Nera comparsa 
una differenza di potenziale di contatto dell’ordine di 1 V, con lo zinco cari- 
co positivamente ed il rame negativamente. Questa differenza di potenziale 
era tuttavia troppo debole perché le foglie dell’elettroscopio si allargassero 
in maniera notevole. Per rivelarla si toglie il filo di connessione 8 e si solleva 
il disco superiore N per la maniglia isolante A. Dato che la carica del con- 
densatore non varia, mentre la capacità diminuisce di parecchie volte, la dif- 
ferenza di potenziale aumenta dello stesso numero di volte e le foglie dell’e- 
lettroscopio si allargano in modo notevole (fig. 257,b). 

5. Si misura la differenza di potenziale di contatto esterna con l’aiuto 
di un metodo di compensazione. Si dispongono delle placche in materiali 
M e N parallelamente ed a una piccola distanza l’una dall’altra (fig. 258). 
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Fig. 258. 





Una delle placche viene fissata, mentre l’altra viene messa in vibrazione ad 
una frequenza di qualche decina di hertz con una ampiezza di qualche fra- 
zione di mm con l’aiuto di un dispositivo meccanico adeguato. Dato che 
queste placche sono collegate fra di loro con i fili di connessione del circuito 
di misura, una differenza di potenziale di contatto g ed un campo elettrico 
appaiono tra le placche. Sulla superficie interna di ciascuna appare una ca- 
rica elettrica g = Co, dove C è la capacità tra le placche; nel circuito appare 
una corrente alternata g = @dC/dt e sulla resistenza di carico r una tensione 
alternata rg = rgdC/dt. Si può compensare la differenza di potenziale di 
contatto g con una tensione di segno opposto fornita da una batteria. In 
questo momento nessuna corrente attraverserà più la resistenza r. Per ren- 
dersene conto la tensione ai capi della resistenza di carico viene applicata, 
dopo essere stata amplificata, ai capi di un oscillografo. Finché non c'è com- 
pensazione, l’oscillografo registra delle oscillazioni di tensione ai capi della 
resistenza di carico. Aggiustando la tensione fornita dalla batteria con l’aiu- 
to di un partitore di tensione, si arriva a sopprimere i segnali registrati dal- 
l’oscillografo. Allora si legge sul voltmetro la differenza di potenziale di 
contatto. 
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$ 105. La corrente termoelettrica 


1. Secondo la legge dei contatti di Volta, nessuna corrente può scorrere 
in un circuito chiuso costituito da alcuni metalli o semiconduttori (tre per 
esempio, cfr. fig. 254) se quelli hanno la stessa temperatura. Ma se i contatti 
tra i corpi si trovano a temperature differenti, il circuito sarà percorso da 
una corrente che è chiamata corrente termoelettrica. L'effetto d’eccitazione 
della corrente termoelettrica, così come gli effetti Peltier e Thomson che gli 
sono strettamente legati, sono indicati con il nome generico di fermoelettri- 
cità. L'effetto termoelettrico fu scoperto nel 1821 dal fisico tedesco Seebeck 
(1770-1831), che ne fece uno studio dettagliato, benché desse una interpreta- 
zione erronea della natura dell’effetto. (Seebeck pensava, che sotto l’azione 
di una differenza di temperatura tra conduttori differenti, legati l’uno all’al- 
tro, apparisse il magnetismo libero.) 

Si può osservare la comparsa di una corrente termoelettrica con l’aiuto 
del dispositivo seguente (fig. 259). Si salda una placca di rame (Cu) ad una 
placca di antimonio (Sb). Si dispone tra le placche un ago magnetico NS. 





Se si riscalda una delle saldature, una corrente elettrica attraverserà il circui- 
to e l’ago magnetico devierà. In base al senso della deviazione si può giudi- 
care del senso della corrente: attraverso la saldatura calda la corrente passa 
dal rame all’antimonio. Se si raffredda la stessa saldatura al di sotto della 
temperatura ambiente la corrente circolerà in senso inverso. 

Pohl diede una dimostrazione più spettacolare della corrente termoelet- 
trica. Una sbarra di rame ricurva viene messa in corto circuito da un ponti- 
cello in constantana (fig. 260,4). La saldatura / viene riscaldata dalla con- 
duzione attraverso la sbarra di rame la cui estremità è posta sulla fiamma 
di un becco Bunsen. Per evitare che anche l’altra saldatura sia riscaldata, 
la seconda estremità della sbarra di rame è in curvata ed immersa in acqua 
fredda. Quandola differenza di temperatura tra le saldature è uguale a 500 °C, 
la forza elettromotrice della coppia rame-constantana è uguale soltanto a 
0,027 V. A causa della piccola resistenza della sbarra di rame la corrente ter- 
moelettrica può raggiungere centinaia di ampere. Per mettere in evidenza una 
corrente così forte si prende un pezzo di ferro rettangolare con due fori 
e tagliato in due parti uguali / e 2 (come indicato sulla figura 260, b in sezio- 
ne trasversale). Una metà del pezzo è piazzata al di sopra della sbarra di ra- 
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me ricurva, mentre l’altra al di sotto. Questo pezzo di ferro si comporta co- 
me un nucleo magnetico, mentre la sbarra di rame funziona come un’unica 
spirale che lo avvolge. La parte inferiore 2 serve da armatura. Con l’aiuto 
di questo dispositivo si arriva, nelle dimostrazioni, a sostenere un peso di 
svariati chili, armatura compresa. Pohl arrivò a sostenere un carico di 50 
chili. 
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Fig. 260. 


Un metallo o il semiconduttore verso il quale si dirige la corrente attra- 
verso il contatto caldo è detto positivo, l’altro metallo è chiamato negativo. 
Il primo svolge il ruolo di anodo, mentre il secondo di catodo. Per esempio, 
nella coppia termoelettrica rame-antimonio (cfr. fig. 259) l’antimonio è po- 
sitivo ed il rame è negativo. Su questa base Seebeck, seguito da altri ricerca- 
tori, dispose tutti i metalli in una serie detta termoelettrica, simile alla serie 
di Volta. 

2. La f. e. m. di una coppia termoelettrica si compone della f. e. m. di 
ambedue le sue saldature. La f. e. m. di una saldatura dipende dalla natura 
dei metalli in contatto e dalla temperatura. Indicandola con f(f), la f. e. m. 
della coppia termoelettrica è uguale alla differenza 


6 = ft) — f(t2) (105.1) 


dove tf; è la temperatura del contatto caldo e f. quella del contatto freddo. 
La derivata a = d/f/dt è il coefficiente di forza elettromotrice termoelettrica. 
Come la funzione f, anche il coefficiente a caratterizza i due metalli della 
coppia termoelettrica. Ciò presenta degli inconvenienti per la pratica. Per 
ovviare a questi inconvenienti si è convenuto di riferire a ad un solo metallo, 
nell’occorrenza al piombo. Ciò significa che si misura a per una termocoppia 
un ramo della quale è in piombo, e l’altro del materiale in studio. Il coeffi- 
ciente di f. e. m. termoelettrica a12 del metallo 1 in rapporto al metallo 2 
è definito da 


Q12 = Q1— Q2 (105.2) 
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dove a; € a. sono i coefficienti di f. e. m. termoelettrica dei metalli 1 e 2 
rapportati al piombo. Tutte queste grandezze dipendono dalla purezza dei 
metalli e variano fortemente per aggiunta di impurità. 

La funzione più semplice è la funzione lineare f(1) = fo + at. In questo 
caso 


€ = alt — bh). (105.3) 


Esistono coppie di metalli che verificano questa formula semplice entro li- 
miti assai larghi. Fra di esse ci sono per esempio le seguenti coppie termoe- 
lettriche (Cu, Bi), (Ag, Cu), (Au, Cu), (Pt, Fe). Per altre coppie la variazione 
di f con f è descritta da una funzione più complicata, per esempio /(f) = 
= fo + at + Bt°, dove a e f sono delle costanti. In questo caso 


£= alti — h){l + È (1 + b)]: (105.4) 


Questa è la formula stabilita da M.P. Avenarius (1835-1895) sulla base di da- 
ti sperimentali e da Tait (1831-1901) sulla base di considerazioni semiteori- 
che. Secondo la formula (105.4) é si annulla per fl = £ e perh+% = 
= —a/B. La quantità 7 = 1/2(f, + £) è chiamata temperatura del punto 
neutro. Se si mantiene costante la temperatura /. e si eleva la temperatura 
t1, é cresce secondo una legge parabolica, diventa massima per ti = 7, poi 
si annulla e cambia segno per ti = 27 — #. La temperatura fi = 27 — £ 
alla quale é’ si annulla è chiamata punto d’inversione. 

3. La formula (104.2) che definisce la differenza di potenziale di contat- 
to interna alla frontiera di due metalli dimostra con la sua stessa esistenza 
la necessità dell’apparizione della corrente termoelettrica. In effetti, dato 
che i potenziali chimici p1 e 4.2 dipendono dalla temperatura e che i contatti 
delle coppie termoelettriche si trovano a temperature differenti, i valori del- 
le differenze di potenziale di contatto interne sono differenti; ciò comporta 
la rottura dell’equilibrio e l’apparizione di una corrente termoelettrica. 

Fsaminiamo questa questione in modo più dettagliato, considerando 
per maggior generalità dei semiconduttori nei quali i portatori di corrente 
siano sia elettroni che buchi. Supponiamo dapprima che solo gli elettroni 
trasportino la corrente e consideriamo un semiconduttore a forma di barra. 
Riscaldiamo una delle estremità della barra mantenendo costante la tempe- 
ratura dell’altra. Dato che per i semiconduttori la concentrazione degli elet- 
troni di conduzione aumenta con la temperatura, la concentrazione elettro- 
nica sarà più grande all’estremità calda che all’estremità fredda. Quindi gli 
elettroni si diffonderanno dalla regione calda verso la regione fredda. L'e- 
stremità calda, che perde elettroni, acquista così una carica positiva, e l’e- 
stremità fredda acquista una carica negativa. All’interno del semicondutto- 
re apparirà un campo elettrico £ orientato dall’estremità calda verso l’estre- 
mità fredda. Questo campo, che rallenta la diffusione degli elettroni, au- 
menterà fino a che la diffusione cessi. Si stabilisce in questo momento uno 
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stato stazionario caratterizzato dal fatto che l’estremità calda è carica positi- 
vamente e l’estremità fredda negativamente. Si può considerare, in modo del 
tutto formale, che il gradiente della concentrazione elettronica, stabilitosi 
nel semiconduttore, sia equivalente ad un campo di forze estranee E° che 
compensa in regime stazionario il campo elettrico E: E° = - E. Quindi 
nel semiconduttore di tipo n il campo delle forze estranee E° è orientato 
nel senso che va dall’estremità fredda verso l’estremità calda della barra 
(fig. 261,0). 

Si può applicare lo stesso ragionamento a un semiconduttore di tipo p, 
ma in questo caso è la diffusione dei buchi che determinerà i processi. In 
questo caso l’estremità calda acquisterà una carica negativa e l’estremità 
fredda una carica positiva. Allo stato stazionario il campo £ sarà diretto 
nel senso che va dall’estremità fredda verso l’estremità calda della barra, ed 
il campo delle forze d’origine non elettrica E°° sarà allora diretto in senso 
inverso (fig. 261,b). 


7 Semiconduttore ——>£ Semiconduttot — 
,|elettronico + | 7) a buchi E 
estr estr 
h>L 7,57, 
a) 6) 
Fig. 261. 


Nei semiconduttori a conduzione mista gli elettroni ed i buchi diffondo- 
no simultaneamente dalla regione calda verso la regione fredda e creano 
campi di senso opposto. In tali semiconduttori, a seconda delle concentra- 
zioni e delle mobilità degli elettroni e dei buchi, il campo elettrico risultante 
E ed il campo delle forze estranee E° = — E possono essere diretti verso 
l'estremità calda o verso l’estremità fredda della barra. In certi casi i campi 
elettrici, che appaiono per il fatto della diffusione degli elettroni e dei bu- 
chi, si compensano esattamente, ossia, E = — E° = 0, e non sorge allora 
nessuna differenza di potenziale tra le estremità calda e fredda della barra. 
Un caso del genere si produce nel piombo, ed è questa la ragione per la qua- 
le si determina il coefficiente di f.e.m. termoelettrica a di tutti i materiali 
in rapporto al piombo. 

La differenza di potenziale che si stabilisce tra la regione calda e fredda 
di un semiconduttore dipende dalla natura del materiale. Se si prendono 
due fili in materiali diversi AB e A’ B' le cui estremità A e A’ sono mante- 
nute a una temperatura data, mentre le due altre estremità B e B’ sono man- 
tenute ad un’altra temperatura (fig. 262,0) le differenze di potenziale d’equi- 
librio saranno differenti tra le estremità di ciascun filo. Formiamo una cop- 
pia termoelettrica congiungendo le estremità A, A’ e B, B' (fig. 262,b,c). 
L'equilibrio elettrico si romperà ed il circuito ABB’A’A sarà percorso da 
una corrente termoelettrica. Se il filo A/B’ è in piombo, E° = 0 e tutta 
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la corrente sarà dovuta alle forze estranee che si esercitano nel filo AB. Se 
questi è un semiconduttore elettronico, la corrente attraverserà la saldatura 
calda da A a A' (fig. 262, b); nel caso in cui il filo AB sia un semiconduttore 
di tipo p, la corrente circolerà in senso inverso (fig. 262,c). Ciò dimostra 
che, conoscendo il segno del coefficiente di f.e.m. termoelettrica a si può 
determinare la natura dei portatori di corrente nei semiconduttori: il coeffi- 
ciente a è positivo per i semiconduttori di tipo p ed è negativo per i semi- 
conduttori di tipo n. 





age, Eesti 
I, 4, 
7>I 
I, Z, 
YT_—_S>- 
a) 6) c) 


Fig. 262. 


4. Sulla base delle considerazioni esposte, /e proprietà termoelettriche 
dei semiconduttori sono più intense di quelle dei materiali metallici. Nei 
metalli gli elettroni sono in uno stato degenere, di modo che la loro energia 
dipende molto poco dalla temperatura, e la loro concentrazione è la stessa 

Tavola 6 


Valori del coefficiente di forza termoelettromotrice 


di alcuni metalli e leghe 





Materiale 



































Bismuto Sodio Oro 

Costantana Platino Zinco + 3,1 
Copel Mercurio Tungsteno + 3,6 
Nichel Alluminio Cadmio + 4,6 
Nichel-cromo Stagno Molibdeno + 7,6 
Alumel Magnesio Ferro +15,0 
Potassio Piombo Chromel +24 
Palladio Argento Antimonio +43 


ad alta ed a bassa temperatura. Nei metalli la posizione del livello del poten- 
ziale chimico varia poco con la temperatura. Per questa ragione il coeffi- 
ciente di f.e.m. termoelettrica a dei metalli e delle leghe non supera qualche 
®V/°C (tavola 6). Al contrario, nei semiconduttori le concentrazioni degli 
elettroni e dei buchi, nonché tutti gli altri parametri sopraindicati variano 
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fortemente con la temperatura. Quindi il coefficiente a dei semiconduttori 
è molto più grande di quello dei metalli, e può superare 1000 uV/°C 
(tavola 7). 

5. Gli effetti termoelettrici possono essere utilizzati per generare correnti 
elettriche. Uha sola coppia termoelettrica possiede una forza elettromotrice 
troppo piccola; ciò obbliga a montare in serie un grande numero di coppie 


Tavola 7 


Valori del coefficiente di forza elettromotrice dei semiconduttori 







Materiale 











































T12S Pb—ITeT—Se Bi.Te3 

MoS PbS Bi.Se3 +200 
V:0, PbSe SbZn +200 
WO; PbTe NiO +240 
CuO SnO MoS: +300 
Fe2:03 CdOo Mn:0; +385 
FeO CuS CoO +450 
Fe304 FeS SIC (nero) +800 
SIC (verde) CdO T1.S +800 
FeS; Bi2S3 Se +1000 
CoSb; Sb.Te3 CuO +1120 
Mg0:H. FeTiO3 Cuz0 +1200 


Bi—Te—Se Bi—-SbT—Te 





termoelettriche (fig. 263) per ottenere una tensione notevole. Se tutte le sal- 
dature dispari sono mantenute ad una temperatura data, e tutte le saldature 
pari sono ad un’altra temperatura, le forze elettromotrici di tutte le coppie 


Ta 
2 4 o) 
7 J 5 2 
I, 
Fig. 263. 


si addizionano. Una batteria di coppie termoelettriche è simile ad una mac- 
china termica, inserita tra la sorgente calda e quella fredda. In una macchi- 
na termica la maggior parte del calore ottenuto dalla caldaia viene dissipata 
inutilmente per conducibilità termica e per effetto Joule. Il rendimento delle 
batterie di coppie termoelettriche metalliche è troppo piccolo (0,1% circa). 
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Per questo motivo esse vengono utilizzate solo per misure di temperatura 
e di energia raggiante (cfr. vol. II, $ 5). Le batterie di coppie di semicondut- 
tori sono molto più efficaci. Uno dei rami della termocoppia è in semicon- 
duttore di tipo n e l’altro è in semiconduttore di tipo p. Il rendimento rag- 
giunge oggi il 15% ed in futuro crescerà indubbiamente ancora. Nell’URSS 
e negli altri paesi industrializzati sono in corso lavori di ricerca per realizza- 
re la conversione diretta dell’energia del Sole, dei reattori nucleari, ecc., in 
elettricità. 


$ 106. Effetto Peltier 


1. Nel 1834 l’orologiaio francese Peltier (1785-1845) pubblicò un articolo 
sulle anomalie di temperatura osservate alla frontiera di due conduttori at- 
traversati da una corrente elettrica. Peltier non riuscì ad afferrare bene la 
natura dell’effetto da lui scoperto, e fu Lenz (1804-1865) a stabilire nel 1838 
il vero significato dell’effetto. Lenz mise una goccia d’acqua in un incavo 
praticato alla congiunzione di un’asta di bismuto con un’asta d’antimonio. 
Quando si faceva passare una corrente elettrica in un senso, l’acqua conge- 
lava e quando si invertiva il senso della corrente, il ghiaccio fondeva. Fu sta- 
bilito così che, quando una corrente attraversa il contatto di due conduttori 
elettrici, a seconda del senso della corrente, oltre al calore di Joule si spri- 
giona o si assorbe una quantità di calore supplementare che fu chiamato 
calore di Peltier. Proprio in questo consiste l’effetto Peltier. Quindi è un ef- 
fetto inverso dell’effetto Seebeck. A differenza del calore di Joule-Lenz, che 
è proporzionale al quadrato dell’intensità di corrente, i/ calore di Peltier è 
proporzionale all’intensità di corrente e cambia segno quando si inverte il 
senso della corrente. Conformemente alle ricerche sperimentali si può espri- 
mere il calore di Peltier tramite la formula 


Op = Ig (106.1) 


dove q è la quantità d’elettricità passata attraverso il contatto e II il cosid- 
detto coefficiente di Peltier il cui valore dipende dalla natura dei materiali 
in contatto e dalla loro temperatura. Il calore di Peltier Op viene considerato 
positivo se si produce del calore, e viene considerato negativo se il calore 
viene assorbito. 

Peltier stesso dimostrò l’effetto da lui scoperto mediante il seguente 
esperimento. Due strisce, una in antimonio A, l’altra in bismuto CD, sono 
state saldate l’una all’altra a forma di croce (fig. 264—croce detta di Pel- 
tier). Tra le estremità A e C si connette una batteria, mentre tra le estremità 
B e D si inserisce un galvanometro. Quando la corrente fornita dalla batte- 
ria va dall’antimonio verso il bismuto la saldatura si riscalda. Dopo di ciò 
la batteria viene disinserita e si collega il galvanometro, che indica ora il 
passaggio di una corrente dal bismuto verso l’antimonio, ossia una corrente 
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di senso opposto a quella fornita dalla batteria. Proprio questo è il risultato 
che ci si deve attendere in base al principio di Le Chatelier-Braun. Se si ri- 
prende l’esperimento facendo passare la corrente fornita dalla batteria dal 
bismuto verso l’antimonio, la saldatura si raffredda ed anche la corrente che 
attraversa il galvanometro cambia senso. 





Fig. 264. Fig. 265. 


2. Per procedere ad uno studio quantitativo di questo effetto, Le Roux 
saldò dei fili di rame alle estremità di un filo di bismuto ed immerse le salda- 
ture in due calorimetri (fig. 265). Facendo passare la stessa corrente./ attra- 
verso le due saldature per un tempo determinato f, Le Roux misurava il ca- 
lore sprigionato nei calorimetri. Se le resistenze A dei fili immersi nei calori- 
metri sono uguali, il calore di Joule sprigionatosi deve essere lo stesso, e 
cioè, uguale a Rf. Quanto al calore di Peltier esso dovrebbe essere positi- 
vo in un calorimetro e negativo nell’altro. Quando la corrente 7 va dal rame 
al bismuto, il calore di Peltier viene liberato e quando va dal bismuto al ra- 
me, il calore di Peltier viene assorbito. Quindi si può scrivere 


O, = R?'°t+IUt  0,.=RI°t-INsit, 


dove O; è la quantità di calore liberata nel primo calorimetro e O, è la quan- 
tità di calore liberata nel secondo. Sottraendo membro a membro si ottiene 


2II/ 1 = Oi — O... 


Se ne deduce il coefficiente di Peltier. In tal modo si trovò che per i metalli 
il coefficiente di Peltier era dell’ordine di 107?-107* V, mentre per i semi- 
conduttori dell’ordine di 3-107!-107* V. 

3. Secondo la teoria classica, l’effetto Peltier sarebbe dovuto al fatto che 
gli elettroni, trasportati dalla corrente da un metallo all’altro, vengono acce- 
lerati o rallentati sotto l’azione della differenza di potenziale di contatto in- 
terna tra i due metalli. Nel primo caso l’energia cinetica degli elettroni di- 
venta più grande e si libera in seguito sotto forma di calore, e nel secondo 
caso essa diminuisce e questa diminuzione d’energia viene compensata a 
spese delle oscillazioni termiche degli atomi del secondo conduttore; ne ri- 
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sulta il raffreddamento. Da questo punto di vista ci si dovrebbe aspettare 
che il coefficiente di Peltier coincida con la differenza di potenziale di con- 
tatto interna. Ma in realtà questo è erroneo, perché secondo la teoria classi- 
ca l’energia cinetica media del movimento termico degli elettroni è la stessa 
in due conduttori in contatto mutuo. Questa conclusione è erronea perché 
le posizioni dei livelli di Fermi sono differenti nei due metalli. L'interpreta- 
zione classica tiene conto soltanto della differenza d’energia potenziale dei 
due lati della frontiera di separazione dei metalli, supponendo che le energie 
cinetiche medie siano uguali. Affinché la spiegazione diventi corretta, si de- 
ve sostituire alla variazione dell’energia potenziale, che accompagna il tra- 
sporto di un elettrone da un metallo all’altro, la variazione della sua energia 
totale. L’interpretazione così corretta si applica certamente bene sia ai me- 
talli che ai semiconduttori elettronici (di tipo n). 

L’interpretazione dell’effetto sarà perfettamente analoga per dei semi- 
conduttori di tipo p in contatto mutuo. È evidente che la frontiera di separa- 
zione sarà attraversata da elettroni. Da un lato di questa frontiera sono ge- 
nerate coppie elettrone-buco, dall’altra si provoca una ricombinazione degli 
elettroni e dei buchi. Uno di questi processi è accompagnato da una libera- 
zione d’energia, l’altro da un assorbimento d’energia. Il segno del coefficien- 
te di Peltier dipende dal rapporto di queste energie. 

Come tutti gli altri effetti termoelettrici, l’effetto Peltier è particolar- 
mente intenso quando si associano dei semiconduttori di tipo n e p. Consi- 
deriamo il contatto di un semiconduttore di tipo n con un semiconduttore 
di tipo p e supponiamo che il senso del campo elettrico sia tale che la cor- 
rente vada dal semiconduttore di tipo p al semiconduttore di tipo n. In que- 
sto caso gli elettroni del semiconduttore di tipo n ed i buchi del semicondut- 
tore di tipo p si sposteranno incontro gli uni agli altri. Un elettrone, appar- 
tenente alla banda di conduzione del semiconduttore elettronico, dopo aver 
attraversato la frontiera, si trova nella banda di valenza del semiconduttore 
di tipo p e vi occupa il posto di un buco. Questa ricombinazione si accom- 
pagna ad una liberazione d’energia che si libera sotto forma di calore nel 
contatto. Consideriamo ora il caso in cui la corrente attraversa la frontiera 
di separazione andando dal semiconduttore di tipo n verso il semicondutto- 
re di tipo p: gli elettroni del primo ed i buchi del secondo si sposteranno 
in sensi opposti. I buchi che si allontanano dalla regione di contatto vi sono 
sostituiti dai buchi, che appaiono in seguito alla transizione di elettroni del- 
la banda di valenza verso la banda di conduzione del semiconduttore di tipo 
p. La generazione di queste coppie elettrone-buco consuma l’energia che è 
fornita dalle vibrazioni termiche degli atomi del reticolo. Gli elettroni ed i 
buchi generati sono trascinati dal campo elettrico in sensi opposti. Di con- 
seguenza finché la corrente passa attraverso il contatto delle coppie sono 
costantemente generate con assorbimento di calore nel contatto. Quindi se 
la corrente va dal tipo p verso il tipo n, si provoca la liberazione del calore 
di Peltier e se essa passa nel senso opposto se ne produce l’assorbimento. 
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A.F. Ioffe propose di utilizzare l’effetto Peltier nei semiconduttori per 
realizzare dei refrigeratori. Di costruzione semplice, questi refrigeratori pre- 
sentano numerosi vantaggi e trovano delle applicazioni interessanti. 


$ 107. Studio termodinamico degli effetti termoelettrici. 
Effetto Thomson 


1. Nel 1853 Clausius applicò i princìpi della termodinamica agli effetti 
termoelettrici. Consideriamo una coppia termoelettrica la cui saldatura cal- 
da viene mantenuta ad una temperatura costante 71 e quella fredda è man- 
tenuta a una temperatura costante 7. (fig. 266). Quando si fa passare una 
corrente / nella saldatura /, il calore di Peltier II,./ viene liberato nell’unità 
di tempo e nella saldatura 2 il calore di Peltier viene assorbito nell’unità di 
tempo. (I calori devono essere considerati come delle quantità algebriche, 


] 
Z; 


N 


2 
Fig. 266. 


possono essere positivi e negativi.) Il passaggio della corrente dà anche luo- 
go alla liberazione del calore per effetto Joule. Tuttavia si può trascurare 
quest’ultimo prendendo infinitamente piccola la differenza di temperatura 
T, — T.. Infatti, l’effetto Peltier è proporzionale a /e l’effetto Joule a 12. 
A tende a zero ed il calore di Joule diventa infinitamente piccolo rispetto 
al calore di Peltier quando 71 — 72 + 0. Se si trascura la trasmissione di 
calore per conduzione termica, si può assimilare il passaggio della corrente 
termoelettrica a un ciclo reversibile ed applicare l’uguaglianza di Clausius 

Il II 

TOT: (107.1) 
Benché questa relazione venga stabilita quando la differenza 7; — 7. è infi- 
nitamente piccola, essa resta verificata, con le ipotesi fatte, anche quando 
la differenza 7; — 7.è finita. Per dimostrarlo, scriviamo (107.1) prima setto 
forma differenziale: 


d({IHI\_ 
4(4) = 0 (107.2) 
e dopo integriamo. Allora si ottiene 
Il _ 
73 cost. (107.3) 
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Applichiamo alla trasformazione in causa il primo principio della termodi- 
namica. La forza termoelettromotrice € = (71 — 72) produce per unità di 
tempo il lavoro &4 Uguagliando questo lavoro al calore di Peltier e dividen- 
do i due membri per / si ottiene 


o(T,- TT) = Il — I - Di M- n) 


per cui 
dil _ 
dT = a. (107.4) 
Tenendo conto di (107.3) si ottiene 
a = = cost. (107.5) 


T 


Quindi, secondo la teoria di Clausius, la forza termoelettromotrice deve es- 
sere proporzionale a 7, — 7, a tutte le temperature 71 e 72, ossia essere 
espressa dalla formula é = a(71 — 72). In generale questa conclusione non 
concorda con l’esperienza (cfr. $ 105, p. 2). 

2. W. Thomson sviluppò, contemporaneamente a Clausius (1854) ed in- 
dipendentemente da lui una teoria termodinamica della termoelettricità che 
condusse a dei risultati conformi all’esperienza. Thomson tenne conto del 
fatto che le differenti regioni di una coppia termoelettrica non erano ugual- 
mente riscaldate e quindi non potevano trovarsi negli stessi stati fisici. Un 
conduttore riscaldato in modo non uniforme deve comportarsi come un si- 
stema composto di segmenti eterogenei in contatto mutuo. Thomson ne 
concluse che il calore di Peltier doveva essere liberato o assorbito alle fron- 
tiere di questi segmenti e lo confermò in modo sperimentale. Questo calore 
è chiamato calore di Thomson, l’effetto corrispondente effetto Thomson. 





——»—w-=———» E 
Il — x Iriscaldamento)|& 
J«— (raffreddamento) 
semiconduttore n semiconduttore p 
a) b) 
Fig. 267. 


Dal punto di vista della teoria elettronica l’effetto Thomson viene spie- 
gato in modo molto semplice. Consideriamo un semiconduttore di tipo n 
e poniamo che 7; > 7», ossia il gradiente di temperatura sia diretto dal 
punto 2 verso il punto / (fig. 267,a). Per via della diffusione la concentra- 
zione degli elettroni nel punto / diventa inferiore alla concentrazione nel 
punto 2. In questo modo nasce un campo elettrico £ orientato da / verso 
2, quindi in senso opposto a quello del gradiente di temperatura. Se il semi- 
conduttore è percorso da una corrente che va nello stesso senso del gradien- 
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te di temperatura (gli elettroni si spostano nel senso del campo £), il campo 
E rallenterà gli elettroni ed il segmento /2 del semiconduttore ne verrà raf- 
freddato. Se la corrente circolerà in senso inverso, il segmento /2 sarà riscal- 
dato. In un semiconduttore di tipo p la situazione è inversa (fig. 267,5). L’ef- 
fetto si presenta come se a un flusso di calore usuale, determinato dalla con- 
ducibilità termica, venisse sovrapposto un flusso di calore supplementare le- 
gato al passaggio della corrente elettrica. Nei semiconduttori di tipo p il 
flusso di calore supplementare è diretto nel senso della corrente, mentre nei 
semiconduttori di tipo n è diretto in senso contrario a quello della corrente 
elettrica. Si dice che l’effetto Tomson è positivo quando la corrente elettrica 
che va nel senso del gradiente di temperatura riscalda il conduttore, e si dice 
che è negativo se, nelle stesse condizioni, essa raffredda il conduttore. 
Nel 1867 Le Roux intraprese uno studio quantitativo dell’effetto Thom- 
son. Egli mise in contatto due barre identiche AB e CD (fig. 268) di un ma- 
teriale da studiare. Le estremità A e C riunite erano mantenute a 100 °C e 
le estremità libere B e D erano mantenute a 0 °C. Finché il circuito non era 
chiuso, le temperature dei punti a e db, misurate con l’aiuto di termocoppie 





Fig. 268. 


erano identiche. Quando si chiudeva il circuito e vi si faceva passare una 
corrente elettrica, in una barra il flusso di calore supplementare passava da 
sinistra a destra, e nell’altra da destra a sinistra. Di conseguenza si registrava 
una differenza di temperatura tra i punti a e db. Quando si invertiva il senso 
della corrente, si invertiva il segno della differenza di temperature. 

La quantità di calore di Thomson liberata per unità di tempo in un seg- 
mento dx del conduttore è determinata da 


do = 01-41 dx (107.6) 


dove o è il coefficiente di Thomson che dipende dalla natura del materiale 
e dalla temperatura 7. Il senso positivo è quello del gradiente di temperatu- 
ra, ossia quello delle temperature crescenti. i 

3. È facile adesso correggere la teoria di Clausius tenendo conto del ca- 
lore di Thomson. Se la differenza di temperature 71 — 7. è infinitamente 
piccola e se i rami della coppia sono infinitamente corti (cfr. fig. 266) si libe- 
rerà nel primo ramo una quantità di calore di Thomson, uguale a 
0,1/(T, — T2)e nel secondo una quantità di calore uguale a 0./(7T1 — 72) 
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sarà assorbita. Quindi l’uguaglianza di Clausius deve scriversi 


Ill II 01 02 _ 
T (7 FT) =0 


Ti T) 


Mettendo questa espressione in forma differenziale e tenendo conto che la 
differenza 7; — 7. è infinitamente piccola, si ottiene 


d Il 02 — 01 


e) 

Di =a-0. (107.8) 
L’applicazione del primo principio ora dà 

II, —- II + (01 — 02)(T1 — 12) = a(T1 — 13). 

Dopo differenziazione e divisione per 71 — 7. si ottiene 

Fi + (01 - 0.) = a. (107.9) 
Tenendo conto di (107.8) si ottiene 

II = aT (107.10) 


ossia la stessa relazione (107.5) ottenuta con la teoria di Clausius. Ma ora 
il coefficiente di forza termoelettromotrice a non è costante, ma dipende 
dalla temperatura. 

4. Il punto debole della teoria termodinamica di Clausius-Thomson sta 
nel fatto che essa tiene conto soltanto delle trasformazioni reversibili che 
hanno luogo nel circuito termoelettrico. Ma intanto nel circuito hanno luo- 
go pure delle trasformazioni irreversibili: conducibilità termica e liberazio- 
ne di calore per effetto Joule. Si può liberarsi da quest’ultima, rendendo i 
cicli infinitamente piccoli, come abbiamo già fatto. Ma la quantità di calore 
trasportata dalla conduzione è dello stesso ordine e talvolta più grande della 
quantità di calore di Peltier. Se si mantengono costanti tutte le temperature, 
la conducibilità termica non modifica il bilancio energetico perché essa tra- 
sporta una quantità d’energia invariebile da una regione a un’altra del cir- 
cuito termoelettrico. Tuttavia l’esistenza di un trasporto irreversibile di calo- 
re rende dubbia la possibilità di applicare il secondo principio della termo- 
dinamica nella sua forma reversibile. Thomson sormontò questa difficoltà, 
notando che la conducibilità termica ed il calore di Joule erano degli effetti 
secondari di natura differente da quella degli effetti Seebeck, Peltier e 
Thomson. Dato che la conducibilità termica e la liberazione di calore per 
effetto Joule non influiscono sugli effetti termoelettrici, si potrebbe non te- 
nerne conto. Questi ragionamenti sono poco convincenti e privi di forza 
probante. Più tardi Onsager precisò le condizioni nelle quali è ammissibile 
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uno studio separato delle trasformazioni reversibili e irreversibili. Sembra 
che queste condizioni siano verificate, almeno in modo approssimato nei 
metalli e nei semiconduttori, perché le conclusioni della teoria termodina- 
mica di Clausius-Thomson, entro la precisione delle misure, concordano 
con l’esperienza. 


Problema 


Tait (1831-1901) suppose che il coefficiente di Thomson o fosse proporzionale alla tempe- 
ratura assoluta. Mostrare che questa ipotesi conduce alla formula d’Avenarius per la forza elet- 
tromotrice €. 

Soluzione. Si ottiene dalle equazioni (107.9) e (107.10) 


d dé 
#4 -0) +o1-0.=0. 


Integrando questa equazione e tenendo conto dell’ipotesi di Tait si arriva al risultato richiesto. 


$ 108. Raddrizzamento di una corrente 
nelle giunzioni tra semiconduttori 


1. Il contatto di due metalli, di due semiconduttori o di un metallo con 
un semiconduttore esercita una azione di raddrizzamento. Ciò significa che 
la resistenza del contatto dipende dal senso della corrente che lo attraversa: 
in un senso (detto inverso) questa resistenza è grande, e nell’altro senso (det- 
to diretto) essa è debole. L'effetto di raddrizzamento è particolarmente forte 
sulla frontiera di separazione di semiconduttori di tipi n e p quando il lavo- 
ro d'estrazione degli elettroni dal semiconduttore n è più piccolo del lavoro 
d’estrazione degli elettroni dal semiconduttore di tipo p. Un tale contatto 
è chiamato giunzione p-n. Non si può realizzare una buona giunzione p-n, 
avvicinando semplicemente due cristalli di conducibilità differente, poiché 
a causa della rugosità delle superfici il contatto tra i due corpi avverrà sol- 
tanto in qualche punto isolato e negli spazi vuoti le superfici possono ossi- 
darsi, contaminarsi ecc. È necessario quindi che i due tipi di conducibilità 
siano in contatto in un solo monocristallo mediante l’introduzione di due 
impurità (drogaggio) — una di donatori ed una di accettori (cfr. $ 100). 
L’impurità di donatori rende il semiconduttore di tipo n e l’impurità di ac- 
cettori gli conferisce una conducibilità di tipo p. Per esempio, se si prende 
una piastrina di germanio o di silicio, si prenderà come donatore un elemen- 
to del quinto gruppo del sistema periodico (fosforo, arsenico, ecc.) e come 
accettore un elemento del gruppo III (boro, indio, ecc.). Quindi una parte 
della piastrina viene trasformata in tipo n e l’altra in tipo p, mentre tra le 
due regioni appare un sottile strato intermedio, chiamato giunzione p-r. 

2. La conduzione unilaterale delle giunzioni p-n è determinata dai se- 
guenti processi fisici. Supponiamo dapprima che i due semiconduttori sia- 
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no separati e che siano fatti dello stesso materiale. Però a uno di essi è stata 
aggiunta una piccola quantità di donatori, e all’altro di accettori. A causa 
di ciò, i bordi delle bande d’energia coincidono nei due semiconduttori (fig. 
269,a). I livelli donatori si trovano nel semiconduttore di tipo n in prossimi- 
tà della banda di conduzione ed i livelli accettori nel semiconduttore di tipo 
p in prossimità della sua banda di valenza. Per cui l’energia media degli elet- 
troni di conduzione ed il livello del potenziale chimico # saranno più grandi 
ed il lavoro d’estrazione sarà più piccolo nel primo semiconduttore che nel 
secondo. 


transizione n-p 
semiconduttoren semiconduttore p ——» £, 


Zona di 
conduzione 


Zona di 
valenza 





d) 


Fig. 269. 


Supponiamo ora, che i due semiconduttori siano portati in contatto mu- 
tuo (fig. 269,b). Dato che il lavoro d’estrazione degli elettroni nel semicon- 
duttore di tipo n è più piccolo che nel semiconduttore di tipo p, un più gran- 
de numero di elettroni passerà dal primo al secondo. Il primo si caricherà 
positivamente ed il secondo negativamente. In uno strato sottile, intermedio 
tra i due semiconduttori, apparirà un campo elettrico di contatto diretto dal 
semiconduttore di tipo n verso il semiconduttore di tipo p. Sotto l’azione 
di questo campo i livelli d’energia del primo cominceranno ad abbassarsi e 
quelli del secondo ad alzarsi. Il campo elettrico di contatto si opporrà al 
passaggio degli elettroni dal semiconduttore di tipo n al semiconduttore di 
tipo p. Il passaggio di elettroni cesserà quando i livelli del potenziale chimi- 
co diventeranno uguali nei due semiconduttori. A sinistra dalla zona di 
transizione i livelli d’energia delle impurità donatrici si troveranno alla stes- 
sa distanza dalla banda di conduzione che avevano prima del contatto, men- 
tre a destra dalla zona di transizione questa distanza diventerà più grande. 
Di conseguenza la zona di transizione, soprattutto la sua parte destra, sarà 
impoverita in elettroni di conduzione. Essa sarà anche impoverita in buchi, 
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soprattutto nella sua parte sinistra. Si potrebbe dire che il campo elettrico 
di contatto E; respinge gli elettroni verso l’interno del semiconduttore di ti- 
po n, edi buchi verso l’interno del semiconduttore di tipo p, in modo tale 
che la zona di transizione tra i due viene a trovarsi impoverita in portatori 
di corrente dei due tipi, ossia in elettroni ed in buchi. Perciò, malgrado il 
suo piccolo spessore, dell’ordine 107-107 cm, la resistenza della zona di 
transizione risulta essere molto più grande della resistenza totale dei due se- 
miconduttori messi in contatto mutuo. 

3. Supponiamo ora di applicare un campo elettrico esterno E, diretto 
dal semiconduttore di tipo n verso il semiconduttore di tipo p, ossia nello 
stesso senso del campo interno £;. In virtù della grande resistenza della zo- 
na di transizione la totalità della caduta di tensione corrispondente al cam- 
po applicato sarà praticamente localizzata nella zona di transizione, dove 
l’intensità del campo elettrico E può divenire molto grande. Tale campo raf- 
forza il campo interno £; e riduce ancora di più la concentrazione di elettro- 
ni e di buchi nella zona di transizione. La resistenza della zona di transizio- 
ne diventerà ancora più grande, e la corrente non vi potrà praticamente pas- 
sare. Se invece il campo esterno E è diretto contro il campo di contatto £c, 
anche un debole campo sarà sufficiente per compensare completamente il 
campo £;. Nulla impedirà allora agli elettroni ed ai buchi di penetrare nella 
zona di transizione la cui resistenza diventerà praticamente nulla e non po- 
trà opporsi al passaggio della corrente elettrica. Nel caso di una corrente 
alternata, a seconda della sua intensità e del suo senso, la resistenza della 
giunzione varierà praticamente da zero all’infinito e la corrente passerà at- 
traverso la giunzione p-n soltanto quando essa sarà diretta dal semicondut- 
tore di tipo p verso in semiconduttore di tipo n. Questo è il principio di fun- 
zionamento dei raddrizzatori a semiconduttori. 

C’è da aggiungere che in ogni semiconduttore oltre ai portatori detti 
maggioritari sì trova un numero relativamente piccolo di portatori detti mi- 
noritari (cfr. fine del $ 100). Nei semiconduttori di tipo n oltre agli elettroni 
di conduzione ci sono anche dei buchi, e nei semiconduttori di tipo p si tro- 
vano, oltre ai buchi, anche degli elettroni di conduzione. È evidente, che se 
il campo esterno É è diretto da n verso p, esso rende libera la penetrazione 
dei portatori minoritari nella zona di transizione. La giunzione è allora at- 
traversata soltanto da una corrente di portatori minoritari che è debole per- 
ché la concentrazione di questi portatori è piccola. 

4. I raddrizzatori a semiconduttore sostituiscono con vantaggio i vecchi 
tipi di raddrizzatori perché essi sono caratterizzati da un alto rendimento, 
da piccole dimensioni e da un prezzo molto contenuto. Esistono parecchi 
tipi di raddrizzatori a semiconduttore, ma noi ci limiteremo a dare una de- 
scrizione succinta di un solo tipo di raddrizzatore al germanio. Questo tipo 
è costituito da una piastrina di germanio di tipo n, su un lato della quale 
si fonde una biglia d’indio, e dall’altra una biglia di stagno. Quest’ultima 
serve soltanto da elettrodo per connettere il raddrizzatore al circuito. L’indio 
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però serve a conferire una conducibilità di tipo p ad una parte della piastri- 
na, quindi a realizzare, in profondità, una giunzione di tipo p-n con il ger- 
manio. Avendo un’area di — 1 mm?, la giunzione p-n ottenuta lascia passare 
sotto una tensione di 1 V una corrente di 1 A e più, le correnti inverse non 
oltrepassano qualche microampere. Con una giunzione di parecchi centime- 
tri quadri i raddrizzatori al germanio ed al silicio possono sopportare il pas- 
saggio di correnti di parecchie centinaia di ampere, benché il dispositivo stia 
comodamente nel palmo della mano. La tensione massima che può essere 
applicata a questi raddrizzatori raggiunge centinaia e persino migliaia di 
volt. 

I raddrizzatori a semiconduttore come pure gli altri dispositivi a semi- 
conduttore non servono soltanto a raddrizzare le correnti industriali. In 
particolare i dispositivi a semiconduttore hanno trovato numerose applica- 
zioni in radiotecnica, per il raddrizzamento e la trasformazione delle oscil- 
lazioni elettriche di alta frequenza, per l'amplificazione e la generazione di 
segnali elettrici, così come nei calcolatori elettronici ecc. Essi hanno sosti- 
tuito in larga misura i tubi a vuoto ed oggi la soluzione di numerosi problemi 
tecnici sarebbe impensabile senza il loro impiego. L'applicazione dei semi- 
conduttori costituisce un immenso campo, al quale sono dedicati corsi spe- 
ciali, ma questo libro non si pone il compito di riassumere le applicazioni 
pratiche dei semiconduttori. 
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IX. CORRENTI ELETTRICHE NEI GAS 


$ 109. Zonizzazione e ricombinazione 


1. Nel loro stato normale i gas, ivi compresi i vapori metallici, sono 
composti di atomi e di molecole elettricamente neutri e quindi non sono 
conduttori d’elettricità. Solo i gas ionizzati possono essere conduttori d’elet- 
tricità. Oltre alle molecole ed agli atomi neutri questi gas contengono degli 
elettroni, nonché degli ioni positivi e negativi. Gli ioni si formano quando 
i gas sono sottoposti all’azione di alte temperature, di raggi X e ultravioletti, 
di radiazioni emesse da elementi radioattivi, di raggi cosmici o ancora quan- 
do gli atomi dei gas entrano in collisione con degli elettroni o con delle altre 
particelle elementari e atomiche rapide. In tutti questi casi uno o più elettro- 
ni sono strappati dalla nuvola elettronica di un atomo o di una molecola. 
Questo processo è chiamato ionizzazione e conduce all’apparizione di elet- 
troni e di ioni positivi. Gli elettroni, liberati per via della ionizzazione, pos- 
sono associarsi a degli atomi o a delle molecole neutri e trasformarli in ioni 
negativi. La presenza di ioni e di elettroni liberi rende i gas conduttori d’e- 
lettricità. Del resto, anche in condizioni normali i gas, l’aria per esempio, 
possiedono una conducibilità assai piccola, dovuta alle radiazioni delle so- 
stanze radioattive disseminate sulla superficie della Terra, nonché ai raggi 
cosmici. Già nel 1785 Coulomb aveva scoperto la conducibilità elettrica del- 
l’aria. Osservando le perdite d’elettricità accumulata su conduttori isolati, 
egli arrivò alla conclusione che una parte di elettricità si perde non tramite 
gli isolanti, ma direttamente nell’aria. Questa conclusione fu confermata 
più tardi da Boys (1889) con una particolare forza di persuasione. Sospen- 
dendo delle foglie d’oro da elettroscopio a dei cilindri in quarzo, di cui uno 
era grosso e corto, mentre l’altro lungo e fine, egli constatò che la perdita 
d’elettricità era la stessa nei due casi. Questo non si sarebbe potuto osserva- 
re, se l’elettricità potesse sfuggire dalle foglie soltanto attraverso i cilindri di 
quarzo. Lo studio sistematico delle correnti e delle scariche elettriche nei 
gas fu iniziato solamente alla fine del secolo XIX. Si determinò allora la 
natura delle scariche elettriche nei gas in differenti condizioni. Però,visto 
il carattere complicato di questi fenomeni, una teoria quantitativa esatta 
non esiste fino ad oggi. 

La ionizzazione di un gas dovuta alla sottrazione di elettroni alle mole- 
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cole o agli atomi del gas stesso, è chiamata ionizzazione volumetrica perché 
la fonte di ioni è distribuita in tutto il volume occupato dal gas. Oltre alla 
ionizzazione volumetrica esiste la ionizzazione di superficie, caratterizzata 
dal fatto che gli ioni e gli elettroni provengono dalle pareti del recipiente 
contenente il gas, o dalla superficie dei corpi introdotti nel gas. Per esempio, 
i corpi incandescenti costituiscono una fonte d’elettroni (emissione termoio- 
nica) come pure le superfici metalliche irradiate da emissioni di raggi ultra- 
violetti o da altri irraggiamenti elettromagnetici a onde corte (effetto 
fotoelettrico). 

2. Quando cessa l’azione ionizzante, gli ioni positivi e negativi del gas 
si riuniscono per formare molecole e atomi neutri. Questo processo è chia- 
mato ricombinazione. In seguito alla ricombinazione la conducibilità del 
gas scompare, o più esattamente, ritrova il suo valore iniziale; essa non 
scompare immediatamente, ma progressivamente poiché una ricombinazio- 
ne completa richiede un tempo finito. 

Descriviamo un esperimento che serve alla dimostrazione dei fenomeni 
di ricombinazione e di ionizzazione nei gas. All’interno di un tubo metallico 
verticale vengono introdotti a differenti altezze degli elettrodi metallici col- 
legati con elettroscopi esterni carichi tramite fili isolati dalle pareti del tubo 
(fig. 270,a). Si dispone sotto l’apertura inferiore del tubo una candela acce- 
sa. Nella fiamma della candela si formano ioni positivi e negativi che sono 


die 


Q) b) c) 


Fig. 270. 





portati via dalle correnti del gas calde. L'aria contenuta nel tubo diventa 
conduttrice e le foglie degli elettroscopi si riavvicinano. L'esperienza mostra 
che maggiore è l’altezza alla quale si trova un elettrodo, più lentamente le 
foglie dell’elettroscopio ritornano in posizione verticale. Il fatto è che du- 
rante il tempo di ascensione, una parte notevole di ioni subisce una ricombi- 
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nazione, la conducibilità dell’aria diminuisce e quindi l’angolo di deviazione 
delle foglie dell’elettroscopio deve diminuire più lentamente in alto che in 
basso. 

La diminuzione della conducibilità di un gas che segue alla soppressione 
dell’azione ionizzante può essere accelerata creando un campo elettrico nel 
gas. Un campo elettrico può far scomparire praticamente in un istante la 
conducibilità del gas. Per dimostrarlo modifichiamo l’esperimento prece- 
dente disponendo nel tubo delle piastre di un condensatore ad aria piano 
(fig. 270,b). Ripetendo l’esperimento precedente senza caricare il condensa- 
tore, dopo che la candela sarà accesa, le deviazioni delle foglie degli elettro- 
scopi diminuiranno come prima. Ma se si carica preliminarmente il conden- 
satore, nelle stesse condizioni sperimentali, le foglie degli elettroscopi resta- 
no fisse. Gli ioni trascinati dalla corrente ascendente d’aria calda si dirigo- 
no, sotto l’azione del campo elettrico del condensatore, verso le sue piastre 
e vi si scaricano. Dopo aver attraversato lo spazio tra le piastre, l’aria cessa 
di essere conduttrice, ed è questo che spiega il risultato dell’esperimento. 

In questi esperimenti si può anche sopprimere la conducibilità dell’aria 
ascendente facendola passare attraverso un tampone di ovatta (fig. 270,c) 
perché gli ioni vi si neutralizzano. 

3. Poniamo che la fonte ionizzante crei q coppie di ioni di segni opposti 
per unità di tempo nell’unità di volume del gas. Se noi supponiamo che nes- 
suna corrente elettrica attraversi il gas e che si possa trascurare la perdita 
di ioni per diffusione, la sola causa di sparizione degli ioni sarà la loro ri- 
combinazione. Indichiamo con n il numero di coppie di ioni di segni contra- 
ri contenuti nell’unità di volume del gas. La ricombinazione ha luogo quan- 
do uno ione positivo ne incontra uno negativo; di conseguenza il numero 
di tali incontri è proporzionale al numero di ioni positivi e negativi, ossia 
a n°. Essendo proporzionale a n°, la diminuzione del numero di coppie di 
ioni nell’unità di volume per unità di tempo può esprimersi con an? dove 
a è una costante che è chiamata coefficiente di ricombinazione degli ioni 
di segno contrario. Se le ipotesi sopraindicate sono verificate, l'equazione 
del bilancio degli ioni presenti nel gas è 


è 


dn 2 
“—_=a- | 109.1 
di q-an (109.1) 
Allo stato stazionario dn/dt = 0, e 
n=vVq/a. (109.2) 
Dopo che la fonte ionizzante è soppressa 
dn _ 2 
N da 
perciò 
1_ 120 (109.3) 
n No ° 
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essendo ro la concentrazione di coppie di ioni positivi e negativi nell’istante 
t = 0 nel quale si sopprime la fonte ionizzante. Dopo un periodo di tempo 


r= 1 (109.4) 
Nox 
la concentrazione n diminuisce di 2 volte. Quindi la diminuzione della con- 
centrazione avviene più lentamente che secondo una progressione geometri- 
ca perché il tempo richiesto per diminuire la concentrazione di due volte au- 
menta a misura che diminuisce la concentrazione ed al limite per n-0 di- 
venta infinito. 

Se la fonte ionizzante è in azione, si deve integrare l’equazione (109.1). 
Supponiamo che all’istante in cui si fa agire la fonte ionizzante n = 0. Con- 
tando il tempo ? a partire da questo istante iniziale e tenendo conto che 
q— an” > Qsi ottiene per integrazione 


n=vVg/a th (1/7). (109.5) 
dove il tempo 7 si deduce da (109.4) sostituendo no = Vg/a ossia 7 = 


= V1/(ga) . 


Problema 


Nell’istante f = 0 si fa agire una sorgente ionizzante che crea per unità di tempo nell’unità 
di volume di gas g coppie di ioni positivi e negativi. Supponendo che g = cost, trovare l’espres- 
sione della concentrazione di coppie di ioni in tutti gli istanti successivi. 


Risposta. 
q (Va + nova) — (Vqg — nVa)e®"" 
a (vg + nova) + (Vg — noVae "7 


dove 7 = 1/Vga . C'è da notare che questa formula è verificata sia per no < Vg/a che per 
no > Vq/a . Nell’ultimo caso la concentrazione diminuisce malgrado il fatto che la fonte io- 
nizzante continui a produrre nuovi ioni. 


$ 110. Misura del potenziale di ionizzazione 
con il metodo dell’urto elettronico 


1. Per strappare un elettrone ad un atomo o ad una molecola neutra si 
deve spendere una certa energia. La quantità minima d’energia che si deve 
spendere è chiamata energia di ionizzazione dell’atomo o della molecola. Si 
esprime generalmente l’energia di ionizzazione in elettronvolt. La differenza 
di potenziale che deve percorrere un elettrone per acquisire una energia 
uguale all’energia d’ionizzazione porta il nome di potenziale di ionizzazione 
dell’atomo o della molecola. Evidentemente, il potenziale di ionizzazione è 
uguale al quoziente dell’energia di ionizzazione per il valore assoluto della 
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carica dell’elettrone. Le nozioni d’energia e di potenziale di ionizzazione si 
applicano non solamente agli atomi ed alle molecole neutri, ma anche agli 
ioni ai quali si strappa un elettrone supplementare. 

2. In una serie di ricerche cominciate nel 1913 James Franck (1882-1964) 
e Gustav Hertz (1887-1975) determinarono i potenziali di ionizzazione degli 
atomi per mezzo del metodo dell’urto elettronico. Uno schema dei loro ap- 
parati sperimentali è rappresentato con alcune modifiche in fig. 271,a. Il gas 
in studio viene introdotto a una pressione di 0,01 mm Hg in un vaso cilindri- 
co in vetro preventivamente ben svuotato al fine di eliminare i gas estranei. 


C S A C 
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Fig. 271. 


Un catodo cilindrico X in platino a riscaldamento indiretto è la fonte di 
elettricità. Con il riscaldamento indiretto tutta la superficie del catodo si 
trova allo stesso potenziale. Se la si riscalda facendo passare una corrente 
(come si è fatto nel corso dei primi esperimenti di Franck ed Hertz, dove 
il catodo era un filo di platino a riscaldamento diretto) una differenza di 
potenziale si stabilisce lungo il catodo. Il catodo è circondato da una griglia 
cilindrica S e da un collettore A cilindrico, ambedue in platino, al fine di 
evitare l'apparizione di una differenza di potenziale di contatto. Il collettore 
A è collegato ad un elettrometro €. Si stabilisce tra il catodo K e la griglia 
S una differenza di potenziale Vi che assicura l’accelerazione degli elettroni; 
si applica tra la griglia S ed il collettore A una differenza di potenziale 
V. > Vi che rallenta gli elettroni. Quindi il potenziale del collettore A è in- 
feriore di AV al potenziale del catodo XK (AV — 0,5-1 V). Supponiamo, che 
la differenza di potenziale d’accelerazione Vi sia più piccola del potenziale 
di ionizzazione Vi. Allora nel gas non ci sarà nessuna particella carica oltre 
agli elettroni. Dato che l’energia cinetica degli elettroni accelerati dalla dif- 
ferenza di potenziale Vi; è insufficiente per sormontare il potenziale frenante 
V., il collettore A non capterà alcuna carica e l’elettrometro é non darà al- 
cuna deviazione. Se si aumenta la differenza di potenziale V; fino a che essa 
diventa uguale al potenziale di ionizzazione, gli urti tra elettroni ed atomi 
neutri produrranno degli ioni positivi e negativi. Gli ioni negativi non arri- 
veranno fino al collettore A poiché vi si oppone il potenziale frenante V., 
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ma lo stesso potenziale favorirà la captura di ioni positivi da parte del col- 
lettore A. Quest’ultimo si caricherà positivamente e questo viene indicato 
dall’elettrometro €. Franck e Hertz pensavano, che in questo momento il 
potenziale di ionizzazione V; fosse uguale alla differenza di potenziale Vi 
tra la griglia S ed il catodo X. Ma in realtà non è così. Franck e Hertz co- 
minciarono i loro esperimenti all’epoca in cui Bohr sviluppava la sua teoria 
atomica, ma non ne tennero conto. 

Bohr indicò un altro meccanismo di captura degli ioni da parte del col- 
lettore A. Ogni atomo può trovarsi in stati stazionari ben definiti 40, di, 
62, ... Se la differenza di potenziale Vi è sufficiente per eccitare gli atomi, 
pur essendo inferiore al loro potenziale di ionizzazione V;, gli atomi daran- 
no luogo a transizioni quantiche dal livello normale 4 ai livelli superiori 41, 
2, ... Le transizioni inverse sono accompagnate dall’emissione di luce, la 
cui frequenza v viene determinata dalla relazione Av = 44 dove A è la co- 
stante di Planck. Se questa frequenza si trova nella regione ultravioletta del- 
lo spettro, questo irraggiamento potrà strappare degli elettroni dalla super- 
ficie del collettore A e della griglia S (effetto fotoelettrico). Questi elettroni 
sottoposti all’azione del potenziale V. saranno respinti dal collettore A, e 
quest’ultimo si caricherà positivamente prima che i gas si ionizzino. 

3. Per separare l’effetto dovuto alla ionizzazione degli atomi da quello 
di una loro eccitazione, Davis e Goucher modificarono il dispositivo speri- 
mentale di Franck ed Hertz disponendo due griglie S; e S. tra il catodo KX 
ed il collettore A (fig. 271,b). La tensione d’accelerazione Vi; era come prima 
applicata tra il catodo K e la griglia Si, e la tensione frenante V. era applica- 
ta tra le griglie Si; e S.. (In figura 271,b i sensi d’accelerazione degli elettroni 
sono indicati da frecce). Si stabilisce tra la griglia S. ed il collettore A una 
differenza di potenziale V3, piccola rispetto a V., e che può essere variata 
durante gli esperimenti. Le due direzioni possibili del campo V; sono indi- 
cate in figura 271,b con frecce antiparallele. Supponiamo dapprima, che l’e- 
nergia dell’elettrone accelerato dalla differenza di potenziale V; sia insuffi- 
ciente per ionizzare il gas, ma sia sufficiente per eccitare degli atomi, che 
danno luogo all’emissione di un irraggiamento ultravioletto. Cadendo sulla 
griglia S. e sul collettore A, l’irraggiamento strappa dalla loro superficie de- 
gli elettroni lenti. Se il campo elettrico che regna tra A e Sp è diretto da sini- 
stra a destra, questi elettroni saranno respinti dal collettore A, che conserva 
le sue cariche positive. Se il campo è diretto da destra a sinistra, gli elettroni 
strappati alla superficie di A, ritorneranno verso A e quelli strappati alla 
griglia S. si dirigeranno verso A, che acquista così una carica negativa. 
Quindi modificando il segno della differenza di potenziale V3, si modifica 
il segno della carica dell’elettrometro £. Supponiamo ora che tra le griglie 
S, ed S abbia luogo la ionizzazione delle particelle del gas; in questo caso 
appariranno degli ioni negativi e positivi. Il campo elettrico W. trascinerà 
gli ioni negativi a sinistra, e gli ioni positivi a destra. 

Dopo aver attraversato la griglia S., gli ioni positivi arrivano al colletto- 
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re A, qualunque sia il segno della differenza di potenziale V3. In effetti, da- 
to che la differenza di potenziale V3 è piccola rispetto a V2, essa non potrà 
bloccare gli ioni positivi nel caso in cui il campo elettrico è diretto da destra 
a sinistra. Quando invece il campo elettrico è diretto da sinistra a destra, 
esso accelererà ancora di più gli ioni positivi e ne faciliterà il loro arrivo al 
collettore. Quindi è possibile distinguere tra l’eccitazione e la ionizzazione 
degli atomi gassosi. Nel caso, in cui si osservi tra la prima eccitazione (tran- 
sizione sul primo livello eccitato) e la ionizzazione dei salti d’elettricità, se 
ne concluderà che gli atomi sono eccitati su livelli più elevati. 

4. Esistono anche altri metodi di determinazione del potenziale di ioniz- 
zazione, come per esempio il metodo spettroscopico, che descriveremo nel 
volume V. In ciascuno dei gruppi della tabella di Mendeleev, gli atomi dei 
gas nobili presentano i più grandi potenziali di ionizzazione e gli atomi dei 
metalli alcalini sono caratterizzati dai più piccoli potenziali di ionizzazione. 
Così, il potenziale di ionizzazione dell’atomo di elio vale 24,58 V, quello del- 
l’atomo di neon vale 21,56 V; per gli atomi dei metalli alcalini si ha: per il 
litio 5,390 V e per il sodio 5,138 V. Ecco perché la fiamma ionizza efficace- 
mente l’aria quando vi si introduce una piccola quantità di sale comune. Al- 
l’interno dei gruppi del sistema periodico, il potenziale di ionizzazione dimi- 
nuisce, in regola generale, a misura che aumenta il numero atomico 
dell’elemento. 

La ricombinazione di ioni positivi e negativi dà luogo a una diminuzio- 
ne dell’energia potenziale. Una parte dell’energia resa disponibile è dissipata 
per irraggiamento di onde elettromagnetiche, che è chiamato irraggiamento 
di ricombinazione. Quest'ultimo si manifesta per esempio sotto forma di 
una luminescenza dei gas contenuti nei tubi utilizzati per la pubblicità. 


$ 111. Misura di correnti deboli 


1. Le correnti che attraversano un gas sottoposto all’azione di una fonte 
ionizzante esterna sono generalmente molto deboli, dell’ordine di 
1079107! A. I galvanometri a specchio hanno una sensibilità dell’ordine 
di 107! A. È impossibile aumentare ancora la loro sensibilità per via del- 
l'influenza del moto browniano che provoca delle deflessioni dello specchio 
comparabili a quelle dovute alle correnti sottoposte a misura. Per la misura 
di correnti molto deboli si utilizzano generalmente degli elettrometri a filo 
O a quadranti. In ciò che segue noi considereremo soltanto l’elettrometro a 
filo, benché tutti i circuiti ed i processi di montaggio siano gli stessi con un 
elettrometro a quadranti. 

Nell’elettrometro a filo la parte mobile è costituita da un filo di platino 
superfine di diametro 2-10 um teso tra due « coltelli » verticali metallici, che 
hanno la forma di prismi triangolari (fig. 272). Questi prismi sono montati 
su isolanti di ambra e possono essere caricati fino a che si stabilisce tra loro 
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una certa differenza di potenziale (100 V circa); il filo di platino attaccato 
ai sostegni a e d viene collegato alla fonte di elettricità in studio. General- 
mente il filo di platino è attaccato al sostegno d con l’aiuto di un anello o 
di una staffa in filo di quarzo. Quando l’elettrometro viene caricato, il filo 
si incurva verso l’uno o l’altro prisma a seconda del segno della carica. Dato 
che l’incurvatura del filo dipende dalla sua tensione, si modifica la sua ten- 
sione e quindi la sensibilità dell'apparecchio con l’aiuto di una vite micro- 
metrica spostando i sostegni 4a e d secondo la verticale. Si misura la devia- 
zione del filo con l’aiuto di un microscopio ad oculare graduato. Per tarare 
l'apparecchio si porta il filo a dei potenziali conosciuti e si misurano le de- 
viazioni corrispondenti. 


AQ 
/_ 
+ 
dò 
Fig. 272. 


2. Descriviamo i due metodi utilizzati per la misurazione delle correnti 
deboli nei gas. 

Primo metodo detto di flusso. Lo schema di questo metodo è rappresen- 
tato in figura 273. I coltelli dell’elettrometro M e N sono collegati ai poli 
della batteria 8, il cui morsetto centrale è portato a terra. Con l’aiuto del- 
l'interruttore K il filo dell’elettrometro può o essere portato a terra o essere 
connesso con l’elettrodo A di una camera di ionizzazione contenente il gas 
in studio. Una tensione è applicata agli elettrodi A e B della camera di ioniz- 
zazione tramite la batteria B.. Supponiamo che la ionizzazione del gas con- 
tenuto nella camera sia assicurata da raggi X. All’inizio l’interruttore X deve 
essere chiuso. Il filo dell’elettrometro si trova allora ad un potenziale nullo 
e non si muove malgrado il fatto che il circuito B.BAK sia percorso da cor- 
rente. Aprendo l’interruttore X, l’elettrodo A ed il filo dell’elettrometro ven- 
gono staccati dalla terra. Gli ioni allora cominceranno a caricare la piastra 
A e la deviazione del filo aumenterà progressivamente. Sia V il potenziale 
al quale si trova portato il filo dopo un tempo f dal momento della apertura 
dell’interruttore K. Allora la quantità d’elettricità che è immagazzinata, du- 
rante questo intervallo di tempo, nel sistema è Q = CV, dove C è la capacità 
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del condensatore A, del filo e dei fili di connessione. La corrente media 
nel corso del tempo f è 


S=£= C 


Y 
2 


Poniamo per esempio che C = 25 cm e supponiamo che l’elettrometro sia 
stato portato a 0,1 V = 1/3000 un. CGSE in 25 s. Si trova allora /= 1/3000 
un. CGSE = 107! A. Il principale inconveniente di questo metodo è che 
si determina solo la corrente media nel tempo #1. 





Fig. 273. Fig. 274. 


Secondo metodo detto della deviazione costante (fig. 274). Si utilizza 
questo metodo quando la corrente di ionizzazione non è troppo piccola. Es- 
so si distingue dal metodo precedente per il fatto che si collega una grande 
resistenza conosciuta R tra il filo, che connette il filo di platino all’elettrodo 
A, ela terra. Questa resistenza R è percorsa da una corrente./ durante tutto 
il tempo che dura la ionizzazione; ne segue che questa resistenza determina 
una caduta di tensione V = AR. Se si stacca con l’aiuto dell’interruttore K 
il filo di platino dalla terra, l’elettrometro misurerà la tensione V. Si calcola 
quindi la corrente di ionizzazione secondo la formula 7 = V/R. Il vantag- 
gio di questo metodo sta nel fatto che, per via della mancanza pratica di 
inerzia da parte del filo, si può misurare non soltanto il valore medio, ma 
anche i valori istantanei della corrente ./ Il difetto consiste invece nella dif- 
ficoltà di misurare esattamente la resistenza R. 


$ 112. Conducibilità estrinseca dei gas 


1. Affrontando lo studio delle correnti elettriche nei gas, supporremo, 
per semplicità, che la corrente circoli tra due elettrodi piani che portano ca- 
riche di segno contrario. La direzione che va dall’elettrodo positivo a quello 
negativo viene scelta come asse X. Come negli elettroliti, la densità di cor- 


524 


rente elettrica si esprime con 


+ _ 
on e-D- on 


F en > (112.1) 


j=n*e*u* + nUeu7 —- e*D* 








dove si conservano tutte le notazioni già utilizzate. I primi due termini ca- 
ratterizzano il moto degli ioni sotto l’azione del campo elettrico £ e gli altri 
due termini quello di diffusione degli ioni. Introduciamo le mobilità b* e 
b degli ioni gassosi e supponiamo che le cariche degli ioni positivi e nega- 
tivi siano uguali in valore assoluto (e* = — e = e). Porremo anche, che 
le concentrazioni degli ioni positivi e negativi siano uguali (n* = n = n). 
Se la concentrazione è la stessa in tutti i punti del volume, occupato dal gas 
percorso da una corrente, non vi può essere corrente di diffusione e si 
scriverà 


j = ne(b* + b')E. (112.2) 


Se noi supponiamo che gli ioni si formino nella camera contenente il gas 
unicamente sotto l’azione di una fonte ionizzante, il passaggio della corren- 
te e la conducibilità corrispondente del gas sono detti estrinsechi, a prescin- 
dere dal fatto che la ionizzazione si produca nel volume o in superficie. Po- 
niamo che si formi per unità di tempo e per unità di volume del gas q coppie 
di ioni. Il numero di ioni che si ricombinano, nell’unità di tempo in tutto 
il volume S/ della camera di ionizzazione, è uguale a S/an?, dove S è l’area 
dell’elettrodo ed / la lunghezza della camera. Se il gas è attraversato da una 
corrente elettrica, gli ioni scompaiono anche scaricandosi sugli elettrodi. La 
corrente elimina così ogni secondo Sj/e coppie di ioni. Quindi l’equazione 
del bilancio deve scriversi ora 


de = Slq — Slan® — dI, 
o dopo semplificazione 
dug-an-d. (112.3) 
Per le correnti stazionarie 
q=an+L. (112.4) 


2. Cerchiamo le soluzioni di quest’ultima equazione nei due casi limiti 
seguenti. 

In primo luogo, supponiamo che la densità della corrente sia talmente 
piccola, che si possa trascurare il termine j/(e/) rispetto ad an?. Si avrà allo- 
ra n = Vg/a = cost e la formula (112.2) si scriverà 


j= evq/a (b* + b)E 
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ossia la densità di corrente j è proporzionale all'intensità E del campo elet- 
trico. Questo caso si realizza quando E è piccolo. Quindi per campi elettrici 
deboli la legge di Ohm è verificata. 

In secondo luogo, supponiamo che la concentrazione ionica n sia picco- 
la. Si può allora trascurare la ricombinazione poiché il termine an corri- 
spondente è quadratico in n. In questa approssimazione j = gle, ossia la 
corrente non dipende dalla tensione applicata. Questo risultato è verificato 
per campi elettrici forti e si spiega con il fatto che, nel tempo che gli ioni 
impiegano a percorrere, in un campo forte £, la distanza che separa gli elet- 
trodi, la loro ricombinazione non può essere notevole. In queste condizioni 
tutti gli ioni generati dalla fonte ionizzante sono captati dagli elettrodi. 
Ogni elettrodo capta al secondo una carica uguale a S/ge. E proprio questa 
è l’intensità della corrente, che attraversa il gas. La grandezza .4 = Slge è 
chiamata corrente di saturazione, e la grandezza js = gle densità di corrente 
di saturazione. Queste due grandezze sono proporzionali alla lunghezza / 
della camera di ionizzazione poiché il numero totale di ioni generati dalla 
fonte ionizzante è proporzionale a /. 

Per valori intermedi del campo elettrico, la dipendenza della corrente 
dalla tensione presenta un andamento complicato. La variazione della den- 
sità di corrente j in funzione del campo £ non è lineare, ossia ciò significa 
che la legge di Ohm non è verificata. 

Questi risultati teorici sono conformi alle prove sperimentali. La figura 
275 rappresenta la variazione della corrente .?che attraversa la camera d’io- 





Fig. 275. Fig. 276. 


nizzazione in funzione della tensione V applicata agli elettrodi. La ionizza- 
zione del gas contenuto nella camera può essere realizzata per mezzo di rag- 
gi X, di raggi ultravioletti, di radiazioni di sostanze radioattive che cadono 
sull’elettrodo negativo della camera. Ciò che importa è che la produzione 
di ioni della fonte ionizzante resti costante (g = cost). La parte OA della 
curva corrisponde alla regione di validità della legge di Ohm. Sulla parte 
AB la variazione della corrente con la tensione non è lineare. A partire dal 
punto B la corrente ./ raggiunge il suo valore di saturazione .4 e resta co- 
stante sulla parte BC della curva. A partire dal punto C la corrente di ioniz- 
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zazione cresce di nuovo, dapprima lentamente, e dopo più rapidamente. Ciò 
significa che è apparsa una nuova fonte di ioni, una fonte interna. Se si sop- 
prime nel punto D la fonte ionizzante esterna, la corrente non scompare. 
La scarica che fino ad allora era estrinseca, diviene intrinseca ed i nuovi ioni 
si formano per mezzo di processi interni. 

3. Esaminiamo ora la questione della ripartizione del potenziale tra gli 
elettrodi. Se lo spazio tra gli elettrodi non è percorso da una corrente, il gas 
si comporta come un dielettrico qualsiasi, esso si polarizza in modo unifor- 
me, ma nessuna carica apparirà nel suo volume. Il campo E£ tra gli elettrodi 
è uniforme ed il potenziale V decrescerà linearmente con la distanza x, dal 
valore V. sull’anodo fino al valore V; sul catodo 

v=v RR, 
l 
Ma se una corrente elettrica passa attraverso il gas, apparirà una eccedenza 
di cariche negative vicino all’anodo ed una eccedenza di cariche positive vi- 


cino al catodo. Ciò significa che si formano delle cariche spaziali di densità 
2 


(x). Conformemente all’equazione 7 2 = — 4ro, il potenziale V non 





sarà più una funzione lineare della coordinata x, ma sarà rappresentato da 
una curva V = V(x). Questa curva sarà convessa verso il basso se la derivata 
seconda d°V/dx? è positiva (0 < 0) e concava verso il basso se questa deri- 
vata è negativa (0 > 0). Là dove non ci sono cariche spaziali, la curva pre- 
senta una parte rettilinea. L'andamento della variazione del potenziale tra 
gli elettrodi è illustrato schematicamente in figura 276 dalla curva in linea 
piena. La linea retta tratteggiata rappresenta la ripartizione del potenziale 
nel caso in cui non ci siano cariche spaziali tra gli elettrodi. In presenza di 
cariche spaziali, questa linea retta si incurva, poiché le cariche negative, che 
si accumulano vicino all’anodo, vi diminuiscono il potenziale, mentre quelle 
che si trovano vicino al catodo determinano un aumento del potenziale. Co- 
sì per il fatto del passaggio di una corrente attraverso un gas ionizzato, le 
variazioni di potenziale diventano più forti vicino agli elettrodi e meno forti 
nella regione mediana. Ciò significa che il campo elettrico E non è più uni- 
forme essendo massimo vicino agli elettrodi e minimo al centro. 
Notiamo, per concludere, che basta una perturbazione molto piccola 
della neutralità elettrica di un gas per produrre un campo elettrico forte. 
Quindi persino quando un gas è percorso da una corrente elettrica, l’ugua- 
glianza delle concentrazioni degli ioni positivi e negativi n* = n° è realiz- 
zata a meno di quantità molto piccole. Si dice in questo caso che il gas è 
quasi-neutro, ossia si tratta di un gas idealizzato che verifica l’uguaglianza 
n* = n° quali che siano le eterogeneità del campo elettrico. Questo mo- 
dello è utilizzato nei calcoli malgrado che l’esistenza di un campo elettrico 
non uniforme sia incompatibile con l’eguaglianza n* = n”. Si ritrova qui 
la stessa situazione che nello studio delle deformazioni elastiche dei corpi. 
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Nei corpi rigidi è sufficiente una variazione minima di densità per fare ap- 
parire forti tensioni elastiche. Nella teoria dell’elasticità si introduce la no- 
zione di corpo elastico perfettamente indeformabile nel quale possono sor- 
gere tensioni infinitamente grandi malgrado che la loro causa reale risieda 
nelle deformazioni. 


$ 113. Misura dei coefficienti di ricombinazione 


Esistono parecchi metodi di misura dei coefficienti di ricombinazione, 
ma noi ne descriveremo tre, i più semplici. 

1. Metodo di Rutherford (1897). (Più tardi, nel 1900, questo metodo fu 
perfezionato da Townsend.) Si insuffla il gas in studio, con velocità v co- 
stante, in un tubo di ottone attraverso un tampone di ovatta che ottura una 
delle sue estremità (fig. 277). All’inizio del tubo, subito dopo il tampone, 
si trova una finestra d’alluminio A, attraverso la quale possono passare dei 
raggi X. Il gas viene ionizzato dai raggi X o da qualche altro processo. Gli 
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Fig. 277. 


ioni che si formano sono trascinati da una corrente di gas e si ricrombinano 
parzialmente durante il tragitto. A distanza di, d2, d3,... dal luogo di io- 
nizzazione all’interno del tubo si dispongono degli elettrodi identici /, 2, 
3, ... Ciascuno di questi elettrodi può essere successivamente connesso al- 
l’elettrometro, mentre tutti gli altri elettrodi vengono messi a contatto con 
iltubo, connesso con uno dei poli della pila ilcui altro polo è aterra. Connettia- 
mo all’elettrometro l’elettrodo /. Tra questo elettrodo e le pareti del tubo si sta- 
bilisce un intenso campo elettrico che trascina verso l’elettrodo / tutti gli io- 
ni di un dato segno che gli passano davanti. Indicando con n; la concentra- 
zione delle coppie di ioni vicino all’elettrodo /, nel corso del tempo 7 esso 
capterà m1vS7 ioni che gli comunicheranno una carica Q; = mvSer, essen- 
do S l’area dell’elettrodo ed e la carica di uno ione. Dopo ciò si rifanno le 
stesse misure con l’elettrodo 2. connettendolo all’elettrometro. Sia 
O, = m.vSer la carica misurata dall’elettrometro in quest’ultimo caso. 
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Quindi in base alla formula (109.3) 
1 1 


= al 


nz ni 


dove t è il tempo che impiega la corrente di gas per percorrere la distanza 
d, — d:. Esprimendolo per mezzo della velocità v del gas: f = (d2 — di)/v 
si ottiene 


l 1 \ Su°er 
a={-— - — |. 113.1 
(3; E (113.1) 
Si può determinare v misurando il consumo di gas in un determinato inter- 
vallo di tempo. Si può ripetere la misura connettendo successivamene gli 
elettrodi 2, 3, . .. all’elettrometro. Rutherford ed i suoi collaboratori consta- 
tarono che tali misure indipendenti fornivano dei risultati concordanti. Ciò 


costituisce una prova che il principio del medoto sia corretto. 
2. Metodo di commutazione. Anche questo metodo fu proposto da Ru- 


therford (1897) e perfezionato da McClung (1902). Il gas in studio, che si 
trova tra i due elettrodi di una camera di ionizzazione, viene ionizzato dai 
raggi X. In un determinato momento si disinserisce, con l’aiuto di un pen- 
dolo, l'alimentazione del tubo a raggi X, e dopo un tempo 7 lo stesso pendo- 
lo chiude il circuito della batteria connessa agli elettrodi della camera di io- 
nizzazione. In seguito a ciò appare un intenso campo elettrico tra gli elettro- 
di che trascina verso uno degli elettrodi ioni di un segno determinato. Il 
campo elettrico deve essere forte affinché la ricombinazione degli ioni non 
abbia il tempo di avvenire. Sia Q la carica captata dall’elettrodo e misurata 
dall’elettrometro. È evidente che Q = Vne, dove V è il volume della camera. 
Si misura la carica Q per due valori del tempo 7. Siano Qi e Q» le cariche 
corrispondenti ai tempi 71 e 72. Quindi si ha 


(ian (113.2) 
da cui si determina il coefficiente di ricombinazione a. 

3. Metodo di McClung. Il gas in studio viene posto tra le piastre di un 
condensatore piano e viene ionizzato da raggi X. Sia gq il numero di coppie 
di ioni prodotti per unità di tempo nell’unità di volume. Si determina q 
creando tra le piastre un campo elettrico sufficientemente forte per far ap- 
parire la corrente di saturazione 4 = Vge, dove V è il volume del condensa- 
tore. Si calcola gq con l’aiuto di questa formula. Disinseriamo il campo elet- 
trico. Allora in regime stazionario la concentrazione n di coppie ioniche si 
trova legata alla carica 9g, secondo la formula (109.1), in base alla relazione 
an? = q. La carica totale degli ioni di segno determinato che si trova nel 
condensatore è Q = WVne = Vevq/a . Per misurare Q si disinserisce ad un 
certo momento la fonte di ionizzazione ed immediatamente si applica al 
condensatore un campo elettrico intenso. La carica Q allora sarà captata da 
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una delle piastre del condensatore e potrà essere misurata con l’aiuto dell’e- 
lettrometro. Si calcola allora il coefficiente di ricombinazione secondo la 
formula 
Veg _ Ve 
e 
I valori del coefficiente di ricombinazione di alcuni gas per una pressio- 
ne di 1 atm a 18 °C sono riportati nella tavola 8. 


DA (113.3) 


Tavola 8 


Valori del coefficiente di ricombinazione dei gas 








Aria 
Ossigeno 
Idrogeno 


Anidride carbonica 
Ossido di carbonio 
Vapore d’acqua (100 °C) 






0,86 







Il coefficiente di ricombinazione a dipende poco dalla pressione del gas 
e diminuisce leggermente solo a basse pressioni. Quando la temperatura au- 
menta, a diminuisce. 


Problemi 


1. Con l’aiuto dei raggi X si ionizza l’aria che si trova tra due elettrodi piani ciascuno di 
superficie S = 100 cm? e distanti l’uno dall’altro di / = 5 cm; la corrente di saturazione misu- 
rata 4 = 107° A. Calcolare il numero di coppie di ioni creati al secondo dalla fonte ionizzante 
in 1 cm? di gas, nonché la concentrazione n di coppie in regime stazionariQ. Si suppone che 
gli ioni portino una sola carica. 


A 
Risposta. g = Te = 1,25-:10? em 7*-s7!; n= vVg/a = 2,7:10° cm7}. 
e 


2. Vicino alla superficie terrestre, a causa della radioattività del suolo e dell’azione ioniz- 
zante dei raggi cosmici, nell’aria atmosferica appare in media q = 5 ioni per 1 cm’ al secondo. 
Determinare il valore della corrente di saturazione dovuta a questa ionizzazione che passa at- 
traverso un condensatore ad aria piano le cui piastre hanno un’area S = 100 cm? ciascuna e 
che sono distanti / = $ cm. 

Risposta. 4 = gSle = 4:107!9 A. 

3. Valutare il tempo di scarica del condensatore del problema 2 supponendo che sia stato 
inizialmente caricato a una differenza di potenziale V = 300 V. Come varierà il tempo di scari- 
ca, se si diminuisce la pressione dell’aria nel condensatore? 





Risposta. { = = 1,3-:10° s = 15 giorni. Se si diminuisce la pressione dell’aria, il 


WE? s 
tempo di scarica aumenterà. Crookes riuscì a conservare nel vuoto la carica di un elettroscopio 
per parecchi mesi. 
4. Calcolare il tempo 7 che deve trascorrere dopo la soppressione dell’azione ionizzante 
affinché il numero degli ioni contenuti in una camera di ionizzazione riempita d’aria diminui- 
sca di: 1) 2 volte, 2) 4 volte. La concentrazione iniziale delle coppie ioniche no = 10” cm}. 
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Risposta. 1) 7 = 1/(moa) = 0,06 s; 2) 7 = 3/(rm0a) = 0,18 s. 

5. Determinare la sezione efficace o di ricombinazione degli ioni molecolari positivi e ne- 
gativi dell’aria alla temperatura ordinaria. 

Soluzione. Le masse degli ioni positivi e negativi sono le stesse e le loro concentrazioni 
sono uguali. Applicando la formula (86.15) del volume II si trova v = V2n?ov dove v è il nume- 
ro medio di urti tra ioni positivi e negativi al secondo e per unità di volume che dà luogo alla 
ricombinazione. Allo stato stazionario questo numero deve essere uguale al numero di coppie 
ioniche formate per unità di volume e per unità di tempo, ossia V2n°ov = q. Dato che 

8 kT 8 


RT 
q=an?, si ha V2o0= a. Sostituendo è7= |- ——= |- ——, dove R è la costante 
x m x M 


universale dei gas, M il peso molecolare dell’aria (M = 28,8), si ottiene 


lo” axM ii 2 
o=—- | = 2,510 cm°. 
4 RT 


Si calcola il diametro efficace d dello ione in base alla formula o = xd?, ciò che dà 
d = 2,8-107°cm, ossia circa 100 volte il diametro delle molecole neutre, ottenuto con la teoria 
cinetica dei gas. Ciò viene spiegato dall’attrazione elettrostatica degli ioni di carica contraria, 
il ché porta all'aumento del numero di urti tra questi ioni e dei loro diametri efficaci. 

6. Risolvere lo stesso problema per la ricombinazione di uno ione positivo con un 
elettrone. 

Soluzione. Se si trascura la massa dell’elettrone rispetto alla massa dello ione, si ottiene 
dall’applicazione della formula (86.15) del volume II vei = n°oe;de, dove d è la velocità termica 
media dell’elettrone. Riprendendo il ragionamento del problema precedente si ottiene 


Aei ei 2xme 
Cei = _ = ’ 
Ve 4 KT 


dove ae; è il coefficiente di ricombinazione dell’elettrone con lo ione positivo. Abbiamo asse- 
gnato due indici alle grandezze ve; e ce; al fine di indicare che si tratta di urti tra elettroni e 
ioni positivi. Dato che il raggio dell’elettrone può essere considerato come infinitamente picco- 
lo, si ha o = xr°, dove r è il raggio dello ione (cfr. vol. II, $ 86). 











$ 114. Metodi di misura della mobilità degli ioni 


Tra i vari metodi di misura della mobilità degli ioni gassosi ne descrivere- 
mo i due più semplici. 

1. Metodo del campo alternato. Questo metodo fu suggerito da Ruther- 
ford. Si introduce il gas in un vaso di vetro S contenente due elettrodi piani, 
uno B massiccio e l’altro A a forma di griglia (fig. 278). Un filo di platino 
C, portato ad alta temperatura dal passaggio di una corrente elettrica, pro- 
duce degli ioni nello spazio compreso tra C e A. Gli ioni di un dato segno 
sono trascinati verso la griglia A dal campo elettrico creato dalla batteria 
B.. Per mezzo del trasformatore 7 si stabilisce tra gli elettrodi A e B una 
differenza di potenziale alternata V = Vo sin wf ed il campo elettrico corri- 

Vo 


] sin wi, dove / è la distanza tra gli elettrodi A e Bewla 


spondente £ = 
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frequenza circolare con la quale varia la tensione alternata V. Supponiamo 
che uno ione positivo, per esempio, passi attraverso la griglia A nell’istante 
t = 0, in cui il campo Z è nullo. Questo ione si sposta verso l’elettrodo B 








con velocità v = DE = 200 sin wt e percorre nel tempo f un cammino 
x= |vdt = 20) (1 — cos wf). La distanza massima alla quale lo ione può 


allontanarsi da A è Xmax = 2Vob/(lw). Se questa distanza è più piccola di 
I, la carica che porta lo ione non potrà essere captata dall’elettrodo B e quin- 
di l’elettrometro E non potrà svelarla. Facendo crescere l'ampiezza Vo della 





Fig. 278. 


tensione applicata si arriva a rendere Xmax = /. A partire da questo momen- 
to l’elettrometro registrerà delle cariche ioniche, e ciò permetterà di calcola- 
re la mobilità d degli ioni in base alla formula 
Po I° . 
b = 2V0 NT (114.1) 
dove 7 = Dal è il periodo delle oscillazioni della tensione alternata. 


2. Metodo di Zeleny (1884-1954). Il cilindro interno di un condensatore 
cilindrico è stato tagliato in due parti BB’ e CC' isolate l’una dall’altra (fig. 
279). Nel cilindro esterno AA’ c'è una fenditura stretta mn, attraverso la 
quale si può lasciar entrare, perpendicolarmente all’asse del dispositivo, un 
fascio di raggi X, che ionizza il gas contenuto nella regione mn, limitata da 
due piani verticali le cui tracce sono tratteggiate in figura 279. Il cilindro 
interno CC’ è collegato ad un elettrometro, mentre il cilindro esterno AA' 
è collegato a uno dei poli di una batteria. L'altro polo, l’elettrometro ed il 
cilindro BB’ sono messi a terra. Si crea nel condensatore un campo elettrico 
radiale 

_ V 
_ rIn(r/n)’ 


dove V è la tensione applicata alle armature del condensatore, r la distanza 
dall’asse dell’apparecchio, ri e r sono i raggi dei cilindri interno ed esterno. 
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Questo campo elettrico trascina verso BB’ e AA' gli ioni formati sotto l’a- 
zione dei raggi X. Quando il cilindro BB’ porta una carica negativa, esso 
capta gli ioni positivi e quando esso porta una carica positiva, esso capta 
gli ioni negativi. È importante che nessuno ione arrivi fino al cilindro inter- 
no CC’, e quindi fino all’elettrometro. Ma se si insuffla il gas con una velo- 
cità costante determinata v nello spazio compreso tra i cilindri, gli ioni si 
sposteranno nelle direzioni radiali e parallele all’asse del condensatore. Il 
tempo che impiega uno ione per percorrere la distanza tra i cilindri esterno 





Fig. 279. 


e interno è determinato dall’espressione 

dr  In(r/n) (rî — rî) In (r2/n1) 

ti= \= —-- Wadi = ——— —_—T——— . 

bE Vb 2Vb 
D'altra parte il tempo impiegato da uno ione per andare dalla zona di ioniz- 
zazione mn fino al cilindro CC’ è #, = //v, dove / è la distanza da mn fino 
al cilindro CC”. Se si diminuisce la tensione V, ad un certo momento gli 
ioni cominceranno ad arrivare fino al cilindro CC’ e quindi fino all’elettro- 
metro. Ciò avverrà quando t; = f, ossia quando 


v(rî — ri) In (r2/n1) 
2VI ° 


È con l’aiuto di questa formula che può essere determinata la mobilità db, 

3. Nella tavola 9 sono riportati i risultati di misura per differenti ioni 
alla pressione di 1 atm ed a 18 °C. 

L'esperienza mostra che la mobilità degli ioni varia entro limiti larghi ed 
in ragione inversa della pressione # Questo risultato è evidente poiché la 
mobilità è proporzionale al cammino libero medio dello ione (cfr. $ 42) e 
quest’ultima varia in ragione inversa della pressione # 

La mobilità degli ioni positivi non dipende in modo notevole dall’inten- 
sità E del campo elettrico. Quando £ non è troppo grande, la mobilità degli 


b= (114.2) 
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ioni negativi non dipende da £, ma quando È è grande essa comincia ad 
aumentare con E. Se si aumenta ancora l’intensità del campo elettrico, il 
tasso d’accrescimento diminuisce, e dopo la mobilità diventa nuovamente 
costante. La mobilità degli ioni, soprattutto quella degli ioni negativi, di- 
pende in maniera molto forte dalla presenza di infime quantità di certe im- 
purità. Così per l’elio, alla pressione atmosferica, contenente tracce d’ossi- 
geno b* = 5,09 cm?/(s-V) e b7 = 6,31 cm°/(s-V). Nell’elio assolutamente 
puro la mobilità b* degli ioni positivi resta la stessa, mentre quella degli 


Tavola 9 


Valori delle mobilità degli ioni di gas 

















Mobilità, cm?/(s-V) 


Idrogeno 

Ossigeno 1,4 
Azoto 1,4 
Argon 1,24 
Ossido di carbonio 1,04 
Cloro 0,8 
Vapore d’acqua 0,78 


(100 °C) 






ioni negativi b raggiunge 500 cm°/(s-V). Questi risultati si spiegano col 
fatto che la ionizzazione del gas dà luogo alla cattura di un elettrone appar- 
tenente ad un atomo o ad una molecola e che questo elettrone inizialmente 
gioca il ruolo di ione negativo. Il resto dell’atomo o della molecola è lo ione 
positivo. Dato che la massa dell’elettrone è molto piccola rispetto a quella 
dell'atomo o della molecola, ci si dovrebbe aspettare che la sua mobilità 
debba superare di molte volte la mobilità dello ione positivo. Però la tabella 
9 dimostra che la differenza tra db” e b* non è così grande. Ciò viene spie- 
gato dal fatto che l’elettrone libero dopo l’urto con una particella libera vi 
aderisce, formando uno ione negativo, la cui mobilità è comparabile a quel- 
la dello ione positivo. Il processo di cattura dell’elettrone da parte delle par- 
ticelle neutre deve essere particolarmente rapido nei gas aventi grande affi- 
nità elettronica. Questo è il caso dell’ossigeno che, in un gas, è difficile da 
eliminare totalmente. Nel considerare l’influenza di tutti questi processi sul- 
la mobilità degli ioni è necessario tener conto del fatto che la misura forni- 
sce solo un valore medio della mobilità, che dipende dal rapporto tra i nu- 
meri di ioni rapidi e lenti. L'influenza dell’intensità E del campo elettrico 
sulla mobilità degli ioni negativi si spiega nel seguente modo. L'aumento 
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dell’intensità £ si accompagna ad un accrescimento della velocità dell’elet- 
trone, e questo diminuisce la probabilità della sua cattura da parte delle par- 
ticelle neutre. Grazie a ciò la mobilità media dello ione negativo che si misu- 
ra risulta maggiore. Dato che lo ione positivo si forma direttamente per io- 
nizzazione e che la sua massa resta costante, la sua mobilità non può dipen- 
dere dall’intensità del campo elettrico. 


$ 115. Teoria di Townsend 


1. Finora abbiamo considerato il caso in cui il gas veniva ionizzato da 
una fonte esterna trascurando l’eventualità della sua ionizzazione in seguito 
agli urti tra gli ioni e gli elettroni e gli atomi e le molecole neutri. Si può 
trascurare questo meccanismo di ionizzazione per urto solo nel caso in cui 
il campo elettrico sia debole, ossia quando l’energia cinetica eE/, acquistata 
dall’elettrone (o dallo ione) in un cammino libero / è inferiore all’energia di 
ionizzazione ci; nei campi deboli l’urto di un elettrone con una particella 
neutra modifica soltanto la sua direzione di propagazione (diffusione elasti- 
ca). Nei campi forti nei quali e£/ > di gli urti tra elettroni e particelle neutre 
possono condurre alla ionizzazione di queste ultime. La ionizzazione può 
aver luogo persino per eE/ < &, dove / è il cammino libero medio dell’elet- 
trone, poiché tra gli elettroni presenti si troveranno elettroni per i quali 
I > I, quindi ciò implica che e£E/ > gi. 

Supponiamo ora che sotto l’azione di un irraggiamento ionizzante o in 
seguito a qualche altra ragione, un elettrone sia apparso vicino al catodo. 
Questo elettrone, accelerato dal campo elettrico, ionizza per urto un atomo 
neutro. Al posto di un solo elettrone se ne trovano due. Dopo essere stati 
accelerati dal campo elettrico, ciascuno di questi elettroni ionizza un ato- 
mo: ciò porta a quattro il numero di elettroni. Quindi a misura che ci si av- 
vicina all’anodo il numero di elettroni aumenta alla maniera di una valanga. 
Questo processo cumulativo è chiamato valanga elettronica. Ogni atto di 
ionizzazione degli atomi crea un elettrone libero ed uno ione positivo; gli 
ioni positivi sono suscettibili, anch’essi, di ionizzare il gas. 

2. Per poter caratterizzare quantitativamente l’attitudine ionizzante de- 
gli elettroni e degli ioni, Townsend (1868-1957) introdusse dei coefficienti di 
ionizzazione a e B. Il primo è definito come il numero medio di ioni di un 
segno dato prodotti dall’elettrone per unità di lunghezza di cammino libero. 
Il coefficiente 8 caratterizza nello stesso modo il potere ionizzante degli ioni 
positivi. Il coefficiente di ionizzazione per gli elettroni a è molto più grande 
di 8. 

Quest’ultima asserzione è dimostrata dall’esperienza classica di Town- 
send. Si utilizza una camera di ionizzazione costituita da un condensatore 
cilindrico il cui elettrodo interno è un filo metallico fine (fig. 280). Si appli- 
ca tra il filo ed il cilindro esterno del condensatore una differenza di poten- 
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ziale V sufficientemente grande da provocare nel gas una ionizzazione per 
urto. Questa ionizzazione si produrrà praticamente solo in prossimità del fi- 
lo centrale, dove il campo elettrico è molto forte. Se supponiamo che il filo 
sia portato ad un potenziale positivo, gli elettroni vi si dirigeranno ed ioniz- 
zeranno il gas, che si trova attorno al filo. Gli ioni positivi che si dirigono 
verso il cilindro esterno attraverseranno una regione di campo debole, e non 
potranno quindi ionizzare. Invertiamo ora la polarità della tensione appli- 
cata V senza cambiare la sua grandezza. I ruoli allora saranno inversi, gli 
ioni positivi andranno verso il filo centrale ed assicureranno praticamente 
tutta la ionizzazione del gas. L'esperienza dimostra che nel primo caso la 


II 





Fig. 280. Fig. 281. 


corrente di ionizzazione è più grande e cresce più rapidamente con la tensio- 
ne V che nel secondo caso (in figura 281 la curva / corrisponde al caso in 
cui l’elettrodo centrale è portato ad un potenziale positivo e la curva // al 
caso in cui esso è portato ad un potenziale negativo). 

I risultati di questa esperienza dimostrano che i/ fenomeno di ionizza- 
zione per urto è essenzialmente determinato dagli elettroni e che nella mag- 
gior parte dei casi si può trascurare la ionizzazione dovuta agli ioni positivi. 

3. Passiamo ora alla teoria di Townsend sul passaggio della corrente 
elettrica attraverso il gas. Questa teoria tiene conto della ionizzazione per 
urto degli atomi e delle molecole del gas dovuta a elettroni ed a ioni positivi. 
Per semplificare supporremo che gli elettrodi del tubo di scarica siano piani. 
Trascureremo la ricombinazione degli ioni con gli elettroni ammettendo che 
durante il tragitto catodo-anodo queste particelle non hanno il tempo di ri- 
combinarsi. Considereremo solo il regime stazionario in cui tutte le gran- 
dezze che caratterizzano la scarica nel gas non dipendono dal tempo. Collo- 
chiamo l’origine delle coordinate sulla superficie del catodo C, puntando 
l’asse X verso l’anodo A (fig. 282). Indichiamo con rne(x) e np(x) le concen- 
trazioni degli elettroni e degli ioni positivi e con ve e vp le loro velocità di 
deriva medie (presi in valore assoluto). Limitiamo nel gas uno strato infini- 
tamente sottile parallelo ai piani dell’anodo e del catodo e definiamo su 
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questo strato una superficie di area unitaria. Attraverso questa superficie 
elementare ne(x)-ve(x) elettroni provenienti da sinistra penetrano ogni se- 
condo nello strato e ne(X + dx)-ve(x + dx) elettroni, che vanno a destra, ne 
escono. Nel volume dx dello strato, per via della ionizzazione prodotta dagli 
elettroni, arnevedx nuovi elettroni ed altrettanti ioni positivi appaiono al se- 
condo. Analogamente la ionizzazione dovuta agli ioni positivi fa apparire 
Bnpvpdx elettroni ed altrettanti ioni positivi. Infine, si deve considerare l’e- 
ventualità della presenza di una fonte ionizzante esterna che produce al se- 
condo gq coppie di ioni nell’unità di volume del gas. Dato che in regime sta- 
zionario il numero degli ioni che si trovano nello strato resta invariato, l’e- 


C I a+d2 A 


Fig. 282. 


quazione seguente deve essere verificata: 

Ne(x)Ve(x) — Ne(x + dx)ve(x + dx) + (aneve + Bnpvp)dx + qdx = 0. 
Analogamente per gli ioni positivi che si spostano dall’anodo verso il cato- 
do si deve avere 

np(x + dx)vp(x + dx) — Np(x)vp(x) + (aneve + Bnpup)dx + qdx = 0. 


Sostituendo le differenze con i differenziali corrispondenti e dividendo per 
dx si ottiene 


— crete) + anheVe + Bnpup+qg= 0, 
(115.1) 
Atto) + aNele + BnpUp +t qQ= 0, 


Introducendo le densità di corrente degli elettroni e degli ioni positivi 


Je = NeVel, Jp = NpUpée, (115.2) 
dove e è il valore assoluto della carica dell’elettrone, otteniamo 
dje 





dx — QJe — Bip- ge= 0, 
(115.3) 


djp 
dx 





+ je + Bjp+qge=0. 
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Dunque di Ve + jp) = 0 e quindi 


Je + Jp] = cost. (115.4) 


La densità totale della corrente elettrica j resta costante in tutto lo spazio 
tra catodo ed anodo conformemente al carattere quasi-stazionario dei pro- 
cessi. Eliminando la corrente j, tra le equazioni (115.3) e (115.4) si ottiene 

dje 


de Be = Bi + ge. (115.5) 





I due coefficienti di ionizzazione a e 8 dipendono dalla natura del gas, 
dalla sua pressione e dall’intensità del campo elettrico. La pressione # del 
gas è costante su tutta la lunghezza del tubo di scarica. Quanto al campo 
E esso non è uniforme per via della presenza della carica spaziale, ossia di- 
pende da x. A causa di ciò anche i coefficienti a e 8 dipendono da x. Per 
integrare l’equazione (115.3) Townsend suppose tuttavia che questi coeffi- 
cienti fossero costanti su tutta la lunghezza del tubo e potessero variare solo 
facenda variare la tensione applicata al tubo (variazione di £). Questa sem- 
plificazione implica che il campo £ sia considerato uniforme in tutto il vo- 
lume del tubo di scarica. Questa ipotesi è verificata solo per correnti relati- 
vamente deboli quando le cariche spaziali che appaiono nel tubo sono tra- 
scurabili. Quindi /a teoria di Townsend non è applicabile che alla prima fase 
della scarica nel gas, quando la condizione enunciata è verificata. Si dice 
allora che si tratta della scarica alla Townsend. Il difetto sostanziale di que- 
sta teoria è che essa trascura le cariche spaziali. 

Se poniamo che a, 8 e g siano costanti, l’integrazione di (115.5) permette 
di trovare dapprima je, e dopo jp: 


Je = Cel x _ BI + ge + ge 
a-B 
(115.6) 
CL (a — B)x aj + ge 
Jp Ce + a B 


dove C è una costante d’integrazione che si determina a partire dalle condi- 
zioni al contorno che debbono essere rispettate agli elettrodi. 

4. Per poter stabilire queste condizioni al contorno, calcoliamo dappri- 
ma la corrente degli elettroni e degli ioni positivi dovuti alla fonte ionizzan- 
te. Il numero di elettroni generati al secondo in tutto il volume del tubo di 
scarica è uguale a S/g e la carica che essi trasportano è uguale (in valore as- 
soluto) a S/ge, dove S è l’area della sezione trasversale della camera ed / la 
sua lunghezza. Dividendo per S, si trova che la densità di corrente elettroni- 
ca è uguale a /ge. La densità di corrente degli ioni positivi è la stessa. Sull’a- 
nodo ci sarà la densità totale di corrente degli ioni positivi. Quindi all’anodo 
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la condizione al contorno è 
JO = gle, (115.7) 


dove l’indice @ indica che la grandezza si rapporta all’anodo. L'indice k, che 
introdurremo più avanti, significa il catodo. 

Per trovare le condizioni al contorno sul catodo supporremo, che esista 
una fonte ionizzante esterna che produce una ionizzazione superficiale sul 
catodo (per esempio raggi X o ultravioletti, che irradiano la superficie o una 
temperatura elevata che determina una emissione termoionica). Indichiamo 
con N il numero di elettroni che sfuggono ogni secondo dall’unità di super- 
ficie del catodo in seguito alla ionizzazione superficiale. Essi contribuisco- 
no alla densità di corrente elettronica con il termine Ne. Vi si deve aggiunge- 
re la densità di corrente elettronica g/e dovuta alla ionizzazione di volume 
nonché la densità di corrente dovuta agli elettroni strappati al catodo dagli 
ioni positivi (emissione secondaria). j6’/e ioni positivi cadono al secondo 
sull’unità di superficie del catodo. Indicando con y il numero medio di elet- 
troni strappati al catodo da uno ione positivo, l’unità di superficie del cato- 
do emette al secondo yj6/e elettroni che producono una corrente elettroni- 
ca uguale a y/6°?. Si noterà che l’emissione degli elettroni sulla frontiera 
catodo-gas può risultare non soltanto dell’urto di ioni positivi, ma anche 
dell’effetto fotoelettrico e degli urti di altre particelle. Ammetteremo tutta- 
via con Townsend che l’emissione elettronica sia dovuta soltanto agli urti di 
loni positivi. In questo caso semplice la densità totale della corrente elettro- 
nica vicino al catodo è 


Î = Ne + gle + vj. (115.8) 


Questa è la condizione al contorno sul catodo. 
Dalla (115.6) se ne trae 


Î+qge 


J “a= 8 

dk) aj + ge 

Jp C+ 8 , 
(0 = — Ceta- 91 4 TIC 


a — B 


Portando queste espressioni nelle (115.7) e (115.8) si ottiene il sistema di 
equazioni 


Ce ___ j = ae( |. 
ab a p (115.9) 
B+qya ._ (1 +9 
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da cui si trae 
— Rol(o- 9! 
= Alle — , (115.10) 


con le notazioni 
A=(1+Il + Ia — B)lge, 
B= (Ne + gle)a — B)+(1+ y)ge, (115.11) 
A=(8+ ya)e@79" — (1+ pa. 


Consideriamo alcuni casi particolari. 

Supponiamo che la ionizzazione, dovuta ad una causa esterna, sia su- 
perficiale (g = 0). Trascureremo la ionizzazione dovuta a ioni positivi 
(8 = 0), nonché l’emissione secondaria sul catodo (Y = 0). Quindi 


j = Neexp (al). (115.12) 


Se la ionizzazione è volumetrica (N = 0) si avrà, con le stesse ipotesi 


(8=y=0) 


j = alef (1 + dr) exp (al) + ( _ 1} (115.13) 


Teniamo conto ora della ionizzazione da ioni positivi, trascurando l’emis- 
sione secondaria (y = 0). Nel caso di una ionizzazione superficiale da fonte 
esterna (N # 0, q = 0) si ottiene 


D (a — B)Ne _ 
j = = B pila = BN) exp{(a — B)/}. (115.14) 
Inizialmente Townsend attribuiva una grande importanza alla ionizzazione 
da ioni positivi, poiché constatava nelle sue esperienze che la formula 
(115.14) descriveva correttamente la dipendenza della corrente di ionizzazio- 
ne dalla lunghezza / del tubo di scarica. Al contrario la formula (115.12) 
concordava coll’esperienza solo per piccoli valori di /, mentre per valori 
grandi diventava erronea. 

5. La formula (115.10) mostra che per A # 0, la corrente di ionizzazione 
finale ha un valore finito solo in presenza di una fonte ionizzante esterna. 
In questo caso la scarica nel gas è estrinseca. Nel caso in cui A = O la situa- 
zione è del tutto diversa. A meno del fattore (a — £8), la quantità A rappre- 
senta il determinante formato dai coefficienti dei membri di sinistra del si- 
stema d’equazioni (115.9). Perché sia A = 0, questo sistema di equazioni de- 
ve avere delle soluzioni non nulle (C # 0, j # 0), ciò implica che i secondi 
membri di queste equazioni siano uguali a zero. Questo risultato si trova 
realizzato ogni volta che g = N = 0, ossia in assenza della fonte ionizzante 
esterna. Ricordiamo che i coefficienti a, 8, y dipendono dalla intensità E 
del campo elettrico. Quando E aumenta, la corrente di ionizzazione j au- 
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menta. Per un certo valore di £, A si annulla. Se si sopprime la fonte ioniz- 
zante esterna, la corrente attraverso il gas continuerà a circolare. La scarica 
diventa intrinseca. Secondo la teoria di Townsend quando la condizione 


A=(8+ ye" -— (1+ ya =0 (115.15) 


è verificata, si ha l’innesco della scarica nel gas. È chiaro che per innescare 
la scarica, ossia per lo sviluppo delle valanghe elettroniche e ioniche, ci vuo- 
le la presenza nel gas di una certa quantità minima iniziale di elettroni 
di ioni, i quali esistono sempre nel gas, benché in quantità infime. La teoria 
di Townsend non permette di descrivere la transizione dalla scarica estrinse- 
ca a quella intrinseca, poiché essa riguarda solo processi stazionari, ossia 
indipendenti dal tempo. 


$ 116. Legge di Paschen ” 


1. Esaminiamo ora la variazione dei coefficienti di ionizzazione a e 8 
in funzione dell’intensità £ del campo elettrico e della pressione # del gas. 
Per concretizzare il problema considereremo solo gli elettroni. Ammettia- 
mo, come fece Townsend, che a ciascuna collisione l’elettrone perda la velo- 
cità che ha acquisito sotto l’azione del campo elettrico. Perché l’elettrone 
possa ionizzare il gas, esso deve acquistare su un cammino libero x una 
energia non inferiore all’energia di ionizzazione, ossia la lunghezza x deve 
soddisfare alla condizione xE = Vi, dove V; è il potenziale di ionizzazione 
del gas. Ammettiamo che tutti gli elettroni ionizzino il gas e consideriamo 
un fascio di Mo elettroni accelerati dal campo elettrico E a partire da una 
velocità iniziale nulla. Com'è noto dalla teoria cinetica dei gas (cfr. vol. II, 
$ 88), il numero medio di elettroni che percorrono un cammino x senza su- 
bire collisioni è N = Noe *7, dove / è la lunghezza del cammino libero me- 
dio degli elettroni. Con x = V/E, conformemente alla nostra ipotesi, tutti 
gli elettroni potranno ionizzare il gas. Su un tragitto di 1 cm, un elettrone 
subisce in media 1// collisioni, in modo tale che su questa lunghezza tutti 


— x/T 


gli N elettroni produrranno N/! = 7 e atti di ionizzazione. Il numero 


medio di atti di ionizzazione prodotti da un elettrone sulla stessa lunghezza 
sarà 


Ed è proprio questo il coefficiente di ionizzazione. La lunghezza del cammi- 
no libero medio / è inversamente proporzionale alla pressione # del gas: 
1 = 1/(A9 in modo tale che 
BP 
a= A EF (116.1) 
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dove A e B sono delle costanti. Ne deriva che 


C _ [E 116. 
5-1) 1009) 


ciò significa che il rapporto a/# dipende non da E e # separatamente, ma 
solo dal rapporto E/2 È chiaro che questo risultato, finché non è determi- 
nata la funzione f, è più generale del risultato (116.1). Townsend confermò 
in modo sperimentale la validità di (116.2) per vari gas, benché studi ulterio- 
ri mostrino che questa relazione, a pressioni superiori a quella atmosferica, 
viene verificata in modo notevolmente peggiore che alle basse pressioni, 
mentre cessa di essere valida alle alte pressioni. 

Differenziando rispetto a 4 ci si rende facilmente conto che, ad £ fissa- 
to, la formula (116.1) raggiunge il suo valore massimo per #= E/B. Il valo- 
re massimo di a diventa allora uguale a 


_ A 
max = eB E, (116.3) 


dove e è la base dei logaritmi naturali. Quindi, per una data intensità del 
campo elettrico E, il valore massimo di a è proporzionale a questa intensità 
di campo. 

È evidente che tutte le relazioni dedotte si applicano anche agli ioni 
positivi. 

2. Precisiamo ora le condizioni d’innesco della scarica (115.15). Suppo- 
niamo per semplificare che l’emissione secondaria degli elettroni dal catodo 
non giochi nessun ruolo (y = 0). Allora la formula (115.15) si scriverà 


Bee" — a = 0. 


(8). 1-2(5) 


dove V è la tensione applicata al tubo. Dividendo per #si otterrà una equa- 


zione del tipo 
V\_ 
F (15) =0 


dove F è una funzione di V/(/9,. Risolvendo questa equazione si determina 
« il potenziale di innesco » Vinn = Vinn(/A. Quindi /a differenza di poten- 
ziale tra gli elettrodi che innesca la scarica nei gas è una funzione del pro- 
dotto della pressione # del gas per la distanza tra gli elettrodi. Se si prendo- 
no parecchi tubi ad elettrodi piani e si fa sì che il prodotto #/ sia lo stesso 
in tutti i tubi, la tensione di accensione è la stessa per tutti i tubi. Questa 
legge fu stabilita in modo sperimentale da Paschen (1865-1947) ancora pri- 
ma della teoria di Townsend. 

Si può dedurre la legge di Paschen dalla condizione di innesco più gene- 


Sostituiamo 
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rale (115.15) a condizione che y, così come a/# e 6/4 sia anch'essa funzio- 
ne di E/2 Un tale presupposto è assai verosimile, poiché esso implica che 
y sia funzione della sola energia cinetica che uno ione positivo acquista in 
media durante i suoi cammini liberi prima dell’urto contro il catodo. Alle 
alte pressioni (parecchie centinaia di atmosfere) si osservano delle deviazio- 
ni dalla legge di Paschen. 


$ 117. Scarica luminosa 


1. Si chiama generalmente scarica luminosa una scarica autosostenuta 
in cui il catodo emette degli elettroni, essendo bombardato dagli ioni positi- 
vi e dai fotoni generati nel gas. A differenza della scarica di Townsend, in 
cui la densità della corrente elettrica è piccola e l’influenza delle cariche spa- 
ziali è trascurabile, la scarica luminosa è caratterizzata da una densità di 
corrente molto più grande e da notevoli cariche spaziali che sorgono per via 
della forte differenza tra le masse degli elettroni e degli ioni positivi (cfr. $ 
112, p. 3); a causa di questo fatto il campo elettrico è essenzialmente non 
uniforme. La scarica luminosa si manifesta per delle intensità del campo 
elettrico importanti e provoca una forte caduta di tensione vicino al catodo 
(detta caduta catodica). 
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Fig. 283. 


2. Prendiamo un tubo di vetro lungo 30-50 cm nel quale sono saldati 
due elettrodi (fig. 283). Applichiamo a questi elettrodi una tensione conti- 
nua di parecchie centinaia di volt. Alla pressione atmosferica una tale ten- 
sione è ancora insufficiente per provocare la rottura dielettrica del gas, di 
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modo che nessun barlume appare nel tubo. Cominciamo a togliere il gas. 
Quando la pressione è di = 50 mm Hg, si vede apparire una scarica autoso- 
stenuta che si presenta sotto forma di un cordone luminoso di calore rossa- 
stro, che va dal catodo verso l’anodo. Quando la pressione discende a 
= 2-3 mm Hg, il tubo intero diventa luminescente. A una pressione di 
0,1-0,01 mm Hg la scarica si presenta nella forma schematizzata in figura 
283. Nella stessa figura è rappresentato l’andamento della distribuzione del 
potenziale elettrico V nel tubo. 

Immediatamente vicino al catodo si trova uno stretto spazio oscuro det- 
to regione oscura di Aston (segnata col numero / in fig. 283) dove gli elet- 
troni emessi dal catodo non sono ancora sufficientemente accelerati per ec- 
citare gli atomi e le molecole del gas. Questa regione oscura fu osservata per 
la prima volta da Aston (1877-1945) nell’elio, nel neon e nell’idrugeno. La 
larghezza dello spazio oscuro di Aston (dell’ordine di qualche decimo di 
mm) varia in ragione inversa della pressione gassosa e diminuisce quando 
la densità di corrente aumenta. 

Questa regione oscura è seguita da uno strato sottile luminoso chiamato 
luminosità catodica (2), dove si produce l’eccitazione degli atomi e delle mo- 
lecole per via degli urti elettronici senza che avvenga la loro ionizzazione. 
Quando gli atomi eccitati ritornano al loro stato normale, emettono dei fo- 
toni; ed è questo che spiega la luminescenza. 

Dietro lo strato catodico segue la regione catodica oscura, che è chiama- 
ta anche spazio oscuro di Crookes o di Hittorf (3). In realtà questa zona 
non è affatto oscura, ma risulta tale per contrasto con le regioni luminose 
adiacenti. In questa parte del tubo inizia la ionizzazione degli atomi e delle 
molecole ed iniziano le valanghe elettroniche. Per via della possibilità di io- 
nizzazione diminuisce la probabilità di eccitazione degli atomi, ed a questo 
è legata l’attenuazione della luminosità del gas. La regione dello spazio ca- 
todico oscuro è particolarmente importante per il mantenimento della scari- 
ca poiché gli ioni positivi che vi sono generati assicurano l’emissione neces- 
saria degli elettroni dal catodo. 

Dallo spazio catodico oscuro si passa bruscamente alla zona di lumino- 
sità negativa (4). Questa luminosità è limitata in modo brusco solo dalla 
parte del catodo, ed è il risultato della ricombinazione degli elettroni con 
gli ioni positivi, così come delle transizioni quantiche degli atomi eccitati 
a livelli di energia più bassi. 

Quando si avanza verso l’anodo, la brillanza diminuisce e si passa pro- 
gressivamente alla zona oscura di Faraday (5), dove gli elettroni rapidi delle 
valanghe elettroniche non arrivano a penetrare. 

In queste cinque regioni, chiamate zone catodiche della scarica lumino- 
sa, hanno luogo tutti i processi necessari per il mantenimento della scarica. 

3. Dietro lo spazio oscuro di Faraday segue il cosiddetto cuore della sca- 
rica. Nei tubi relativamente stretti esso si presenta sotto la forma di una co- 
lonna luminescente di gas ionizzato (6) chiamata /uminescenza positiva o 
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colonna positiva della scarica. Generalmente la colonna positiva si estende 
fino alla superficie dell’anodo, ma in certe condizioni si vede tra la colonna 
positiva e l’anodo una regione anodica oscura, mentre sulla superficie stessa 
dell’anodo una /uminescenza anodica, o pellicola anodica luminescente. 
Talvolta la colonna positiva si suddivide in zone, alternativamente luminose 
e buie, dette striature. In questo caso la scarica è chiamata complessa. L'esi- 
stenza della colonna positiva non è essenziale per il mantenimento della sca- 
rica, benché abbia grande importanza nelle applicazioni della scarica. Nei 
tubi molto corti la colonna positiva non si forma. Nei tubi lunghi essa serve 
da ponte conduttore tra l’anodo e lo spazio oscuro di Faraday. La colonna 
positiva è assai fortemente ionizzata e per questo presenta una grande con- 
ducibilità. Per la stessa ragione la densità della carica spaziale è piccola (e 
persino nulla). La sua luminosità è prodotta principalmente dalla ricombi- 
nazione degli elettroni e degli ioni positivi. Su una distanza di alcuni cam- 
mini liberi fino all’anodo (nella zona detta di caduta anodica) gli elettroni 
possono acquistare una energia cinetica sufficiente per eccitare gli atomi, 
mentre gli ioni positivi vengono respinti dall’anodo: ciò determina la lumi- 
nescenza anodica. 

4. Se si fa in modo di avere un anodo mobile e lo si sposta progressiva- 
mente verso il catodo, le regioni catodiche della scarica conservano le pro- 
prie forme e le proprie dimensioni fino al limite dove inizia la colonna posi- 
tiva, la cui lunghezza diminuisce nel contempo. A misura che diminuisce la 
distanza anodo-catodo, diminuisce la lunghezza della zona oscura di Fara- 
day, e quindi la lunghezza della zona di luminosità negativa comincia a di- 
minuire, ma la posizione della frontiera dal lato del catodo resta invariata. 
Quando la distanza tra questa frontiera all’anodo diventa uguale ad una fra- 
zione di millimetro, la scarica scompare. Fenomeni analoghi si osservano se, 
lasciando immobile l’anodo, si sposta verso di esso il catodo. Tutte le regioni 
catodiche si spostano in blocco verso l’anodo, ivi compresa la frontiera della 
colonna positiva, conservando le loro forme e le loro dimensioni. Se la di- 
stanza anodo-catodo continua a diminuire, la colonna positiva, lo spazio 
oscuro di Faraday e la luminosità negativa sono successivamente « assorbite » 
dall’anodo. La scarica cessa, quando lo spessore della zona di luminosità 
negativa si riduce ad una frazione di millimetro. Se la distanza anodo- 
catodo è troppo piccola per contenere la regione catodica scura e la parte 
iniziale della zona di luminosità negativa, la scarica prende una via differen- 
te, purché la configurazione del tubo lo permetta (fig. 284). 

5. Quando la resistenza esterna del circuito è grande e l’intensità della 
corrente di scarica è piccola, l’area luminosa alla superficie del catodo, che 
partecipa alla scarica, è proporzionale all’intensità della corrente che attra- 
versa il tubo (/egge di Hale). Quando si fa variare l’intensità della corrente, 
la sua densità resta approssimativamente costante come pure la caduta del po- 
tenziale catodico, che in questo caso è chiamata caduta catodica normale. 
Fino a pressioni di qualche decina di mm Hg la caduta catodica normale 
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non dipende dalla pressione, ma viene determinata solo dal materiale del 
catodo e dalla natura del gas. Nella maggior parte dei casi essa è compresa 
tra 100 e 300 V. La temperatura del catodo non esercita nessuna influenza 
sul valore della caduta catodica normale finché non aumenti notevolmente 
l'emissione termoionica del catodo. Si può dire con sufficiente approssima- 
zione che la caduta catodica normale è proporzionale al lavoro d’estrazione 
degli elettroni dal catodo. Questo fatto viene utilizzato per la fabbricazione 
di tubi luminescenti a bassa tensione d’innesco. Tale è per esempio il tubo 
al neon, i cui elettrodi sono costituiti di due fogli di ferro, ricoperti con uno 
strato di bario al fine di diminuire il lavoro di estrazione degli elettroni. La 
caduta catodica in questo caso è di soli 70 V e la scarica luminosa si accende 
nella lampadina al neon già quando si inserisce il tubo nella rete urbana. 


Colonna positiva 






zona 
di luminosità negativa 


CA 
Fig. 284. 


A partire dal momento in cui l’intensità della corrente diventa sufficien- 
te perché tutta la superficie del catodo diventi luminosa, la caduta catodica 
comincia a crescere. È chiamata allora caduta catodica anomala e la scarica 
luminescente è detta anomala. 

6. Gli elettroni strappati alla superficie del catodo dagli ioni positivi in- 
cidenti sono accelerati nella zona della caduta di tensione catodica. Quando 
la pressione del gas nel tubo è relativamente grande (superiore a 0,1] mm Hg) 
gli elettroni perdono la loro velocità in seguito agli urti con le particelle di 
gas. Quando la pressione del gas diminuisce, la lunghezza del cammino libe- 
ro medio degli elettroni aumenta e lo spazio oscuro catodico si estende. A 
una pressione di 0,01-0,001 mm Hg (a seconda della lunghezza del tubo) la 
regione catodica oscura occupa quasi tutto il tubo ed il fascio elettronico 
lo attraversa quasi senza subire collisioni. Questi tipi di fasci elettronici han- 
no ricevuto il nome di raggi catodici. Essi sono stati scoperti da Crookes 
(1832-1919) alla fine degli anni ’70 del secolo XIX, molto prima che si cono- 
scesse la loro natura (e ancora prima della scoperta dell’elettrone stesso). Se 
si dispone uno schermo sul tragitto dei raggi catodici, si trova la sua ombra 
dietro lo schermo. Se si avvicina un magnete, il fascio -e l'ombra dello scher- 
mo si spostano da parte. Sono proprio questi i fenomeni che furono osser- 
vati da Crookes. Per gli esperimenti con raggi catodici si utilizzano di solito 
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tubi in vetro corti e larghi dove l’anodo è collocato in posizione laterale ri- 
spetto al fascio elettronico emesso dal catodo. Gli elettroni usciti dal catodo 
vengono accelerati dal campo elettrico vicino alla sua superficie ed in segui- 
to si spostano per inerzia normalmente alla superficie del catodo. Cadendo 
sulle pareti del tubo essi gli comunicano una carica negativa, che tuttavia 
viene neutralizzata dagli ioni positivi trascinati dalla circolazione del gas, 
mentre gli ioni negativi sono captati dall’anodo. Se il catodo ha la forma 
di una superficie sferica concava, i raggi catodici saranno focalizzati al cen- 
tro di questa sfera. Se la pressione gassosa nel tubo è talmente piccola, che 
lo spazio oscuro catodico ricopre l’anodo, la scarica luminosa scompare e 
spariscono anche l’emissione dei raggi catodici e la luminescenza delle pare- 
ti del tubo. 





Fig. 285. 


7.I raggi catodici sono utilizzati nei tubi a gas per la produzione di raggi 
X. La figura 285 dà una rappresentazione schematica di questo tipo di tubo 
a raggi X, che comporta un catodo incurvato C e due elettrodi positivi A 
e Ac. Uno di questi elettrodi chiamato anodo (A) si trova a grande distanza 
dal catodo nella zona di luminosità negativa ed è destinato a mantenere la 
scarica nel tubo. Il secondo elettrodo Ac, chiamato anticatodo, è fatto di 
un metallo refrattario (tungsteno, molibdeno, ecc.). Si focalizzano 1 fasci di 
elettroni emessi dal catodo su questo anticatodo. Quando essi vengono bru- 
scamente frenati sulla superficie dell’anticatodo, questi emette raggi X, che 
sono onde elettromagnetiche di lunghezza d’onda molto corta (107 * cm ed 
anche meno). Le loro proprietà saranno descritte nei volumi IV e V del no- 
stro Corso. Sotto l’azione del bombardamento elettronico l’anticatodo si ri- 
scalda fortemente, il che richiede il suo raffreddamento con una circolazio- 
ne d’acqua. 

I tubi a gas per la produzione di raggi X presentano l’inconveniente che, 
per via di differenti processi, la quantità di gas diminuisce col .\empo. Quan- 
do la pressione del gas nel tubo diventa inferiore a 0,001-0,0001 mm Hg la 
scarica non si innesca ed il tubo cessa di funzionare. Attualmente si utilizza- 
no, per la produzione di raggi X, esclusivamente tubi a vuoto elettronici che 
hanno un funzionamento più stabile dei tubi a gas. Dato che nei tubi a vuo- 
to non c'è bisogno di scarica luminescente, l’anodo ausiliario diventa inutile. 
L’anodo (raffreddato ad acqua nei tubi di grande potenza) è realizzato in 
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metallo refrattario. Il catodo è una spirale di tungsteno portata ad incande- 
scenza dal passaggio di una corrente elettrica. Gli elettroni emessi dal cato- 
do sono generati dall’emissione termoionica. Accelerati dal campo elettrico, 
essi bombardano l’anodo ed essendovi frenati emettono dei raggi X. 

8. Se si fanno nel catodo dei piccoli fori, gli ioni positivi, che arrivano 
sul catodo, passeranno attraverso questi piccoli buchi dietro al catodo e vi 
si propagheranno sotto forma di raggi rettilinei (il primo esperimento del 
genere fu realizzato da E. Goldstein (1850-1930) nel 1882). Questi raggi sono 
stati chiamati raggi positivi o raggi canale poiché essi escono dal catodo 
perforato come se fossero canalizzati. I raggi canale sono osservati nel tubo 
come fasci poco luminosi. Come i raggi catodici, anch’essi provocano la 
fluorescenza del vetro del tubo. Per via di processi di scambio carica, in un 
fascio di raggi canale sono presenti non solo ioni positivi, ma anche quelli 
negativi, nonché particelle rapide neutre di cui alcune eccitate. In un campo 
magnetico un tale fascio si suddivide in tre parti: gli ioni positivi sono de- 
viati in un senso, gli ioni negativi nel senso opposto, e le molecole e gli ato- 
mi neutri non sono soggetti a nessuna deviazione. Se si sottopone ciascuno 
di questi tre fasci all’azione di un campo magnetico, essi si scindono di nuo- 
vo in tre fasci. Se ne conclude, che questi processi di scambio carica si pro- 
ducono non solo prima del catodo, ma continuano anche dietro. 


$ 118. Scarica a scintilla 


1. Anche in corrente continua la scarica a scintilla si presenta sotto for- 
ma discontinua. Essa si produce nel gas la cui pressione è vicina a 1 atmo- 
sfera. In condizioni naturali la scarica a scintilla si manifesta sotto forma 
di /ampo. Per il suo aspetto la scarica a scintilla si presenta sotto forma di 
un fascio di linee luminose sottili a zig-zag e ramificate, che attraversano 





Fig. 286. 


istantaneamente l’intervallo di scarica e che scompaiono rapidamente e si 
succedono continuamente (fig. 286). Queste linee sono chiamate canali di 
scintilla, e possono avere come origine l’elettrodo negativo, l’elettrodo posi- 
tivo, oppure qualsiasi punto tra di essi. I canali usciti dall’elettrodo positivo 
sono nettamente filiformi, mentre quelli usciti dall’elettrodo negativo han- 
no bordi diffusi e sono meno ramificati. 
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Dato che la scarica a scintilla si manifesta solo per pressioni elevate del 
gas, il potenziale d’innesco è molto elevato. (Per esempio, in aria secca alla 
pressione atmosferica, tra due elettrodi distanti 10 mm, la tensione di scari- 
ca è =30 kV.) Tuttavia una volta che l’intervallo tra gli elettrodi è stato attra- 
versato da un canale di scintilla, la sua resistenza diventa molto piccola ed 
il canade è attraversato da un breve impulso di corrente di grande intensità, 
e la tensione tra gli elettrodi allora diventa molto piccola. Se la potenza del- 
la fonte non è molto grande, la scarica cessa dopo un solo impulso di cor- 
rente. La tensione tra gli elettrodi risale al suo valore iniziale e sorge una 
nuova scintilla. Il tempo 7 necessario perché la tensione tra gli elettrodi ri- 
prenda il suo valore iniziale è tanto più grande quanto più è grande la capa- 
cità C tra gli elettrodi. Pertanto il montaggio in parallelo allo scintillatore 
di un condensatore aumenta l’intervallo di tempo tra due scintille successi- 
ve, ma ciascuna di queste scintille diventa più potente. Dato che il canale 
della scintilla lascia passare una carica elettrica importante, l'ampiezza e la 
durata dell’impulso di corrente diventano più grandi. Quando la capacità 
C è grande, il canale della scintilla è molto luminoso e si presenta sotto for- 
ma di larghe bande. L’accrescimento della potenza della fonte produce gli 
stessi effetti. Si dice allora che si tratta di una scintilla condensata. L’intensi- 
tà di corrente massima di una scarica a scintilla varia entro larghi limiti a 
seconda dei parametri del circuito di scarica e delle condizioni nello spazio 
tra gli elettrodi e può raggiungere parecchie centinaia di chiloampere. Se si 
aumenta ancora la potenza della fonte, la scarica a scintilla si trasformerà 
in scarica ad arco. 

Il passaggio dell’impulso di corrente nel canale della scintilla libera una 
grande quantità di energia (dell’ordine di 0,1-1 J per centimetro di lunghezza 
del canale). Questa liberazione d’energia dà luogo a un brusco aumento del- 
la pressione del gas circostante, ciò che si traduce nella formazione di una 
onda di urto cilindrica; sul fronte dell'onda la temperatura raggiunge 
-10*K. Il canale delle scintille si dilata rapidamente a una velocità con- 
frontabile con la velocità termica degli atomi del gas. Mano a mano che 
l’onda d’urto si propaga, la temperatura del suo fronte diminuisce ed il fron- 
te stesso si allontana dalla frontiera del canale. Gli effetti sonori che accom- 
pagnano la scarica a scintilla (crepitio nel caso di scariche deboli e tuoni 
nel caso del fulmine) sono determinati dalla formazione di onde d’urto. 

La luminosità della scintilla è massima nel periodo di esistenza del cana- 
le, soprattutto alle grandi pressioni gassose. La brillanza non è uniforme 
sulla sezione del canale, trovandosi il massimo nel suo centro. 

2. Esaminiamo ora il meccanismo della scarica a scintilla. All’inizio si 
pensò che la scarica a scintilla fosse determinata dagli stessi processi che de- 
terminano la scarica luminosa. Secondo la teoria di Townsend, questi sono 
da una parte la ionizzazione di volume dovuta agli elettroni ed agli ioni po- 
sitivi, e dall’altra, l'emissione secondaria dal catodo bombardato con ioni 
positivi e dai fotoni formati nella scarica. Ma l’esperienza non conferma ta- 
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le ipotesi. Se questa ipotesi fosse esatta, i tempi di formazione della scintilla 
dovrebbero essere dello stesso ordine dei tempi impiegati dagli ioni per per- 
correre la distanza tra anodo e catodo. Questo tempo, com'è facile valutare, 
è dell'ordine di 10 4-10 7 5 sec, mentre gli studi oscillografici mostrarono che 
il tempo di formazione della scintilla è uguale o inferiore a 107” sec. 

Attualmente si ammette generalmente la validità della teoria degli strea- 
mer, confermata da esperimenti diretti. Questa teoria dà una interpretazio- 
ne qualitativa corretta delle principali particolarità della scarica a scintilla, 
benché per l’aspetto quantitativo essa lasci a desiderare. Se una valanga di 
elettroni è generata vicino al catodo, essa ionizza ed eccita sul suo cammino 
le molecole e gli atomi del gas. È importante notare che i fotoni, emessi. dal- 
le molecole e dagli atomi eccitati, propagandosi verso l’anodo con la veloci- 
tà della luce, producono essi stessi una ionizzazione del gas e generano nuo- 
ve valanghe elettroniche. In tal modo in tutto il volume del gas appaiono 
degli accumuli debolmente luminescenti di gas ionizzato che sono chiamati 
streamer. Durante il loro sviluppo certe valanghe elettroniche si congiungo- 
no e costituiscono insieme un ponte conduttore composto da streamer. Lun- 
go questo ponte nell’istante successivo al suo completamento, si precipita 
un grande flusso di elettroni, che costituiscono il canale della scarica a scin- 
tilla. Dato che il ponte conduttore si forma in seguito all’unione di streamer, 
che sono generati praticamente nello stesso istante, il tempo richiesto per 
la sua formazione è inferiore al tempo che impiegherebbe una valanga di 
elettroni per percorrere la distanza catodo-anodo. Insieme agli streamer ne- 
gativi, ossia agli streamer che si propagano dal catodo verso l’anodo, esisto- 
no anche degli streamer positivi che si propagano in senso inverso. 


$ 119. Scarica a corona 


1. La scarica a corona sorge a pressioni gassose abbastanza elevate (del- 
l’ordine della pressione atmosferica) in un campo elettrico poco uniforme. 
Si produce un tale campo tra due elettrodi, di cui uno presenta una superfi- 
cie di grande curvatura (filo fine, punta). La presenza del secondo elettrodo 
non è del tutto necessaria, poiché queste funzioni possono essere assunte 
da elettrodi messi a terra che si trovano nelle vicinanze. Quando l’intensità 
del campo elettrico raggiunge all’incirca 3-10* V/m in prossimità della pun- 
ta, una luminescenza a forma di corona appare attorno ad essa. Se la coro- 
na sì forma attorno all’elettrodo negativo, essa è chiamata corona negativa; 
nel caso contrario essa è chiamata corona positiva. Il meccanismo della loro 
formazione in questi due casi è differente. 

Nel caso di una corona negativa gli ioni positivi generati dalle valanghe 
elettroniche sono accelerati dal campo elettrico fortemente disomogeneo vi- 
cino al catodo. Cadendo sul catodo, gli ioni positivi ne strappano degli elet- 
troni (emissione elettronica secondaria). Gli elettroni secondari respinti dal 
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catodo generano delle nuove valanghe elettroniche. Dato che il campo elet- 
trico decresce all'aumentare della distanza dalla punta, le valanghe elettro- 
niche cessano di svilupparsi a una certa distanza dal catodo, gli elettroni si 
disperdono nella regione « oscura » dove sono captati dalle molecole neutre 
del gas. Sono proprio questi ioni negativi i principali portatori di corrente 
nella regione « oscura ». La carica spaziale negativa di questi ioni, che si 
forma vicino all’anodo, limita la corrente totale di scarica. Nel caso di gas 
elettropositivi puri, gli ioni negativi non si formano, e sono gli elettroni stes- 
si i portatori di corrente nella regione « oscura ». In questa regione la scari- 
ca non è autosostenuta. 

Nel caso di una corona positiva, quando il catodo è un elettrodo di gran- 
de raggio di curvatura, il campo elettrico è debole vicino al catodo. Quindi 
le valanghe elettroniche non possono essere generate dagli elettroni secon- 
dari. Esse sono allora generate dagli elettroni liberati vicino all’anodo du- 
rante la ionizzazione di volume del gas da parte dei fotoni emessi dallo stra- 
to della corona. Questi elettroni sono liberati alla periferia di questo strato 
e si spostano verso l’elettrodo positivo (di grande curvatura). Gli ioni positi- 
vi spostandosi verso il catodo attraverso lo spazio « oscuro » formano una 
carica spaziale, che limita di nuovo la forza della corrente di scarica. 

Quando si fa crescere la tensione applicata agli elettrodi, lo spazio 
« OSCuUro » scompare e sorge una scarica a scintilla con una rottura totale 
della distanza di scarica. 


il 


A 
Fig. 287. 


2. In condizioni naturali, delle corone sorgono talvolta sotto l’azione 
dell’elettricità atmosferica attorno alle cime degli alberi, all’albero delle na- 
vi, ecc. Nei tempi remoti questo fenomeno fu chiamato fuochi di Santo El- 
mo. Si deve tener conto dell’eventualità delle scariche a corona nella tecnica 
delle alte tensioni. Le corone che si formano attorno ai fili delle linee ad 
alta tensione ionizzano l’aria circostante, e ciò dà luogo a delle correnti di 
dispersione nocive. Per diminuire queste correnti nocive i fili delle linee di 
alta tensione, nonché i fili di connessione di tutte le installazioni di alte ten- 
sioni debbono essere sufficientemente grossi. Essendo discontinue, le scari- 
che a corona costituiscono una fonte di radiodisturbi notevoli. 
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Si utilizza la scarica a corona nei filtri elettrici destinati a ripulire i gas 
industriali dalle impurità dovute a particelle solide e liquide (fumo nella 
produzione dell’acido solforico, nelle fonderie di metalli non ferrosi, ecc). 
Il principio di funzionamento di tale filtro elettrico è schematizzato in fig. 
287. Lungo l’asse di un camino verticale è teso un filo AB caricato negativa- 
mente, per esempio, attorno al quale si eccita una scarica a corona. L'aria, 
che si trova nel camino, si ionizza fortemente e gli ioni formatisi si attacca- 
no alle particelle del fumo che ascende nel camino. Le particelle, avendo 
captato cariche con la stessa polarità del filo generatore della corona, ne 
vengono respinte e si depositano sulle pareti del camino. Queste polveri pos- 
sono essere ricuperate meccanicamente al fine di ottenerne delle sostanze 
di valore. Un esperimento di dimostrazione di questo tipo è di facile realiz- 
zazione in aula. Si riempie con fumo molto scuro un tubo trasparente prima 
di stabilire un campo elettrico tra il filo centrale e le pareti del tubo. Quando 
si applica la tensione, l’aria contenuta nel tubo diventa chiara all’istante. 


$ 120. Scarica ad arco 


1. Se dopo aver creato una scarica a scintilla, alimentata da una potente 
fonte d’energia, si diminuisce la distanza tra gli elettrodi (o la resistenza del 
circuito esterno), la scarica cessa di essere discontinua ed appare un nuovo 
tipo di scarica, detta scarica ad arco. La corrente aumenta allora fortemen- 
te, raggiungendo decine e centinaia di ampere, mentre la tensione ai capi de- 
gli elettrodi diminuisce fino a qualche decina di volt. 

Si può produrre una scarica ad arco a partire da una fonte a bassa ten- 
sione senza passare per la fase della scarica a scintilla. A questo fine si avvi- 
cinano gli elettrodi fino a che essi si toccano; al punto di contatto gli elettro- 
di sono fortemente riscaldati dalla corrente elettrica; quando essi sono dive- 
nuti incandescenti, si separano l’uno dall’altro e si stabilisce così fra di essi 
un arco elettrico di luminosità straordinaria. È proprio utilizzando questo 
processo che il fisico russo VV. Petrov (1761-1834) accese per la prima volta 
nel 1802 un arco elettrico. Egli utilizzò come elettrodi due pezzi di carbone 
di legna alimentati da una potente batteria galvanica. I pezzi di carbone fu- 
rono riscaldati fino al color bianco e una colonna di gas di grande splendore 
apparve tra di essi. Lo studio di Petrov venne pubblicato in lingua russa e 
restò inaccessibile agli scienziati stranieri; in Russia stessa non gli attribui- 
rono alcuna importanza e quindi esso venne in larga misura dimenticato. 
Il fenomeno di arco elettrico è stato riscoperto nel 1808 dal chimico inglese 
Davy (1778-1829) e senza ragioni apparenti ha ricevuto il nome di arco di 
Volta. i 

Attualmente l’arco elettrico funzionante a pressione atmosferica è spes- 
so acceso tra elettrodi speciali fabbricati in grafite pressata con delle sostan- 
ze leganti. La distanza tra gli elettrodi durante il funzionamento è dell’ordi- 
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ne di $ mm, con una corrente di 10-20 A e una tensione di 40-50 V. A misura 
che l’arco brucia, l’estremità del catodo diventa appuntita, mentre sull’ano- 
do appare un incavo detto cratere. Il cratere è il punto più caldo dell’arco: 
la sua temperatura raggiunge i 4000 °C a pressione atmosferica e 7000 °C 
alla pressione di 20 atm (quest’ultima temperatura è superiore a quella della 
fotosfera del Sole). Nel caso di archi tra elettrodi metallici la temperatura 
è meno elevata (2000-2500 °C) per via della grande conducibilità termica 
degli elettrodi e della rapida evaporazione dei metalli, che consumano una 
grande quantità di calore. 

2. Secondo V.F. Mitkevi& (1872-1951) la scarica ad arco è intrattenuta es- 
senzialmente a spese dell'emissione termoionica della superficie del catodo. 
Questo punto di vista è corroborato dal fatto sperimentale che in molti casi 
l’arco può essere stabile solo a condizione che la temperatura del catodo sia 
abbastanza alta. Se si raffredda il catodo, l’arco diventa instabile, si spegne 
e si accende periodicamente. Al contrario, il raffreddamento dell’anodo non 
perturba il funzionamento stabile dell’arco. 

Questo punto di vista è in accordo anche con il comportamento della 
scarica luminosa quando si fa crescere la corrente che la attraversa. Quando 
il catodo di un tubo luminescente si riscalda per bombardamento da ioni 
positivi, appare una corrente termoionica, che si aggiunge alla corrente di 
elettroni secondari. Di conseguenza la carica spaziale positiva vicino al ca- 
todo diminuisce e comporta una diminuzione della caduta di potenziale ca- 
todico. Se si aumenta ancora la corrente di scarica, la caduta di potenziale 
catodico diventa paragonabile al potenziale di ionizzazione o di eccitazione 
del gas, ossia dell’ordine di 10 V. La conducibilità dello spazio tra gli elettro- 
di aumenta e la scarica luminescente si trasforma in una scarica ad arco. 
Se si raffredda il catodo, l'emissione termoionica diminuisce e l’arco non si 
stabilisce o funziona in modo instabile. Al contrario, si può trasformare in 
arco una scarica luminescente riscaldando il catodo filiforme tramite una 
batteria speciale. 

Se si fa crescere la corrente di scarica, la resistenza R dell’arco diminui- 
sce fortemente per via dell'aumento dell’emissione termoionica del catodo 
e dell’intensificazione della ionizzazione del gas nello spazio tra gli elettro- 
di. Dato che la resistenza R diminuisce più rapidamente di quanto aumenti 
la corrente 7 quando si fa crescere Zla caduta di tensione V = RZ nello 
spazio tra gli elettrodi diminuisce invece di crescere. Si dice che la scarica 
ad arco presenta una caratteristica voltampere cadente, ossia tale che la ca- 
duta di tensione nell’arco diminuisce quando la corrente aumenta. Quindi 
per assicurare un funzionamento stabile dell’arco alle variazioni casuali di 
corrente, per esempio in seguito al raffreddamento del catodo, occorre che 
la tensione applicata agli elettrodi sia più grande che se la corrente fosse as- 
solutamente invariabile. Se non si prende questa precauzione, l’arco si spe- 
gne. Per assicurare un funzionamento stabile dell’arco si inserisce nel suo 
circuito una resistenza di autoregolazione in serie, tale che, se la corrente di- 
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minuisce per caso, la caduta di tensione sulla resistenza diminuisca. Di con- 
seguenza, se la tensione di alimentazione del circuito è costante, la tensione 
tra gli elettrodi dovrà aumentare, e ciò assicurerà un funzionamento stabile 
dell’arco. 

3. Oltre alle scariche ad arco, determinate dall’emissione termoionica, 
esistono anche delle scariche di tipo diverso, per esempio, le scariche ad ar- 
co che si realizzano nelle /ampade a vapori di mercurio. Tale lampada è co- 
stituita da un bulbo di quarzo preliminarmente vuotato, e quindi riempito 
di vapori di mercurio. La scarica ad arco viene accesa facendo sorgere una 
scintilla tra due piccole colonne di mercurio che servono da elettrodi. L’arco 
a mercurio costituisce una potente fonte di raggi ultravioletti. Tali lampade 
vengono utilizzate in medicina e nelle ricerche scientifiche. I bulbi vengono 
fabbricati in quarzo o in vetri speciali trasparenti ai raggi ultravioletti. 

Gli studi sperimentali hanno mostrato che gli elettroni sono emessi da 
una piccola macchia molto luminosa, che si forma sul catodo, che si sposta 
rapidamente e senza sosta ed è chiamata per questo macchia catodica. La 
densità di corrente nella macchia catodica può raggiungere valori enormi di 
10°-10” A/cm°. Una macchia catodica può formarsi non solamente sulla su- 
perficie di un catodo a mercurio, ma anche su qualsiasi altro catodo 
metallico. 

Gli archi a mercurio e gli archi a elettrodi metallici sono chiamati archi 
elettrici a catodo freddo. Infatti una volta si pensava che tutta la superficie 
del catodo fosse fredda. Quindi non vi poteva essere emissione termoionica 
oppure essa praticamente non aveva nessuna importanza. Langmuir suppo- 
se che, con un catodo freddo, la scarica ad arco fosse determinata da una 
emissione autoelettronica del catodo. Effettivamente la caduta della tensio- 
ne catodica (— 10 V) si produce su una distanza comparabile alla lunghezza 
del cammino libero dell’elettrone. Quindi in prossimità del catodo il campo 
elettrico è sufficientemente potente per strappare degli elettroni dalla super- 
ficie del catodo. Senza dubbio, negli archi a catodo « freddo », l’autoemis- 
sione di elettroni gioca un ruolo notevole. Più tardi certe osservazioni per- 
misero di supporre che certi punti del catodo potevano essere portati a tem- 
perature sufficientemente elevate da far apparire una emissione termoelet- 
tronica che, insieme all’emissione fredda, mantenesse l’arco. Questa questio- 
ne non è ancora del tutto chiarita. 


$ 121. // plasma 


1. É chiamato plasma un gas ionizzato quasi-neutro che occupa un volu- 
me così grande che le fluttuazioni termiche non sono sufficienti a perturba- 
re in maniera notevole la sua quasi-neutralità. Si intende per quasi- 
neutralità del gas il fatto che le quantità delle cariche positive e negative, 
che esso contiene, sono quasi uguali. 
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Valutiamo le dimensioni della regione di spazio nella quale possono ma- 
nifestarsi perturbazioni notevoli della quasi-neutralità, ammettendo, per 
semplificare, che le cariche delle particelle positive e negative siano tutte 
uguali alla carica elementare e. Poniamo che un tale plasma occupi lo spa- 
zio compreso tra i piani AB e MN (fig. 288). Supponiamo che a causa di 
fluttuazioni termiche le cariche negative si siano spostate verso l’alto di una 
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distanza /. Alle frontiere del plasma appariranno allora delle cariche macro-. 
scopiche di segni contrari di densità superficiale o = n/e, dove n è la con- 
centrazione delle particelle di un dato segno. L'intensità del campo elettrico 
risultante sarà E = 470 = 4qnle, e la densità d’energia elettrica corrispon- 
dente sarà uguale a £°/(87r) = 2r(nle)?. Dato che l’energia del campo elet- 
trico viene presa dall’energia cinetica del moto termico delle particelle di 
gas, la grandezza E°/(87) non può essere superiore a 3nk7. (L’energia cineti- 
ca media delle particelle negative o positive contenute nell’unità di volume 
è uguale a 3/27.) Quindi, trascurando il fattore numerico 3, si dovrà avere 
2r(nle) < nkT, da cui /< D, 


D= A, (121.1) 


La grandezza D è chiamata lunghezza o raggio di Debye. (Ne daremo una 
definizione più precisa nel problema 1.) 

Arriviamo così alla conclusione che i/ plasma può conservare la sua 
quasi-neutralità solo se le sue dimensioni lineari sono molto più grandi del 
raggio di Debye. Solo osservando le condizioni di quasi-neutralità, il pla- 
sma si comporta come una collettività correlata di particelle cariche, e non 
come un semplice insieme di particelle senza interazione mutua. Se per 
esempio, un gradiente di concentrazione esistesse nel plasma, gli ioni positi- 
vi e negativi si sposterebbero, malgrado la differenza dei loro coefficienti di 
diffusione, con la stessa velocità media nello stesso senso grazie alla quasi- 
neutralità del plasma. Si dice allora che la diffusione è ambipolare. La causa 
fisica del carattere ambipolare della diffusione del plasma sta nel fatto che, 
in seguito alle differenze tra 1 coefficienti di diffusione e tra le mobilità degli 
ioni, si produce nel plasma una certa separazione delle cariche elettriche che 
dà origine ad un campo elettrico che rallenta o accelera la diffusione degli 
ioni di segni differenti. Di conseguenza le velocità di diffusione degli ioni 
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positivi e negativi si livellano. Il processo di ristabilimento della quasi- 
neutralità del plasma è analogo alla comparsa, nei corpi elastici deformati, 
di forze che si oppongono alle deformazioni. A questo processo è legata l’e- 
sistenza di differenti tipi di oscillazioni collettive del plasma, molto più va- 
rie che nei gas composti di particelle neutre. 

2. A seconda del grado di ionizzazione a si distingue il plasma debol- 
mente ionizzato (a al di sotto dell’uno per cento), mediamente ionizzato (a 
di qualche per cento) ed il plasma completamente ionizzato. Nelle condizio- 
ni naturali sulla Terra il plasma può essere trovato assai raramente (per 
esempio, nel canale del lampo). Gli strati superiori dell'atmosfera, essendo 
più soggetti alle azioni di fattori ionizzanti come raggi ultravioletti e cosmi- 
ci, contengono costantemente un plasma debolmente ionizzato — la iono- 
sfera che riflette le onde radioelettriche e rende possibile il collegamento ra- 
dio a grandi distanze (per esempio tra dei punti diametralmente opposti del 
globo terrestre). Nello spazio cosmico il plasma è lo stato della materia più 
diffuso. Il Sole e le stelle, che hanno delle alte temperature, sono costituite 
di plasma completamente ionizzato. Quindi numerosi problemi dell’astrofi- 
sica sono legati allo studio delle proprietà fisiche del plasma. Sulla base del- 
l’astrofisica sorse la magnetoidrodinamica, che tratta il plasma in movimen- 
to in un campo magnetico come un mezzo liquido continuo di grande con- 
ducibilità elettrica. Il plasma si forma in differenti tipi di scarica elettrica 
nei gas, per esempio nella colonna positiva della scarica luminescente o nel 
canale centrale della scarica a scintilla. La fisica del plasma è un campo del- 
la fisica relativamente nuovo, che si sviluppa rapidamente e che è oggetto 
di corsi speciali. In un Corso di fisica generale si può solo accennare a certi 
aspetti di questo tipo di problemi. 

3. Valutiamo la conduttività elettrica \ del plasma totalmente ionizzato, 
composto da elettroni e ioni positivi, ciascuno con una carica Ze. Si può 
non tener conto dello spostamento degli ioni per via della loro grande mas- 
sa e si può porre che tutta la corrente sia trasportata dagli elettroni. Il valore 
di \ è determinato dalle collisioni degli elettroni con gli ioni. Gli urti tra 
elettroni non esercitano influenza sulla quantità della corrente perché nel- 
l’urto l’impulso totale degli elettroni non cambia. Quindi sì può non tenerne 
conto. Le forze d'attrazione coulombiane, che sono forze a grande raggio 
d’azione, agiscono tra gli ioni e gli elettroni del plasma. È poco frequente 
che un elettrone si avvicini ad uno ione a così piccola distanza che la dire- 
zione del suo moto cambi bruscamente. Importanza molto più grande han- 
no le interazioni di un elettrone con un grande numero di ioni alla volta, 
nelle quali la direzione della sua traiettoria varia in modo regolare e conti- 
nuo. Le grandi deviazioni angolari della traiettoria di un elettrone in rap- 
porto alla sua direzione primitiva risultano dall’addizione di piccole devia- 
zioni angolari determinate dalle sue interazioni con degli ioni « lontani »». 
Quindi si può parlare di urti, di lunghezza e di tempo del cammino libero 
medio solo in maniera del tutto convenzionale. Conveniamo di intendere 
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per tempo del cammino libero dell’elettrone l’intervallo di tempo 7 durante 
il quale la direzione della traiettoria cambia di circa 90°. 

Per poter valutare 7 supponiamo dapprima, che un solo elettrone si 
muova nel campo di uno ione positivo, che porta una carica Ze. Se v è la 
velocità dell’elettrone all’infinito, e d il parametro d’urto, l’angolo di devia- 
zione è subìto dalla traiettoria dell’elettrone quando passa vicino allo ione 
è espresso da 


cot g_ mb 
83 Ze? 


dove m è la massa dell’elettrone (cfr. vol. I, $ 58, dove una formula analoga 
è stata ottenuta per i movimenti in un campo gravitazionale). Il parametro 
di urto d per il quale 9 = 90° è definito dalla formula db = Ze*/(mu?). A 
questo valore di d corrisponde una « sezione d’urto » 


2 
= ab = r( 2) . 
mv 


Se si tiene conto delle interazioni con gli ioni lontani, si arriva alla stessa 
formula, ma moltiplicata per L: 


2 \2 
or (4). 
mv 


Il fattore L è chiamato /ogaritmo coulombiano. Esso dipende poco dalla 
temperatura e dalla densità del plasma. Per un plasma composto di deuterio 
completamente ionizzato con X7 — 10 keV e una concentrazione elettronica 
n — 1012-10! cm7Ì, L = 15. Poiché ogni ione positivo contiene Z cariche 
elementari, la loro concentrazione è uguale a n/Z; la lunghezza ed il tempo 
del « cammino libero medio » sono espressi dalle formule 


9 











Sostituendovi mv? = 3KT si ottiene 


3/2 
73 ID Nm , (121.2) 
tZne'L 
Da cui ricaviamo che la conduttività del plasma 
2_ 3/2 
\= et _BKD (121.3) 





m aZeLNlm 


È evidente che questa non è che una approssimazione sommaria e non 
una dimostrazione rigorosa della formula (121.3). Tuttavia si può dare una 
dimostrazione più giustificata di questa formula. Portando nella (121.3) i 
valori numerici ed esprimendo la temperatura energetica 6 = XT in elet- 
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tronvolt si arriva ad una formula approssimata di \ (in s 71): 


105° 372 
\ = 7° 0 


ammettendo che L = 15. La conduttività del plasma cresce porporzional- 
mente alla temperatura assoluta secondo la potenza 3/2. In un plasma cal- 
do la conduttività diventa molto grande. Così con 6 = 10 keV per un pla- 
sma di deuterio \ = 10!° s 7! ossia questo plasma possiede una conduttività 
più grande del rame (5-10!’ s !). La conduttività termica del plasma cresce 
con la temperatura ancora più rapidamente, e cioè, proporzionalmente a 
6°, poiché il plasma verifica evidentemente la legge di Wiedemann-Franz. 

4. La grande differenza tra le masse degli elettroni e degli ioni del pla- 
sma rende possibile scoprire l’esistenza nel plasma di stati di quasi- 
equilibrio che, in una certa approssimazione, possono essere caratterizzati 
da due temperature. Infatti, supponiamo che la distribuzione iniziale delle 
velocità degli elettroni e degli ioni del plasma sia isotropa e non maxwellia- 
na. Durante gli urti tra gli elettroni essi si scambiano una energia che è del- 
l’ordine dell’energia iniziale. Quindi si può valutare il tempo che occorre 
aspettare per avere una distribuzione in energie (ossia, una distribuzione 
maxwelliana) degli elettroni, che risulta dai loro urti mutui secondo la for- 
mula (121.2). (Per rendersene conto, è sufficiente sostituire la massa m del- 
l’elettrone con la massa ridotta m/2.) Questo tempo, detto tempo di rilassa- 
mento te degli elettroni è proporzionale alla radice quadrata della massa 
dell’elettrone: 7. — Vme . Si definisce ugualmente il tempo di rilassamento 
degli ioni; è il tempo durante il quale si stabilisce una distribuzione in ener- 
gie degli ioni, che risulta dai loro urti mutui 7; — Vmi . Se si applica la for- 
mula (121.2) agli urti tra elettroni e ioni si ottiene un tempo proporzionale 
a —vVme . Tuttavia a ogni collisione la particella rapida trasmette alla parti- 
cella lenta una parte trascurabile della sua energia. In media la parte d’ener- 
gia ceduta è dell’ordine di me/m; dell’energia iniziale della particella rapida 
(cfr. vol. I, $ 28, problema 9). Per uguagliare le energie ci vorrà un tempo 
di rilassamento 7ie di m;/me volte più lungo di 7e. Quindi si scriverà 


_ Mi Mi 
Te è Ti: Tie l: : 


Me” Me 








(121.4) 


Ne deriva che 7e € Ti « Tie. Se si abbandona il plasma a sé stesso, vi 
si stabilirà prima una distribuzione maxwelliana della velocità degli elettro- 
ni, e dopo degli ioni. Ne risulterà uno stato di quasi-equilibrio, nel quale 
gli elettroni avranno una temperatura 7. e gli ioni una temperatura 7;. In 
| generale 7. # 7;. In questo caso si dice che il plasma è non isotermo o a 
due temperature. In seguito allo scambio d’energie tra gli elettroni e gli ioni 
si stabilisce una distribuzione maxwelliana in tutto il plasma, caratterizzata 
dalla stessa temperatura per gli elettroni e gli ioni (plasma isotermo). 

Quando il plasma è sottoposto all’azione di un campo elettrico, una cor- 
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rente elettrica vi circola con liberazione di calore per effetto Joule. Sono 
quasi esclusivamente gli elettroni, in quanto particelle più rapide, che rice- 
vono l’energia dal campo. Gli ioni si riscaldano soprattutto a spese dell’e- 
nergia degli elettroni « caldi » per interazione coulombiana con essi. Dato 
che il processo è relativamente lento, /a temperatura elettronica nel plasma 
è più grande della temperatura ionica. La differenza tra queste due tempera- 
ture può essere molto grande. Così nella colonna positiva di una scarica lu- 
minescente ad una pressione gassosa dell’ordine di 0,1 mm Hg, la tempera- 
tura elettronica può raggiungere 50 000 °C e più, mentre la temperatura de- 
gli ioni non supera qualche centinaio di gradi. 

5. L’applicazione pratica più importante che può avere il plasma è legata 
al problema della fusione termonucleare controllata (cfr. $ 88). Perché delle 
reazioni termonucleari possano iniziare in un mezzo, è necessario portarlo 
ad una temperatura dell’ordine di qualche keV o di qualche decina di keV. 
È da notare che, a queste temperature, tutte le sostanze sono allo stato di 
plasma. Le sostanze, che presentano maggior interesse per la fusione con- 
trollata, sono gli isotopi dell’idrogeno: deuterio (D) e tritio (T). È più facile 
realizzare la reazione di fusione in una miscela deuterio-tritio. La riserva to- 
tale di deuterio contenuto negli oceani è di — 4-10!* tonnellate, il che equi- 
vale ad una riserva d’energia di — 102° kW-anno (la quantità totale d’energia 
consumata sul globo terrestre è — 10!° kW). Il tritio, che è un elemento for- 
temente radioattivo, non esiste allo stato naturale, ma si produce artificial- 
mente. Nei reattori a fusione termonucleare dell’avvenire tutto il tritio con- 
sumato sarà rigenerato mediante irradiazione di ‘Li dai neutroni, prodotti 
nel reattore stesso. 

Dato che le reazioni termonucleari devono evolvere assai lentamente e 
senza sbalzi, è necessario confinare il plasma per un periodo abbastanza 
lungo in un volume limitato della camera, lontano dalle sue pareti. A questo 
fine ci si propone di utilizzare il confinamento del plasma in un campo ma- 
gnetico che impedisce agli elettroni ed agli ioni di spostarsi verso le pareti 
della camera di combustione. 

Il bilancio energetico di qualsiasi reattore a fusione deve essere tale che 
l’energia liberata nelle reazioni termonucleari sia superiore all’energia forni- 
ta dalle fonti esterne per assicurare il funzionamento del reattore. I princi- 
pali processi di perdite d’energia sono, da una parte, la radiazione di frena- 
mento degli elettroni durante collisioni coulombiane e, dall’altra parte, la 
radiazione di ciclotrone che risulta dal movimento accelerato degli elettroni 
in un campo magnetico. Affinché le reazioni siano autosostenute, si deve 
portare il plasma ad una temperatura « critica » (— 50 keV per un reattore 
a deuterio puro e — 10 keV nel caso di una miscela a proporzioni uguali di 
deuterio e tritio). I calcoli mostrano che il criterio detto di Lawson deve es- 
sere verificato: n7 > 10!° s/cm? per un reattore D — D e n7 > 1014 s/cm? 
per un reattore D — T (n è la concentrazione di ioni nel plasma e 7 il tempo 
di confinamento medio del plasma). 
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La principale difficoltà da superare per ottenere una fusione controllata 
è legata all’instabilità di un plasma. Dato che le forze coulombiane agisco- 
no a grande distanza, nel plasma hanno luogo differenti processi collettivi; 
per esempio l’apparizione spontanea di rumori e di oscillazioni, che deter- 
minano l’instabilità del plasma. La soluzione del problema della fusione 
controllata esige che queste instabilità siano eliminate. 


Problemi 


1. Il semispazio che si trova a destra di un piano carico infinito AB (fig. 289) è occupato 
da un plasma totalmente ionizzato composto di elettroni e di ioni positivi ciascuno con una 
sola carica. Calcolare il campo elettrico e la distribuzione delle cariche nel plasma a tutte le 
distanze dal piano A, se la densità superficiale delle cariche esterne su questo piano è uguale 
ao. 





Fig. 289. 


Soluzione. Nel plasma in prossimità del piano A8 appare un eccesso di ioni aventi cariche 
di segno opposto a quello di o ed una mancanza di ioni dello stesso segno di o. Così vi appare 
un campo elettrico £ perpendicolare al piano 45. Orientiamo l’asse delle coordinate .X verso 
l'interno del plasma perpendicolarmente a questo piano. Per ragioni di simmetria tutte le gran- 


dezze saranno funzioni solo della coordinata x. Quindi 


Ì dE 
divE= — = 477. (121.5) 
dx 


La densità g delle cariche elettriche libere può essere rappresentata da o = (n* — n°)e, 
dove n * è la concentrazione degli ioni positivi e n” quella degli ioni negativi. A distanza infi- 
nita dal piano A il plasma è elettricamente neutro, n* = n° = nevicino a questo piano 
le concentrazioni n* e n° sono differenti. Se è il potenziale elettrico del campo E, allora 
secondo la formula di Boltzmann 


eg eg 
n*=nexpf- —— }, n° = ne — |. 121.6 
»( ce) x ( c) ( ) 


Per x = +co il potenziale g è nullo e perciò n* = n° = n. Quindi 
e e e 
n*-n°=n|exp _ — exp adi = - 2nsh 
KT KT KT 
Di conseguenza , 
E e 
de = — 87ne sh e . 
dx KT 
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Moltiplicando i due membri di questa equazione per 2£ dx = — 2dg si ottiene 


eg 
dE? = 16 ht de. 
aNe Ss KT £ 


Integrando si ha 
eg 
E° = 16rnkTch — + C. 
KT 


Si determina la costante C imponendo che il campo £ sia nullo all’infinito (dove g = 0), ciò 
conduce a 


e e 
E? = JET (cn $ _ i) = 32xnKT sh? badi . 
KT KT 


Nell’estrarre la radice quadrata bisogna prendere il segno più. Ciò risulta dal fatto che, quando 
il campo £ è positivo, ossia diretto da sinistra a destra, il potenziale g deve essere anch'esso 
positivo. Se invece il campo è negativo, ossia diretto da destra a sinistra, il potenziale deve 
essere ugualmente negativo. Di conseguenza 





deg e 
E=- °° = 4V2xnkî sh°. (121.7) 
dx KT 
Dopo l’integrazione si ottiene 
e 
th £ = Cie-”?, 
kT 
dove D è una costante definita da 
D = kT (121.8) 
8xne? 


Questa formula è l’espressione esatta del raggio di Debye, che abbiamo introdotto in questo 
paragrafo. 

Si può esprimere la costante C; in termini del potenziale go alla frontiera del plasma. Si 
ottiene così 


e 
th + = the? (121.9) 


È facile collegare il potenziale g all’intensità del campo elettrico esterno Eo = 270. Per x = 0 
si deve avere E = £o e perciò i 


e 
Eo = 4V2xnKT sh Te | (121.10) 


e 
Quando ci si allontana dalla frontiera del plasma, la quantità th se diminuisce secondo 


una legge esponenziale. Sulla lunghezza del raggio di Debye essa diminuisce di e volte, ed è 
ciò che definisce la legge di variazione del campo £ in funzione della coordinata x. Si può dire 
che l’ordine di grandezza del raggio di Debye D caratterizza la profondità di penetrazione del 
campo elettrico nel plasma. 

2. Risolvere il problema precedente per una carica puntiforme q attorniata dal plasma. 
Considerare solo le distanze r dalla carica per le quali la condizione | eg | « K7 è soddistatta. 

Soluzione. Quando la condizione | eg | « XT è verificata, le formule (121.6) possono es- 
sere sviluppate in serie di cui si conserveranno solo i termini di primo grado. Portando le 
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espressioni così ottenute nell’equazione di Poisson Ag = — 4re(n* — n°) questa equazione 
si scrive 


A9+ 47 =0, (121.11) 


dove D è determinato dalla formula (121.8). Tenendo conto della simmetria sferica del sistema 


d 
rà dr dr D° 


La soluzione generale di questa equazione è del tipo 


= 1 (Ce + C'e?) (121.12) 
r 


La costante di integrazione C’ deve essere nulla affinché g = 0 per r = co. Per determinare 
la costante C supporremo che la condizione | eg | «€ KT sia già verificata per r « D. A queste 
distanze la soluzione (121.12) sarà ancora valevole, ma si ridurrà al potenziale coulombiano 
= Q/r. Quindi si deve avere C = g, ossia 


o= le". (121.13) 
7 


Questo potenziale è chiamato potenziale di Debye. La formula (121.13) mostra che l’ordine di 
grandezza del raggio di Debye caratterizza la distanza dalla carica g alla quale il campo cou- 
lombiano di questa carica è schermato dagli ioni del plasma di segno opposto. Si può ugual- 
mente dire, che l’azione del campo coulombiano della carica q si estende ad una distanza del- 
l'ordine del raggio di Debye D e non si manifesta a distanze maggiori. 

3. Si ammette, in elettrostatica, che allo stato d’equilibrio l’elettricità si distribuisca sulla 
superficie di un conduttore. Di fatto essa si ripartisce non su una superficie matematica, ma 
in uno strato superficiale di spessore finito /. Valutare questo spessore. 

Risposta. Lo spessore / è comparabile con il raggio di Debye, a condizione di modificare 
l’espressione che definisce D, al fine di tener conto della distribuzione di Fermi degli elettroni 
del metallo. Si deve allora sostituire la quantità X7 con l’energia di Fermi (99.6). Avendo così 
modificato la formula e trascurandovi i fattori numerici dell’ordine dell’unità troviamo 


_ J — 1/3 
I= Van , 
2 


h 
dove a, = n = 0,53-107* cm (raggio della prima orbita di Bohr nell’atomo d’idrogeno), 
x°me 


mentre n! è la distanza media tra gli elettroni liberi nel metallo. 
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X. OSCILLAZIONI E ONDE 


$ 122. Equazione del circuito oscillante 


1. In fisica il termine « vibrazioni » indica non soltanto i movimenti 
periodici o quasi periodici dei corpi, quando un corpo oscillante ripete più 
volte lo stesso movimento di andata e ritorno rispetto ad una posizione di 
equilibrio, ma ha un senso più largo. Si intende per vibrazione ogni 
processo periodico o approssimativamente periodico, in cui il valore di una 
grandezza fisica riprende lo stesso o approssimativamente lo stesso valore 
ad intervalli di tempi uguali o approssimativamente uguali. 

Supponiamo, per esempio, che un circuito conduttore rettangolare (fig. 
290) sia animato da un movimento di rotazione uniforme con velocità ango- 
lare costante w in un campo magnetico omogeneo. Se S è l’area del circuito 
il flusso magnetico che la attraversa sarà ® = BScosa, dove a è l’angolo 
tra il vettore induzione magnetica B e la normale N al piano del circuito. 
Se la sua rotazione è uniforme a = wf e ® = Bo cos wi, con do = BS. Una 
forza elettromotrice Gina = — dP/dt = & sin wt è indotta nel circuito che è 
percorso da una corrente elettrica.7 = ./ sin wi, dove e.A sono delle co- 
stanti. Tutte queste espressioni descrivono un processo vibratorio dove le 
grandezze che oscillano sono il flusso ®, la forza elettromotrice é°e la cor- 
rente elettrica A 

Le regolarità specifiche dei processi vibratori, che determinano non solo 
i valori istantanei delle grandezze oscillanti, caratterizzano il processo vi- 
bratorio nel suo insieme, indipendentemente dalla sua natura fisica. Lo stu- 
dio di queste regolarità costituisce l’oggetto della teoria delle vibrazioni che 
utilizza un approccio unico qualunque sia la natura fisica delle vibrazioni. 
Più avanti avremo occasione di dare esempi concreti di questo approccio. 

In questo capitolo considereremo soprattutto le oscillazioni elettriche, 
ma per facilitare il loro studio le confronteremo con vibrazioni analoghe di 
diversi sistemi meccanici. 

2. Cominceremo lo studio delle oscillazioni elettriche determinando l’e- 
quazione del circuito oscillante. Così è chiamato un sistema composto es- 
senzialmente da un condensatore, una bobina di induttanza L ed una resi- 
stenza ohmica R montate in serie (fig. 291). La forza elettromotrice di una 
fonte esterna crea tra i punti / e 2 del circuito una tensione definita é gene- 
ralmente variabile nel tempo. Scegliamo sul circuito un senso di circolazione 
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positivo, indicato in fig. 291 con delle frecce. La corrente viene considerata 
positiva, se circola nel senso positivo, e negativa, se circola nel senso oppo- 
sto. Sia g la carica sull’armatura del condensatore che corrisponde al senso 
di circolazione positivo /342/ sul circuito. Applichiamo a questo circuito l’e- 
quazione di Maxwell 


\ di = L_ (122.1) 


Utilizziamo qui le unità di misura del sistema pratico, che sono più comode 
nel caso di cui ci occupiamo. Ammettendo che i processi siano quasi- 
stazionari ed applicando la legge di Ohm alla parte /3 del circuito si ottiene 


\Ea = V dl = (4 = RIS, 

13 
dove R è la resistenza ohmica di questa parte del circuito. Se la resistenza 
della parte 42 è del tutto insignificante, l’integrale preso lungo il cammino 


W 
ZL 
> | 

A | Z q 
N ° 

É 

72 
Fig. 290. Fig. 291. 


32 sarà uguale alla tensione V tra le armature del condensatore. Per i proces- 
si quasi-stazionari si può scrivere 


Edl=V=. 
dl = V C 
32 
Infine l’integrale E = — | Ba rappresenta la tensione applicata ai 
21 12 
punti-/ e 2 del circuito oscillante ma presa col segno opposto: 
| Eidl = - € 
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Quindi l’equazione (122.1) si scrive 
dè 


1 

di + RI + C È. (122.2) 

Per correnti quasi-stazionarie ® = LI. Inoltre , 

dq 
= (122.3) 
per cui 
d (., dq da qQq_ 

I (UT) RT+4=6 (122.4) 


Questa è l’equazione del circuito oscillante. Se l’induttanza è invariabile 
(L = cost), l’equazione si scrive 
dq 


d°q q 


L’equazione del moto di un peso sospeso a una molla (fig. 292) è l’equi- 
valente meccanico dell’equazione (122.5). Se la legge di Hooke è verificata 


L 





4 4 


e se lo spostamento del peso fa apparire una forza frenante — ax proporzio- 
nale alla velocità x , l'equazione del moto si scriverà 








dx . 
mo” — Kx — ax + E 
O 
2 
m-È3 + i+ kx = F (122.6) 


dove x è la deviazione del peso rispetto alla posizione d’equilibrio, positiva 
se diretta verso la verticale discendente. La quantità — Xx è la forza di ri- 
chiamo, uguale alla somma del peso del corpo e della forza di tensione della 
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molla; F è la risultante di tutte le altre forze che influiscono sul peso. Que- 
st’ultima equazione si distingue da (122.5) solo per le notazioni e per il signi- 
ficato fisico delle grandezze che vi figurano. Matematicamente queste equa- 
zioni sono identiche. Nell’equazione (122.5) il ruolo della deviazione x è as- 
sunto dalla carica q del condensatore, quello della massa m dall’induttanza 
L, quello del coefficiente di resistenza a dalla resistenza elettrica R, quello 
della costante elastica X della molla dall’inverso della capacità C ed infine 
quello di forza esterna F dalla f.e.m. esterna €. Equazioni identiche devono 
avere soluzioni identiche. Supponiamo che nell’equazione (122.6) F = 0 e 
che il coefficiente a sia piccolo. In queste condizioni se si sposta il peso dal- 
la sua posizione d’equilibrio o gli si applica una spinta secondo la verticale, 
si osserveranno delle oscillazioni che si smorzano nel tempo. Per a = 0 lo 
smorzamento diventerà nullo. Dall’identità matematica delle equazioni 
(122.5) e (122.6) deriva che se si connette una bobina alle armature di un 
condensatore carico, il circuito sarà sede di oscillazioni elettriche. La carica 
q del condensatore varierà in funzione del tempo secondo la stessa legge che 
descrive le deviazioni del peso in funzione del tempo. Se non c’è nessuna 
resistenza ohmica (R = 0) nel circuito, le oscillazioni elettriche non saranno 
smorzate. In presenza della resistenza AR, le oscillazioni si smorzano. 

3. Per comprendere la ragione per la quale le oscillazioni appaiono e so- 
no mantenute in un circuito oscillante, non è necessario ricorrere alle equa- 
zioni ed alla analogia meccanica. Supponiamo per semplificare che la resi- 
stenza elettrica del circuito oscillante sia uguale a zero. Poniamo che nell’i- 
stante iniziale la piastra superiore del condensatore sia caricata positiva- 
mente, quella inferiore negativamente e che nessuna corrente circoli nel cir- 
cuito (fig. 293,0). In questo momento tutta l’energia del circuito oscillante 
è concentrata nel condensatore. In assenza di forza elettromotrice esterna 
il condensatore comincia a scaricarsi, la bobina è percorsa da una corrente 
elettrica e l’energia elettrica del condensatore si trasforma in energia magne- 
tica della bobina. Questo processo cesserà, quando la carica del condensa- 
tore diventerà nulla, e la corrente nel circuito raggiungerà il massimo (fig. 
293,b). A partire da questo momento la corrente comincerà a decrescere 
senza cambiare senso. Tuttavia la diminuzione della corrente non sarà istan- 
tanea a causa della forza elettromotrice d’induzione. La corrente caricherà 
positivamente l’armatura inferiore del condensatore e negativamente quella 
superiore. Il campo elettrico, che appare, tende a ridurre la corrente, e quan- 
do la corrente diventa nulla, la carica del condensatore raggiunge il suo 
massimo (fig. 293,c). In questo momento le cariche portate dalle piastre del 
condensatore diventano uguali in valori assoluti alle cariche iniziali (in posi- 
zione a), ma di segni contrari. Il condensatore comincia allora a scaricarsi 
di nuovo ed i conduttori saranno percorsi da una corrente di senso contra- 
rio. Nell’istante, in cui la corrente raggiungerà il suo valore massimo (fig. 
293,d), il condensatore sarà scarico, dopo di che il circuito oscillante tornerà 
allo stato iniziale a. Dopo questo il ciclo descritto di carica e di scarica si 
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ripeterà nuovamente. Se si potesse eliminare tutte le perdite d’energia, la ri- 
petizione di questo ciclo durerebbe indefinitamente e nel circuito avrebbero 
luogo delle oscillazioni non smorzate rigorosamente periodiche. 

4. Le equazioni (122.5) e (122.6) sono delle equazioni differenziali di se- 
condo ordine. In assenza di « forze esterne » € 0 F, queste equazioni sono 
lineari ed omogenee in rapporto alle incognite gq e x ed alle loro derivate ri- 
spetto al tempo. In questo caso queste equazioni descrivono delle oscil/azio- 
ni dette libere. I sistemi oscillanti, le cui oscillazioni libere sono descritte da 





Fig. 293. 


equazioni lineari, sono chiamati sistemi oscillanti lineari. Introduciamo le 
indicazioni: 


1 k 

_R _ a 

_È _F 
x=% o x=È. (122.9) 


Si ottengono allora le equazioni seguenti: 
i+29 + èwéqd = X, (122.10) 
X +27X + wix = X. (122.11) 


La grandezza wo è chiamata frequenza propria del sistema oscillante e y 
coefficiente di smorzamento. Il significato di queste denominazioni sarà 
precisato più avanti. 

5. Si può scrivere l’equazione (122.5) nella forma 


Vr+Vr+Voc= Vent 


dove Vi, Vr e Voc sono le tensioni ai capi della bobina, della resistenza oh- 
mica e del condensatore; Vent è la tensione applicata all’entrata del circuito 
oscillante. In base a (122.5) queste grandezze sono legate le une alle altre 
dalle relazioni 

dq _ dVc d°q 


CR V,=L 


dVr 
dt dt ’ dt° 











Vr=R = È 
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Queste relazioni sono alla base dei circuiti di differenziazione e di integra- 
zione. Se supponiamo, per esempio, che nel circuito non ci sia il condensa- 
tore, l'equazione (122.5) si scriverà 


Vir + Vr = Ventr 

L dWVr | , | si | 

con Vi, = R_ di ossia la tensione ai capi dell’induttanza, a meno di un 

fattore numerico, è uguale alla derivata della tensione applicata alla resi- 

stenza R. Se i valori di L e R sono scelti in modo tale che la condizione 

IV.L| « | Vemr| sia verificata, si avrà Va = Ventre di conseguenza Vr = 

_ L dVentr 
_R dt 

oscillografo. L’oscillogramma rappresenterà allora la derivata della tensione 

d’entrata. Un circuito RL di questo tipo può essere utilizzato anche per 


. Applichiamo la tensione prelevata sull’induttanza ad un 


L 


l’integrazione. In effetti Vr = R [ride Scegliamo R e L tali che 
| Vr|<«|Wz|. Quindi in prima approssimazione Vr = Vent e di conse- 


guenza Va = È Ventr di. Se si applica la tensione prelevata sulla resisten- 


za R all’entrata di un oscillografo si otterrà un oscillogramma, che rappre- 
senta l’integrale della tensione d’entrata. I circuiti RC di differenziazione e 
d’integrazione funzionano in modo analogo. 


Problema 


Un circuito oscillante contiene un condensatore con delle perdite. Ciò significa, che una 
piccola parte della corrente, che arriva su una delle piastre del condensatore, passa attraverso 
il dielettrico verso la seconda piastra. La capacità del condensatore sia C e la sua resistenza 





Fig. 294. 


R. Trascurando la resistenza della bobina e quella dei fili di connessione ed ammettendo che 
il carattere quasi-stazionario dei processi sia rispettato, stabilire l'equazione delle oscillazioni 
proprie del circuito oscillante. Calcolare la frequenza propria wo ed il coefficiente di smorza- 
mento y. 
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Soluzione. Se la condizione del carattere quasi-stazionario dei processi è soddisfatta (fig. 
294), si avrà 


ds 
L—+WV=0, @Q=CV 
di 
O=I-S',V=RS'. 


Eliminando Q, I ' si ottiene 

V+2,V + wV = 0, 
dove 
1 1 


Y" Spr 


2 _ 
5° Lc” 2RC 


$ 123. Oscillazioni libere dell’oscillatore armonico 


1. Se manca la resistenza ohmica, le oscillazioni libere nel circuito sono 


descritte dall’equazione 
d + wiq = 0. (123.1) 


Le equazioni di questo tipo descrivono le oscillazioni libere non smorzate 
di un peso sospeso ad una molla. Ogni sistema, che sia meccanico, elettrico 
o di altro tipo, che verifichi l'equazione (123.1), è chiamato oscillatore armo- 
nico. Se nel sistema è presente una forza di resistenza 2yg il sistema è chia- 
mato oscillatore armonico smorzato. 

Per trovare la soluzione dell’equazione (123.1) moltiplichiamo i suoi due 
membri per g. Dopo alcune trasformazioni si otterrà 


ca (G? + dg?) = 0. 


Ne deriva che la quantità g° + w$g? non varia nel tempo. Dato che questa 
quantità è la somma di due quadrati, essa è sostanzialmente positiva e può 
essere scritta nella forma seguente 


q° + wiq° = wgs, 


dove go è una costante. Questa uguaglianza esprime la conservazione dell’e- 
nergia poiché può essere scritta come segue: 


2 
LI +4 = cost 


2C 
Per integrare la seconda volta si separano le variabili: 
Cei — = + wodt, 
qo- q 
da cui 


arccos % = + wolf + cost, 
0 
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q= Qocos (wot + È). (123.2) 


Le costanti d’integrazione qo e è si determinano dalle condizioni iniziali, per 
esempio, dai valori della carica q e della corrente 7 = q nell’istante # = 0. 

2. Le formule del tipo (123.2) descrivono le oscillazioni libere di un peso 
sospeso a una molla, del pendolo fisico o matematico in regime di piccole 
oscillazioni, di un diapason, nonché le oscillazioni di tensione nella rete 
elettrica urbana. Quando una grandezza varia nel tempo conformemente 
alla legge (123.2) si dice che essa effettua delle oscillazioni armoniche. Ab- 
biamo appreso a conoscere in modo dettagliato le oscillazioni armoniche 
dei sistemi meccanici nel volume I, dove ci interessava soprattutto determi- 
nare i periodi delle oscillazioni libere. La grandezza wo è chiamata frequenza 
circolare o pulsazione delle oscillazioni armoniche. Essa coincide con la fre- 
quenza circolare propria del sistema oscillante definito dalla formula 
(122.7). L'intervallo di tempo 


To = 27/%wo, (123.3) 


al termine del quale i valori della grandezza oscillante si ripetono, è chiama- 
to periodo delle oscillazioni. Il numero di oscillazioni per unità di tempo 


vo = 1/To = wo/2T (123.4) 


è chiamato frequenza delle oscillazioni. L'unità di frequenza è un hertz, ed 
è la frequenza di un fenomeno periodico il cui periodo è 1 secondo. In quel 
che segue ometteremo l’oggettivo « circolare », scriveremo solo « frequen- 
za » poiché dalle notazioni si potrà sempre capire di cosa si tratta. La fre- 
quenza circolare viene sempre indicata con w o £, e con vla frequenza defi- 
nita dalla (123.4). La grandezza qo è chiamata ampiezza e la grandezza 
wot + 6 è la fase delle oscillazioni. La grandezza 6 è la fase iniziale. Le fre- 
quenze proprie wo € vo, nonché il periodo delle oscillazioni proprie 7o di- 
pendono solo dalla struttura del sistema oscillante. Al contrario, l'ampiezza 
go e la fase iniziale è sono determinate solo dalle condizioni iniziali. 

Nel caso delle oscillazioni elettriche, la frequenza propria è definita dal- 
la formula (122.7). Per cui si ha 


To = 2rVLC . (123.5) 


È la formula detta di William Thomson. 

Se si porta in ascisse il tempo f e in ordinate la grandezza che oscilla 9g, 
si ottiene una sinusoide (fig. 295). È una curva periodica le cui ordinate ri- 
prendono gli stessi valori dopo un periodo 7o. L'ampiezza qo è il valore mas- 
simo dell’elongazione di q in rapporto al valore zero. 

Per le oscillazioni elettriche si trova la corrente differenziando l’equazio- 
ne (123.2): 


A = q = — wogoSIn (wot + ò) 
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A = Wodo COS (co +6+ 1) . 


Quest'ultima equazione mostra che le oscillazioni di corrente sono in an- 
ticipo di fase di r/2 sulla carica g. Le energie elettrica e magnetica sono 
definite dalle espressioni 


W. = to” to cos'(wof + È), 
Wm=35 1 op} 7 Lubg sin°(wot + 5) = + c sin°(wot + $). 
Scriviamole nella forma 
w= 9 + 1 c0s (2008 + 20), 
4C 4C 
qb gi 


= 46 46 cos (2wof + 20). 


I valori medi di queste grandezze sono gli stessi e uguali a 


W. d 1 o 
We= Wm = FC L 0. 


Intorno a questi valori medi, W. e W,m effettuano delle oscillazioni armoni- 
che con frequenza 2wo. Le trasformazioni dell’energia elettrica in energia 


A A_I 
U II 


Fig. 295. 


magnetica e viceversa si producono continuamente. Quando l’energia elet- 
trica raggiunge il suo valore massimo, l’energia magnetica è nulla ed inversa- 
mente, quando quest’ultima raggiunge il suo valore massimo, l’energia elet- 
trica è nulla. Ma l’energia totale 


W= W. + Wn= (123.6) 


resta costante, come esige la legge di conservazione dell’energia. Secondo 
(123.6) l’energia totale è proporzionale al quadrato dell’ampiezza. La stessa 
relazione si ritrova nel caso di oscillazioni armoniche dei sistemi meccanici. 
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3. Per concludere dobbiamo definire cosa significa l’espressione « condi- 
zione di regime quasi-stazionario » che abbiamo messo come postulato nel- 
lo studio del circuito oscillante. Regime quasi-stazionario significa che i va- 
lori istantanei della corrente _” sono praticamente gli stessi in tutti i punti 
dei fili di connessione delle armature del condensatore. Per questo occorre 
che tutte le variazioni temporali siano sufficientemente lente in modo che 
la propagazione delle interazioni elettrodinamiche possa essere considerata 
come istantanea. L'ordine di grandezza della velocità di propagazione di 
queste interazioni coincide con la velocità della luce nel vuoto c. Sia / la lun- 
ghezza del filo che collega le armature del condensatore (questa è pratica- 
mente la lunghezza del filo utilizzato per fabbricare la bobina). Il tempo che 
impiega la perturbazione elettromagnetica per percorrere questa lunghezza 
è 7 = I/c. La condizione di regime quasi-stazionario è verificata se 7 € 700 


I1<), (123.7) 
dove \ è la lunghezza dell’onda elettromagnetica nel vuoto 
\ = cIo. (123.8) 


Problema 


Un plasma uvraimente 1onizzato composto di elettroni e di ioni positivi è limitato da due 
piani paralleli (fig. 288). Se si spostassero tutti gli elettroni lungo l’asse X (perpendicolare a 
questi piani), apparirebbe una forza di richiamo, che tenderebbe a ricondurli nella loro posi- 

‘zione d’equilibrio. Nel plasma allora inizieranno delle oscillazioni dette del plasma. Determi- 
nare la loro natura e la frequenza propria. Gli ioni « pesanti » possono essere considerati fissi. 

Soluzione. Lo spostamento dell’elettrone in rapporto alla sua posizione d’equilibrio sia x; 
il campo elettrico che apparirà nel plasma è £ = 4xnex e la forza che agisce sull’elettrone, 
F = — 4wneÈx. Sotto l’azione di questa forza gli elettroni eseguiranno delle oscillazioni armo- 
niche di frequenza 


(123.9) 





detta frequenza del plasma. 


$ 124. Oscillazioni smorzate 


Vogliamo ora tener conto delle forze di resistenza. Ponendo X = 0 nella 
equazione (122.10) si ottiene l’equazione delle oscillazioni libere 


j+2Y9+wiéq = 0. (124.1) 
Introduciamo una nuova variabile £ ponendo 
q= te”. (124.2) 
L'equazione (124.1) si scriverà allora 
È+ (03 - E =0. (124.3) 
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Formalmente questa equazione coincide coll’equazione differenziale delle 
oscillazioni libere non smorzate (123.1), ma il coefficiente w$ — y° può esse- 
re positivo o negativo. Si devono distinguere tre casi. 
Primo caso. wg — y° > 0. Introduciamo la notazione 
wW=wi- V. (124.4) 
Allora l’equazione (124.3) diventa 
$+w=0. 


Ciò significa che la quantità È deve eseguire delle oscillazioni armoniche 
non smorzate di frequenza w: 
È = acos (wi + Îò). 
Quindi 
q= ae" cos (wi + È). (124.5) 
La curva q = q(t) rappresentata da questa formula (fig. 296) non è pe- 


riodica. Tuttavia la grandezza q si annulla periodicamente e raggiunge un 
numero infinito di volte il massimo ed il minimo. In questo senso i processi 





Fig. 296. 


descritti dalla formula (124.5) sono oscillatori e sono chiamati oscillazioni 
smorzate. L'intervallo di tempo che separa due istanti consecutivi in cui gq 
si annulla è uguale a 7/w. L'intervallo di tempo due volte più grande 


Ta ir 2a o (124.6) 


© Naò-Y VI- (wo) 


è chiamato periodo delle oscillazioni, benché il termine « periodo » qui non 
sia del tutto adeguato, poiché il processo non è periodico. Dalla formula 
(124.6) consegue che 7 > To, ossia le forze di resistenza diminuiscono la 
frequenza ed aumentano il periodo delle oscillazioni. Uguagliando a zero 
la derivata g si vede che il periodo 7 è il tempo che intercorre tra gli istanti 
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in cui la grandezza gq passa per due massimi o minimi consecutivi. Il fattore 
A = ae” (124.7) 


che si trova prima della funzione periodica cos (wi + è) nell’espressione 
(124.5) è l'ampiezza delle oscillazioni smorzate, che decresce nel tempo se- 
condo una legge esponenziale. L'intervallo di tempo 


r=l (124.8) 
Y 


dopo il quale l'ampiezza è diminuita di e volte, è chiamato tempo di smorza- 
mento o anche costante di tempo del sistema. Il numero totale di oscillazio- 
ni contenute nell’intervallo di tempo 7 è 


T l 
=_= _-_, 124.9 
N=7 ;T (124.9) 
Il rapporto delle ampiezze tra due massimi o minimi consecutivi è 
A:1/A; = e”. Il logaritmo di questo rapporto 
d=ln AL = yT (124.10) 
Ar 


è il decremento logaritmico delle oscillazioni. Esso è legato al numero di 
oscillazioni N dalla relazione 


N = (124.11) 
La quantità 


O =xN= LI (124.12) 


è il fattore di qualità del circuito oscillante. Preciseremo il suo significato 
fisico più avanti (cfr. $ 127). 

Le costanti di integrazione @ e è dipendono dalle condizioni iniziali. 
Supponiamo, per esempio, che nell’istante iniziale q = 0, g = do, dove gdo 
è una costante nota. Ponendo nella (124.5) t = 0, si ottiene cos ò = 0 e di 
conseguenza ò = + 3 + 2nr,q = + ae” sin wt. Senza nuocere alla gene- 
ralità del ragionamento si può omettere il segno + e scrivere 


q= ae” sin wt 
poiché la costante di integrazione può scriversi — a 0 + a. Da cui 
1= (wcoswt — ysinwt)ae 7". 


E sostituendo # = 0 si otterrà go = wa 


q= Lo e“ sin wt. (124.13) 
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Secondo caso. wg — y° = 0. Questo è il limite del caso precedente in cui 
il periodo 7 diventa infinito. L'equazione (124.3) si riduce a È = 0 e quindi 


q= (a+ bile ". (124.14) 
A seconda dei valori delle costanti d’integrazione a e b la grandezza g pre- 
senterà o non presenterà un massimo (una volta sola). La figura 297 illustra 
due casi: 1)a #£0,b=0,e2)a=0, b #0. Qualunque siano i valori di 4 


e di b, q tende asintoticamente verso zero, quando f-c0. Il processo non 
sarà oscillatorio ed è chiamato aperiodico. 


g g 


Fig. 297. 


Se nell’istante iniziale go = 0, siha a =0, 
q=bte”%, q=(1- y)beT". 


Ponendo # = 0, si trova b = go e di conseguenza 
q= qQote". (124.15) 


Terzo caso. wg — y < 0. La soluzione generale dell’equazione (124.3) è 
allora 
E = Cie YY7 9! + Cret SY 8, 


la soluzione dell’equazione (124.1) è 
q= Cie" + Cie °*, (124.16) 


dove aj e a2 indicano delle costanti positive: 
a1=Y+NY - wi, a2=Y- NY - w. (124.17) 
Se nell’istante iniziale go = 0, 9 = Yo, si ha 


do do (e7%" — 67°). (124.18) 


- af — af 
qa — (e e)= 
i VI° — 
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$ 125. Il galvanometro balistico 


Il galvanometro balistico è un apparecchio che serve a misurare la quan- 
tità d’elettricità che passa attraverso un circuito elettrico sotto forma di im- 
pulsi di corrente. La sua parte mobile è una cornice rettangolare con un av- 
volgimento di sottile filo isolato. Questo equipaggio mobile è sospeso a un 
filo tra i poli di una calamita dove può eseguire oscillazioni di torsione in- 
torno ad un asse verticale. La coppia di richiamo, che cerca di far ritornare 
la cornice nella sua posizione di equilibrio, risulta dalla torsione del filo di 
sospensione ed è proporzionale all’angolo di deviazione g. La cornice deve 
aver un grande momento d’inerzia © affinché il periodo delle sue oscillazio- 
ni proprie sia superiore o uguale a 10 secondi. Quando la cornice oscilla, 
una corrente è indotta nel suo avvolgimento e questa corrente frena il movi- 
mento. Affinché il momento frenante sia proporzionale alla velocità ango- 
lare ©, si utilizzano delle espansioni polari cilindriche e si dispone tra di esse 
un cilindro di ferro dolce (fig. 298, vista dall’alto). Con una tale sistemazio- 
ne, le linee di forza magnetiche nell’interstizio tra i poli della calamita ed 


N S 


Fig. 298. 


il cilindro, dove avvengono le oscillazioni, sono praticamente radiali. I lati 
verticali della cornice attraversano perpendicolarmente le linee di forza ma- 
gnetiche. Per questo la forza elettromotrice ed il momento frenante che ne 
risultano sono proporzionali alla velocità angolare g. Il momento frenante 
che risulta dalla resistenza dell’aria è anch’esso proporzionale a ©. Perciò le 
oscillazioni di torsione della cornice del galvanometro saranno descritte da 
una equazione differenziale dello stesso tipo di quella che caratterizza le 
oscillazioni smorzate considerate nel paragrafo precedente. 

Ammettiamo che attraverso il galvanometro passi un breve impulso di 
corrente ? la cui durata 7 sia molto più piccola del periodo 7 delle oscilla- 
zioni proprie della cornice mobile. Durante il passaggio di tale impulso si 
possono trascurare tutte le forze ad eccezione delle forze d’Ampère che agi- 
scono sulla cornice da parte del campo magnetico esterno. Queste forze 
creano un momento di rotazione, proporzionale all’intensità / della corren- 
te; di conseguenza l’equazione del moto della cornice mobile può scriversi 
0g = kK/dove K è una costante. Integrando sul tempo di passaggio dell’im- 
pulso, si trova la velocità angolare che la cornice acquisterà durante questo 


intervallo di tempo 
K 


- __K _ 
= 6 |At1=b a 
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dove q è la quantità di elettricità trasportata. Nello stesso tempo la cornice 
massiccia non riesce a spostarsi in modo notevole. L’impulso di corrente agi- 
sce sulla cornice alla maniera di un colpo di martello dato a una palla mas- 
siccia. Trascurando il tempo 7 si può assimilare il movimento della cornice 
del galvanometro ad una oscillazione libera smorzata con le condizioni ini- 
ziali go = 0 0 = Kqg/0. Tale problema è stato risolto nel paragrafo prece- 
dente. È stato mostrato che l'ampiezza, e quindi la deviazione massima max 
del galvanometro, sono proporzionali a o sia quando il regime è oscillato- 
rio che aperiodico. Quindi la deviazione del galvanometro è legata alla 
quantità di elettricità dalla relazione 


q = Beomax, (125.1) 


dove B è la costante balistica del galvanometro. Si determina il valore di 
questa costante in modo sperimentale scaricando attraverso il galvanometro 
un condensatore di capacità conosciuta, portato ad un determinato poten- 
ziale; è sufficiente allora segnare la deviazione del galvanometro. Dopo tale 
graduazione si possono effettuare delle misurazioni quantitative utilizzando 
la formula (125.1). 


$ 126. Diagramma vettoriale e notazioni complesse 


1. Esiste un modo geometrico diretto di rappresentazione delle oscilla- 
zioni armoniche, del quale si è già parlato nel primo volume. Supponiamo 
che un punto geometrico M giri in modo uniforme su un cerchio di raggio 
r con velocità angolare wo (fig. 299). La posizione del punto M sul cerchio 
può essere individuata dall’angolo © tra il raggio OM ed il senso positivo 
dell’asse X. Questo angolo è uguale a pf = wof + è, dove è è il valore dell’an- 
golo © nell’istante iniziale f = 0. Quando il punto M percorre una traietto- 
ria circolare, la sua proiezione N sull’asse X si sposta sul diametro AB oscil- 
lando tra i punti A e B con periodo 7o = 27/wo. L'ascissa del punto N 


x = acosg = acos (wo + È), (126.1) 


come il punto N, esegue una oscillazione armonica non smorzata. Questo 
procedimento permette di descrivere le oscillazioni armoniche di qualsiasi 
grandezza a condizione di rappresentare questa grandezza con l’ascissa di 
un punto M animato di un moto circolare uniforme. Si può naturalmente 


sostituire l’ascissa con l’ordinata y = asin (wof + è) = 4cos È + ( _ 


5 ma per evitare confusioni conveniamo di utilizzare dappertutto so- 
lo l’ascissa. 
Per rappresentare le oscillazioni smorzate, si sostituirà la traiettoria cir- 


colare con una spirale logaritmica che tende asintoticamente verso il fuoco 
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O (fig. 300). Se il punto M percorre la spirale con velocità angolare wo co- 
stante spostandosi verso il fuoco, la sua proiezione N sull’asse X effettuerà 
delle oscillazioni armoniche smorzate. , 

2. Si può sostituire il punto M con il raggio vettore r = OM, che gira 
attorno all’origine delle coordinate O con velocità angolare costante. ‘La 
grandezza sinusoidale studiata sarà rappresentata dalla proiezione x del rag- 
gio vettore sull’asse X. È spesso comodo riferire i calcoli matematici, relati- 





Fig. 299. Fig. 300. 


vi a grandezze sinusoidali, al raggio vettore r. Se, per esempio, si deve calco- 
lare la somma delle espressioni 


x = ae” cos (wiIf + dI) 


x, = ae” cos (wat + 62) 


si può addizionare prima secondo la regola del parallelogramma i vettori 
ri € r2, dei quali x; e x: sono le proiezioni, e dopo proiettare il vettore 
r = ri + ro sull’asse delle ascisse. Evidentemente si otterrà x = x1 + x. L’o- 
perazione di proiezione si effettua solo alla fine dei calcoli; avendo una cer- 
ta esperienza, si può astrarre del tutto dalle proiezioni, ma rappresentare la 
grandezza sinusoidale con il vettore r che gira intorno all’origine O con velo- 
cità costante. La sua proiezione sull’asse X si sottintende, ma non si esegue 
di fatto. Tale metodo è chiamato metodo dei diagrammi vettoriali. La figura 
299 potrà quindi essere chiamata diagramma vettoriale di una escillazione 
armonica, mentre la figura 300, diagramma vettoriale di un’oscillazione ar- 
monica smorzata. Questi diagrammi sono largamente utilizzati in elettro- 
tecnica per lo studio delle correnti alternate. 

3. In fisica si utilizza più spesso un altro metodo, che si distingue dal 
precedente solo per la forma. In questo metodo la grandezza oscillante è 
rappresentata con un numero complesso. La posizione del punto sul piano 
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(fig. 299) è definita semplicemente dal numero complesso z = x + iy. Se il 
punto M gira con velocità costante attorno all’origine, allora 


x = acos (wot + È), y = asin (wol + È). 
Perciò, utilizzando la nota formula di Eulero 
e'? = cosg + ising, 


si può rappresentare la grandezza z nella forma 
z= gel + 
La parte reale di questa espressione 
Re (z) = acos (wolf + dò) = x 


rappresenta le oscillazioni armoniche della grandezza x. Di solito si omette 
il simbolo Re e scriveremo semplicemente 

x = aelle4+®. (126.2) 
Non si deve prendere alla lettera questa uguaglianza simbolica, perché la 
grandezza fisica x è uguale alla parte reale della quantità complessa che fi- 
gura nel secondo membro di questa uguaglianza. Il modulo @ di questa 
espressione complessa rappresenta l’ampiezza delle oscillazioni ed il suo ar- 
gomento (wot + è) rappresenta la sua fase. Si può formalmente semplificare 
la scrittura di (126.2) introducendo la quantità complessa A = ae’ che vie- 
ne chiamata ampiezza complessa delle oscillazioni. Si ha allora 


x= Ae. (126.3) 


Il carattere complesso dell’ampiezza A significa quindi che la fase iniziale 
delle oscillazioni è differente da zero. 

Si può infine utilizzare formalmente le espressioni del tipo (126.3) nel ca- 
so in cui la grandezza wo sia complessa. Per scoprire il significato fisico di 
tali espressioni poniamo wo = wi + iw2. Quindi 


x= Ae + i0d! _ ae ell! +9 _ ae 7 ©! COS (w1L + 3). 


Quando w. > 0 questa espressione rappresenta delle oscillazioni armoniche 
smorzate di frequenza wi e di decremento w2. Il caso in cui w. < 0 corri- 
sponde a delle oscillazioni la cui ampiezza cresce indefinitamente. Quindi 
nel caso di una frequenza complessa l’ampiezza delle oscillazioni cresce o 
decresce esponenzialmente in funzione del tempo. 

È molto importante abituarsi a comprendere il significato fisico delle 
equazioni scritte in forma complessa senza passare a trascriverle in forma 
reale. La forma complessa permette spesso di evitare forme complicate e le 
rende più generali e più facilmente visibili. La forma complessa si utilizza 
in modo particolarmente largo nello studio delle propagazioni delle onde. 

4. Si può sottoporre le quantità complesse a numerose operazioni mate- 
matiche procedendo come se esse fossero reali. Non si può farlo sempre, ma 
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SI può fare solo se le operazioni sono reali e lineari, ossia addizione, sottra- 
zione, moltiplicazione e divisione per un numero reale, differenziazione ed 
integrazione rispetto ad una variabile reale, ecc. In generale si dice che una 
operazione L è lineare se, applicandola alla quantità a1Z1 + 222, si ottiene 
come risultato una espressione del tipo 


L(a1Z1 + 0222) = a1L(Z1) + caL(22) (126.4) 


dove z; e z. sono quantità qualsiasi (generalmente quantità complesse) e a1 
e a. sono delle costanti. In fisica ci interessano in fin dei conti solo le opera- 
zioni reali, ossia operazioni che, applicate a grandezze reali,forniscono ri- 
sultati reali. 

Le espressioni complesse in se stesse non corrispondono a nessuna gran- 
dezza fisica. Quest’ultime sono sempre reali e solo per ragioni di comodità 
vengono talvolta rappresentate dalle parti reali di quantità complesse. An- 
che le operazioni matematiche in fisica devono essere definite come opera- 
zioni che si eseguono su grandezze fisiche reali. Supponiamo tuttavia che 
si debba sottoporre una grandezza fisica reale x ad una operazione lineare 
reale L. Il risultato sarà L(x). Ma si può arrivare allo stesso risultato in ma- 
niera diversa. Prendiamo la quantità complessa x + iy e sottoponiamola al- 
l'operazione L. Si ottiene 


L(x + iy) = L(x) + iILO). 


Trascurando la parte immaginaria iL(V) si ritrova L(x). Se il calcolo con 
questo secondo metodo sarà più facile, gli si darà la preferenza. 

Per esempio, invece di differenziare la funzione x = @ cos (wol + è) ri- 
spetto a f, si può differenziare in rapporto a f l’espressione complessa (126.2) 
o (126.3) considerando solo la parte reale. In entrambi i casi si avrà lo stesso 
risultato. 

Ma si commetterebbe unegrosso errore applicando questo procedimento 
di calcolo a operazioni non lineari. Supponiamo, per esempio, che si tratti 
di elevare al quadrato la grandezza reale x. Il risultato corretto è evidente- 
mente x?. Ma se applichiamo il procedimento del calcolo complesso occorre 
sostituire x con x + iy; elevando al quadrato si ottiene (x? — y°) + i2xy. La 
parte reale è x? — y?. Il suo valore dipende non solo dalla parte reale dell’e- 
spressione x + Îy, ma anche dalla sua parte immaginaria. Questo risultato 
è erroneo perché l’elevazione al quadrato non è una operazione lineare. 


$ 127. Oscillazioni forzate di un oscillatore smorzato 
sottoposto all’azione di una forza sinusoidale 


1. Le oscillazioni forzate di un oscillatore smorzato hanno per 
equazione 
G + 2yq + wéq = X(t), (127.1) 
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dove X(1) è la forza esterna, più precisamente il quoziente tra la forza elet- 
tromotrice e l’induzione della bobina o (nel caso di oscillazioni meccaniche) 
il quoziente tra la forza e la massa del corpo oscillante. L'equazione (127.1) 
è lineare, ossia di primo grado rispetto alla variabile 9g ed alle sue derivate 
in rapporto al tempo. Questa equazione non è omogenea, perché essa com- 
porta X(t) nel secondo membro. Le equazioni lineari omogenee (ossia equa- 
zioni senza secondo membro) soddisfano al principio di sovrapposizione se- 
condo il quale la somma di due soluzioni qualsiasi di una equazione è 
ugualmente una soluzione di questa equazione. Questo principio non si ap- 
plica alle equazioni lineari non omogenee, benché la sovrapposizione esista 
ma in un senso differente. Se il secondo membro dell’equazione (127.1) si 
presenta sotto forma di una somma X = \j Xi(t) e se gi(t) è soluzione del- 
l'equazione (127.1) in cui il secondo membro è stato sostituito con X;(t), la 
somma gq = >) gi(t) sarà soluzione di (127.1) il cui secondo membro è 
X = >Xi(t). Questa proprietà delle equazioni lineari ha una grande impor- 
tanza in teoria delle oscillazioni, poiché permette di ricondurre il problema 
generale delle oscillazioni forzate, eccitate da una forza arbitrariamente va- 
riabile, al problema particolare in cui le oscillazioni sono eccitate da una 
forza sinusoidale. In effetti, secondo il teorema di Fourier, ogni funzione 
X(t) di forma sufficientemente generale può essere rappresentata sotto for- 
ma di una sovrapposizione lineare di funzioni sinusoidali (cfr. $ 128) o dal- 
l'integrale di queste funzioni rispetto alla frequenza. 

Vogliamo esaminare ora la relazione che intercorre tra le soluzioni di 
una equazione non omogenea e dell’equazione omogenea corrispondente. 
Sia g(1) una soluzione particolare qualunque dell'equazione non omogenea 
(127.1). Si avrà allora g + 2y9 + w$9 = X(t). Sottraendo questa espressio- 
ne da (127.1) ed introducendo la notazione Q=g—-g si ottiene 
Ò + 2YO + #40 = 0. Questo risultato mostra che Q è soluzione dell’equa- 
zione omogenea. Ne deriva che g = g + O, ossia /a soluzione generale del- 
l'equazione non omogenea (127.1) può essere espressa come somma di una 
soluzione particolare della stessa equazione e della soluzione generale del- 
l'equazione omogenea corrispondente. 

2. Dopo queste considerazioni preliminari analizziamo il problema rela- 
tivo alle oscillazioni smorzate di un oscillatore sottoposto all’azione di una 
forza esterna. Consideriamo prima il caso particolare in cui la forza d’ecci- 
tazione X sia sinusoidale, ossia espressa da 


X = Xocoswt (127.2) 
dove Xo e w sono delle costanti. Il problema si riduce a risolvere l'equazione 
d + 2Y9 + wiq = Xocos ut. (127.3) 


Tra le differenti soluzioni particolari di questa equazione ne esiste una, che 
varia in funzione del tempo secondo una legge sinusoidale alla frequenza 
della forza d’eccitazione esterna w. Cerchiamo questa soluzione sotto forma 
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complessa, perché tutte le operazioni matematiche, che dovremo utilizzare, 
sono lineari e reali. Sostituiamo il secondo membro di (127.3) con la quanti- 
tà complessa Xoe°, ossia scriviamo 


i+ 29 + wîgd = X = Xoel®. (127.4) 

Cerchiamo una soluzione particolare nella forma q = que!’ da cui q = iwgq 
e j = — w°q. Portando queste espressioni nella (127.4) si trova 

q=— Ao iot (127.5) 


wi — 2° + 2iwy 


Questa soluzione particolare descrive le oscillazioni forzate di un oscillato- 
re, la cui frequenza è uguale alla frequenza dell’eccitatore. Aggiungendo a 
questa soluzione particolare (127.5) la soluzione generale dell’equazione 
omogenea corrispondente, si trova 


Xo 


> e +e7""(Cicoswot + Casinwot). (127.6) 
0 - w + 2iwy 


qQ= 


Il termine addizionale rappresenta le oscillazioni libere dell’oscillatore. Con 
una scelta opportuna delle costanti arbitrarie Ci e C., si può soddisfare a 
qualsiasi condizione iniziale Ma qualunque siano queste condizioni, le 
oscillazioni libere si smorzano sempre secondo una legge esponenziale, 
l'ampiezza decresce di e volte in un tempo 7 = 1/y. Il processo di smorza- 
mento delle oscillazioni libere corrisponde al regime di stabilizzazione o re- 
gime transitorio dell’oscillatore, essendo il tempo 7 il tempo di smorzamento 
o tempo di stabilizzazione. Se t > 7, le oscillazioni libere si smorzeranno 
praticamente del tutto, e rimarranno solo le oscillazioni forzate, che non di- 
pendono assolutamente dalle condizioni iniziali. Ci occuperemo soprattut- 
to proprio dello studio di queste oscillazioni. 

3. La soluzione (127.5), che si presenta sotto una forma complessa, de- 
scrive le oscillazioni forzate solo in modo simbolico, e si deve considerare 
solamente la parte reale. Per trovarla introduciamo la notazione 

wv- w + 2ioy = ge”, (127.7) 


sis . cn Ao iot-3)_: 
dove g e è sono quantità reali. Si ha allora qg = ra e'!- ® e in forma reale 


q= acos (wi — È). (127.8) 
Per trovare g e è identifichiamo le parti reale ed immaginaria di (127.7): 
wi — w = p così, 2wy = Qsinò | 
da cui 


Xo 


a= — €m, 
V(0$ — w)? + 4w? 


(127.9) 
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igò= Der. (127.10) 
Wo — W 

Questi risultati mostrano che /e oscillazioni forzate sono delle oscillazioni 

armoniche la cui ampiezza e fase sono determinate dalle formule (127.9) e 

(127.10). 

Si può anche stabilire le formule (127.9) e (127.10) con l’aiuto di un dia- 
gramma vettoriale; ciò si farà nel $ 129 prendendo come esempio le correnti 
alternate, dove le relazioni sono assolutamente analoghe. 

4. Esaminiamo prima il comportamento dell’ampiezza delle oscillazioni 
forzate a seconda della frequenza w. Considereremo insieme le oscillazioni 
elettriche e meccaniche convenendo di attribuire alla grandezza gq il signifi- 
cato sia di carica di un condensatore oppure spostamento di un corpo oscil- 
lante in rapporto alla sua posizione d’equilibrio. Mantenendo costante l’am- 
piezza Xo della forza di eccitazione, faremo variare la sua frequenza w. Per 
w = 0 otteniamo lo spostamento statico sotto l’azione della forza costante 
Xo: do = X0/wo. Quando aumenta la frequenza w, l'ampiezza a dello spo- 
stamento prima aumenta, poi arriva ad un massimo ed infine tende asinto- 
ticamente verso zero (fig. 301). Eguagliando a zero la derivata d2/dw si con- 
stata che l’ampiezza a dello spostamento (della carica) raggiunge il suo valo- 
re massimo alla frequenza w = Vwg — 2° . I massimi della velocità (della 
corrente) wa e dell’accelerazione (della tensione Là) w°a corrispondono alle 


frequenze w = wo e w = wS/N wi — Y° . 





0 W, Wp w 


Fig. 301. 


Cerchiamo ancora la frequenza per la quale la potenza media fornita 
dalla forza X è massima. La potenza viene espressa dal prodotto della forza 
X per la velocità g, ossia P = Xq. Dato che la moltiplicazione di due gran- 
dezze sinusoidali X e qg è una operazione non lineare, si deve utilizzare una 
forma reale di rappresentazione delle oscillazioni, ossia le formule (127.2) 
e (127.8). Se ne deduce 


waX 0 
2 





P= - waXocoswîsin (wi — è) = [sin ò — sin Q@wf — d)]. 
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L'espressione tra parentesi quadre varia in funzione del tempo secondo una 
legge sinusoidale con frequenza 2w. Il suo valore medio nel tempo è uguale 
a zero, ma ciò non esercita nessuna influenza sul valore della potenza media 
che viene definita solo dal primo termine ed è uguale a 1/2Xwa sin 6. Il 
massimo della potenza media si osserva alla frequenza, alla quale la velocità 
wa è massima, ossia w = wo. 

Nel caso particolarmente importante, in cui lo smorzamento è piccolo, 
le posizioni dei differenti massimi sono quasi uguali. Quindi si può porre 
che il massimo dell’ampiezza di spostamento corrisponda alla frequenza 
W = Wo Ossia 

amar = 0 = Lp. (127.11) 
200Y 2Y 
Il rapporto tra il massimo dell’ampiezza amax e la deviazione statica do è 
chiamato fattore di qualità dell’oscillatore o del circuito oscillante. Indican- 
do il fattore di qualità con O si ha 





Amax W0 T 
ao 77 d (127.12) 
dove d è il decremento logaritmico. 

La curva, che rappresenta la variazione dell’ampiezza a delle oscillazioni 
in funzione della frequenza w della forza esterna, è chiamata curva di riso- 
nanza (cfr. fig. 301). Una delle principali caratteristiche della curva di riso- 
nanza è il valore dell’ampiezza massima amax. Un’altra caratteristica impor- 
tante è la /arghezza della curva di risonanza. Siano wi e wz i valori della fre- 
quenza w per i quali l’energia delle oscillazioni è due volte più piccola che 
al massimo della curva di risonanza. Quindi 


(07 _ w$)° = 4wîiy” , (43 _ wi) = 4w3y. 
Se |wi — wo| € wo, | w2 — wo | < wo si otterrà approssimativamente 
Aw = w2 — wi = 2Yy = wo/0. (127.13) 


È proprio la quantità Aw che è chiamata /arghezza (o semilarghezza) della 
curva di risonanza. Più il fattore di qualità dell’oscillatore è grande, più la 
curva di risonanza è stretta. Più avanti, si dedurrà dalle formule (127.11) e 
(127.13) il risultato seguente: 


A) Amax = Woo. (127.14) 


Più il massimo della curva di risonanza è elevato, più esso è acuto e più la 
curva è stretta. 

5. Dunque, le oscillazioni più forti si osserveranno alla frequenza 
w = wo. È chiamato fenomeno di risonanza l'eccitazione di grandi oscilla- 
zioni dovute a una forza eccitante esterna, la cui frequenza è uguale o vicina 
alla frequenza propria del sistema oscillante. La natura fisica di questo fe- 
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nomeno è estremamente semplice. Per dimostrarlo considereremo invece di 
una forza d’eccitazione sinusoidale una successione di spinte di corta durata 
che si succedono a intervalli regolari. Nell’intervallo tra due spinte il sistema 
si sposta liberamente. A ogni spinta la velocità q aumenta di Ag. Se la ca- 
denza alla quale si succedono le spinte è uguale al periodo delle oscillazioni 
proprie del sistema, ogni nuova spinta provoca un accrescimento di velocità 
di ugual segno e di uguale modulo di quello della spinta precedente: ogni 
nuova spinta rinforza l’effetto delle spinte precedenti. L'energia apportata al 
sistema dall’eccitazione è allora massima. Le ampiezze delle oscillazioni au- 
menteranno fino a che le forze di attrito, che aumentano anch’esse, non 
compensino in media l’azione di ogni nuova spinta nel corso di ogni perio- 
do. A partire da questo momento nel sistema avranno luogo le più grandi 
oscillazioni che sono caratterizzate da/ massimo della velocità e dell’ener- 
gia. Questa è la risonanza. Una forza d’eccitazione sunusoidale può essere 
ugualmente considerata come una successione di spinte identiche. Queste 
spinte non sono più istantanee, ma hanno una durata tale che le spinte suc- 
cessive si congiungono. Ma questa particolarità delle forze sinusoidali non 
modifica il principio della spiegazione, che abbiamo dato della risonanza. 
È naturale che, nel caso di spinte di durata finita, la forma della curva di 
risonanza debba dipendere dalla forma della spinta. Le spinte sinusoidali 
sono caratterizzate dal fatto che la curva di risonanza, che esse producono, 
presenta un solo massimo per w = wo. Per forze d’eccitazione non sinusoi- 
dali la situazione è differente. Per esempio, nel caso considerato sopra, nel 
quale le spinte erano istantanee, il massimo dell’ampiezza si verifica non so- 
lo alla frequenza fondamentale w = wo, ma anche a frequenze più basse 
Wo (03/4) 
2° 3, 
più piccola, ma ogni nuova spinta continua a rafforzare l’effetto della prece- 
dente. E proprio questa è la condizione essenziale della risonanza. La curva 
di risonanza corrispondente presenta nuovi massimi, che sono meno intensi 
del massimo alla frequenza fondamentale. 

6. Il fenomeno di risonanza può essere facilmente dimostrato utilizzan- 
do i diapason, poiché essi possiedono grandi fattori di qualità. Collochiamo 
due diapason di ugual frequenza propria su due scatole di risonanza (fig. 
302) ed eccitiamo uno di essi. Le onde sonore, che il diapason eccitato emet- 
te, agiscono periodicamente sul secondo diapason, e dato che le frequenze 
coincidono, quest’ultimo comincia a vibrare e ad emettere un suono. Per 
rendersene conto è sufficiente bloccare con la mano il primo diapason. Si 
sentirà allora nettamente il suono prodotto dal secondo diapason. Se la di- 
mostrazione ha luogo in un grande auditorio, si può disporre vicino ad uno 
dei rebbi del secondo diapason una piccola palla sospesa a un filo. Si vedrà 
rimbalzare la pallina sotto l’azione delle vibrazioni del diapason. Se fissia- 
mo ora a uno dei rebbi di un diapason un piccolo peso, i due diapason non 
saranno più « in accordo », ossia le loro frequenze proprie non coincideran- 
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3 « + +. A queste frequenze le spinte si susseguono a una cadenza 


no più. Se si ripete l’esperimento precedente, il secondo diapason non ri- 
sponderà più alle vibrazioni del primo. Quest’ultimo esperimento mostra 
che un disaccordo minimo è sufficiente per distruggere la condizione di ri- 
sonanza e permette d’altra parte di valutare quanto sia grande il fattore di 
qualità del sistema oscillante. 





Fig. 302. 


7. Si può realizzare l’analogia elettrica di questo esperimento con l’aiuto 
di circuiti oscillanti ad alta frequenza. Si utilizza un generatore di oscillazio- 
ni con frequenza di alcune megahertz. La capacità del circuito oscillante del 
generatore è costituita da un condensatore di capacità variabile. Si dispone 
vicino al generatore un secondo circuito oscillante identico al primo ma che 
include una viccola lampada elettrica. Il ruolo di scatola di risonanza è as- 
sunto qui da due aste metalliche fissate alle armature dei condensatori e di- 
sposte parallelamente l’una all’altra. Queste aste assicurano una comunica- 
zione capacitiva tra i circuiti oscillanti: le cariche elettriche accumulate su 
un’asta inducono, per influenza, delle cariche sull’altra. Quando il generato- 
re funziona, il circuito oscillante è percorso da correnti di alta frequenza, 
che eccitano delle correnti nel secondo circuito oscillante contenente una 
lampada ad incandescenza. Se le frequenze proprie dei due circuiti sono 
molto differenti, la lampada non si accende. Si può aumentare il riscalda- 
mento del catodo del tubo del generatore, aumentando l’ampiezza delle 
oscillazioni generate. Ma la lampada non si accende lo stesso. Ma se si fa 
variare progressivamente la capacità del condensatore in uno dei circuiti 
oscillanti, ad un certo istante la lampada si accende. Tale fenomeno si pro- 
duce alla risonanza, quando le frequenze proprie dei due circuiti diventano 
uguali o quasi uguali. 

Questo esempio mostra l’utilità del fenomeno di risonanza. Tutta la tec- 
nica di ricezione radio si basa sulla risonanza. Affinché un ricevitore radio 
possa « captare una stazione radio », è necessario « sintonizzarlo », ossia 
far coincidere la frequenza propria del circuito oscillante del ricevitore con 
la frequenza delle onde elettromagnetiche, emesse dalla stazione radio. La 
formula (127.12) mostra, che /a sensibilità del ricevitore è tanto più grande 
quanto più il fattore di qualità del suo circuito è grande. La sensibilità del 
ricevitore è inversamente proporzionale alla banda di frequenze, che esso 
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può captare; queste due caratteristiche sono legate dalla relazione (127.14). 
Un ricevitore di alta sensibilità può captare solo una banda di frequenza 
molto stretta. Più è grande la sensibilità, meno si fanno sentire i segnali, 
emessi da emettitori che funzionano a frequenze vicine. Un ricevitore di 
sensibilità infinitamente grande potrebbe ricevere solo i segnali di una fre- 
quenza determinata, quella alla qualè è stato sintonizzato. Tutte queste re- 
golarità riguardano non solo il ricevitore radio; esse hanno carattere genera- 
le e sono valide per tutti i tipi di oscillatori indipendentemente dalla natura 
fisica delle oscillazioni in corso. 

8. Il fenomeno di risonanza può essere anche nocivo, ed in questo caso 
si deve contrastarlo. Un grande margine di sicurezza (uguale a 5-10) previsto 
nei calcoli statici dei sistemi meccanici può essere insufficiente se i sistemi 
vengono sottoposti all’azione di forze periodiche, anche se relativamente de- 
boli. Così, in tutti gli eserciti del mondo è vietato marciare a passo cadenza- 
toy quando un reparto di fanteria o di cavalleria attraversa un ponte, poiché 
in questo modo il ponte non viene sottoposto ad urti periodici, il cui perio- 
do può coincidere con le sue oscillazioni proprie. Se così fosse si avrebbe 
risonanza e l’ampiezza delle vibrazioni del ponte potrebbe aumentare fino 
a provocarne la rottura. Questi casi erano assai frequenti nel secolo scorso, 
il che servì da motivo per introdurre nei regolamenti la regola descritta. È 
evidente che la sola coincidenza delle frequenze non è sufficiente per di- 
struggere un ponte. Così, un ragazzo che lancia sassi sul ponte con una fion- 
da certo non può farlo crollare, qualunque sia la cadenza del tiro e la sua 
durata. Esistono in effetti delle forze d’attrito ed altre forze frenanti, che 
limitano l'accrescimento dell'ampiezza delle oscillazioni. Oltre alla coinci- 
denza delle frequenze, per la distruzione è necessario che ogni spinta sia suf- 
ficientemente grande. Analogamente nel caso dei sistemi elettrici non ci si 
può limitare a tener conto dei soli campi statici nei calcoli delle tensioni 
massime ammissibili, che alimentano il sistema. Se il sistema contiene delle 
capacità e delle induttanze, si deve prendere in considerazione l’eventualità 
della risonanza per evitare la rottura elettrica del sistema. 

9. La cirva di risonanza rappresentata nella fig. 301 che traduce la for- 
mula (127.9), è chiamata curva ampiezza-frequenza. Esaminiamo ora le cur- 
ve del tipo fase-frequenza (127.10). Esse determinano l’angolo è di ritardo 
in fase dello spostamento (carica) gq in rapporto alla forza esterna X. La di- 
pendenza di è da w è illustrata nella fig. 303. Se w-0, 6-0; alle basse fre- 
quenze q e X oscillano in fase. Quando w+ co lo sfasamento è tende verso 
T; si dice che le grandezze in questione oscillano in opposizione di fase. Alla 
risonanza tg ò = oe ò = 7/2. Se y-0, la curva fase-frequenza subisce una 
discontinuità per  w = wo e si presenta sotto forma di una linea spezzata 
OABC: per w < wo, q e X oscillano in fase e per w > wo queste grandezze 
oscillano in opposizione di fase. La linea spezzata OA BC rappresenta il /i- 
mite, verso il quale tendono le curve di risonanza quando y-0. 

Per far comprendere meglio le relazioni di fase nel caso di oscillazioni 
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forzate utilizzeremo l’esempio del sistema meccanico seguente. Consideria- 
mo un pendolo pesante semplice. Prendiamo con la mano il filo di sospen- 
sione nel punto O (fig. 304,4) ed imprimiamo a questo punto un lento movi- 
mento avanti e indietro. Si produrranno così delle oscillazioni forzate; il 
pendolo si comporta come se la sua lunghezza fosse maggiore con un punto 


o’ 





0 Wo wW Q) 


Fig. 303. Fig. 304. 


fisso in O”. In questo caso le oscillazioni della mano (forza esterna) hanno 
una frequenza inferiore alla frequenza propria wo del pendolo. I sensi di 
spostamento della mano e della pallina del pendolo coincidono costante- 
mente e le loro oscillazioni hanno la stessa fase. Ma se il punto O oscilla 
a una frequenza superiore a wo, il pendolo si comporterà come se il suo pun- 
to di sospensione fisso si fosse spostato in basso rispetto al punto O: il pun- 
to O e la pallina del pendolo si muovono allora in opposizione di fase (fig. 
304, b). 


$ 128. Oscillazioni forzate provocate da una forza 
non sinusoidale. Teorema di Fourier 


1. Il teorema di Fourier (1768-1830) permette lo studio matematico delle 
oscillazioni forzate prodotte e mantenute da una forza non sinusoidale. Se- 
condo questo teorema ogni funzione periodica di forma abbastanza genera- 
le può essere presentata sotto forma di una somma di un numero finito o 
infinito di funzioni sinusoidali (serie di Fourier). Non dimostreremo questo 
teorema, ma daremo l’espressione dei coefficienti della serie di Fourier. 

È chiamata funzione periodica f(t) ogni funzione che verifica, per qua- 
lunque valore di 7, la condizione f(4) = f(t + 7), dove 7 è una costante po- 
sitiva differente da zero, che è chiamata periodo della funzione f. Se T è 
il periodo della funzione, evidentemente, 27, 37, ... saranno anch'essi pe- 
riodi. In effetti, f(f + 27) = f(t+T+7T)=/f(t+T)= f(0). Tra tutti que- 
sti periodi i/ più piccolo è chiamato periodo fondamentale; la frequenza 
corrispondente = 27/7 è la frequenza fondamentale. In ciò che segue in- 
dicheremo con 7 e £ il periodo e la frequenza fondamentali. Il teorema di 
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Fourier afferma che ogni funzione periodica di periodo fondamentale 7 si 
può rappresentare come sovrapposizione di sinusoidi di periodo 7; 7/2, 


T/3,...0di frequenza w = KQ, dovek = 0, 1, 2,... Scriviamo questa 
serie di Fourier in forma complessa 
Sl) = MI cse' (128.1) 
k=0 


sottintendendo che la funzione f(f) sia sempre uguale alla parte reale della 
serie che figura nel secondo membro. Per poter calcolare i coefficienti cx, 
moltiplichiamo i due membri di (128.1) per e ‘°»’ ed integriamo il risultato 
tra 0 e 7. Si ottiene 


T Co) T 
[fe edit = DI cafe nat. 
0 k=0 06 


In virtù della periodicità della funzione esponenziale 


ell& - Wm)l — el — M)YTC: za(k — m)i = 1. 


= e 
Ne consegue che se k # m l’integrale del secondo membro è uguale a zero. 
Nel caso in cui X = m questo integrale è uguale a 7. Quindi 

T 


Cm = 7. | Se dt. (128.2) 
0 


Con l’aiuto di questa formula si calcolano i coefficienti cx della serie di 
Fourier. Non è necessario integrare tra 0 e 7. Si può prendere un qualsiasi 
estremo di integrazione a condizione che l’intervallo di integrazione sia 
uguale a 7. 

2. L'applicazione del teorema di Fourier al problema delle oscillazioni 
forzate si esegue secondo lo schema seguente. Se la « forza » esterna X(t) 
applicata a un oscillatore smorzato è periodica, si deve svilupparla in serie 
di Fourier e risolvere il problema delle oscillazioni forzate per ogni termine 
della serie. La somma delle soluzioni ottenute costituirà la soluzione del 
problema delle oscillazioni forzate dovute all’applicazione della forza X. 

Esaminiamo, per esempio, il fenomeno di risonanza determinato da una 
forza periodica avente il carattere di spinte successive (fig. 305). Sia 7 il pe- 
riodo fondamentale al quale si succedono le spinte. La scomposizione della 
forza X(1) sarà composta di termini sinusoidali di periodi 7} 7/2, 7/3, ..., 
T/m, ..., (che sono chiamate armoniche). La risonanza sulla m-esima ar- 
monica ha luogo se 7/m = To o T = mTo, dove To è il periodo proprio del 
circuito oscillante. Quindi il sistema entra in risonanza, se le spinte si succe- 
dono a intervalli di tempo uguali a 7o, 270, 370, .. . Questo risultato si in- 
terpreta facilmente con l’aiuto di considerazioni fisiche semplici. 

3. Non è assolutamente necessario che la forza X(f) sia una funzione 
periodica. È sufficiente soltanto che essa possa essere rappresentata da una 
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somma di termini sinusoidali. Poniamo per esempio 
X(t) = A(1) cos wi, (128.3) 


dove la funzione A(t) vari lentamente in funzione del tempo (lentamente 
in rapporto alla quantità cos wf che è « rapidamente variabile »). L’oscilla- 
zione che descrive (128.3) è detta modulata in ampiezza. L'esempio più sem- 
plice è una modulazione sinusoidale 


A(t) = Ao(1 + a cos NI), (128.4) 


dove Ao, a e X sono delle costanti. La grandezza w è chiamata frequenza 
portante, a è la profondità (o tasso) di modulazione e © è la frequenza di 





Pe—7a î 
Fig. 305. 
modulazione. In questo caso 
X = Aocos wf + edo [cos (7 + N) + cos (7 —- NY], (128.5) 


ossia, una oscillazione a modulazione sinusoidale è equivalente alla sovrap- 
posizione di tre oscillazioni sinusoidali di frequenze w, w + , w — 2. Se 
queste tre frequenze sono commensurabili, la forza X è periodica. Nel caso 
contrario la forza X non è periodica. Per illustrare questa proposizione con- 
sideriamo il seguente esperimento acustico. Due diapason uguali vengono 
collocati l’uno vicino all’altro su casse di risonanza (fig. 302). Abbiamo già 
visto (cfr. $ 127) che se si eccita un diapason, l’altro si mette a vibrare (riso- 
nanza). Ma se si attacca a uno dei rebbi del secondo diapason un piccolo 
peso, si introdurrà un « disaccordo » ed il secondo diapason non « rispon- 
derà » più alle vibrazioni del primo. Disponiamo ora tra i diapason un disco 
perforato e mettiamolo in rotazione. Quando un buco del disco ruotante 
passa davanti alle aperture delle casse di risonanza, l’onda sonora, che agi- 
sce sul secondo diapason, si trova amplificata, perché l’onda sonora è allora 
modulata in ampiezza. Facendo variare la frequenza di rotazione del disco, 
si riesce a trovare la frequenza alla quale il secondo diapason sì rimette a 
vibrare.sotto l’azione del primo. 

Loscillazione modulata (128.3) è spesso chiamata oscillazione armonica 
(o sinusoidale) ad ampiezza variabile. Dal punto di vista della logica forma- 
le, tale termine è contradditorio in sé, poiché per definizione l'ampiezza A 
e la frequenza w della sinusoide sono delle grandezze costanti. Tuttavia in 
alcuni casi questo termine può essere giustificato perché tutto dipende dalla 
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natura del sistema ricevente, sul quale agisce la forza modulata (128.3). Se 
il ricevitore è accordato (ossia, il suo coefficiente di smorzamento y è picco- 
lo) esso risponderà praticamente ad una sola frequenza, che coincide con 
la sua frequenza propria wo. Un tale ricevitore permette di selezionare, nella 
sovrapposizione (128.5), oscillazioni di frequenza w, w + 0 w — I. In que- 
sto caso non è corretto identificare la funzione (128.3) con una sola sinusoi- 
de, ma si deve considerarla come la sovrapposizione (128.5) di tre sinusoidi 
di frequenze differenti. Se l'accordo non è stretto, il ricevitore capta simulta- 
neamente /e tre oscillazioni di frequenze w, w + O e w — Le le amplifica 
ugualmente. Per sovrapposizione di tali oscillazioni appare nel ricevitore 
un’oscillazione forzata — A(f) cos wr. Il fenomeno avviene come se il ricevi- 
tore fosse sottoposto ad una forza sinusoidale, la cui ampiezza A(t) varia 
nel tempo. Lo stesso dicasi per una modulazione in frequenza, in cui non 
varia lentamente l’ampiezza A, ma la frequenza di oscillazione w. Queste 
conclusioni sono valevoli solo nel caso in cui il tempo di stabilizzazione del- 
le oscillazioni nel ricevitore 7 = 1/Y sia piccolo rispetto al tempo che impie- 
gano l’ampiezza o la fase della forza applicata per variare in maniera note- 
vole. Nel corso del tempo 7 le oscillazioni forzate si stabilizzano nel ricevito- 
re mentre A e w restano praticamente costanti. Di conseguenza nel tempo 
7, la forza X = A(t) cos [w(t)f] esercita lo stesso effetto che avrebbe se essa 
fosse puramente sinusoidale, con A(f) e w(f) costanti. 

4. Ammettiamo ora che la forza X(t) non sia periodica, ma agisca sul 
sistema oscillante per un tempo finito; questa forza è rappresentata, per 
esempio, da una funzione il cui grafico è illustrato a tratto pieno nella figura 
306. Questo caso si riconduce a quello di una forza periodica. A questo fine 


prendiamo un intervallo di tempo 7 molto grande rispetto al tempo di 
smorzamento delle oscillazioni libere del sistema e prolunghiamo la curva 
X(t) in maniera « periodica » con lo scopo di ottenere una funzione di pe- 
riodo 7, come rappresentato nella figura 306. Dato che nulla limita il tem- 
po, 7 può essere scelto talmente grande che la sostituzione della funzione 
di partenza con il suo prolungamento periodico non si rifletta sul compor- 
tamento del sistema oscillante durante il tempo che ci interessa. Se si pone 
al limite 7- co la grandezza ausiliaria 7 si trova eliminata dal risultato, che 
quindi diventa assolutamente esatto. Decomponendo in serie di Fourier la 
funzione appena definita e ponendo £ = 27/7 scriviamo 


X(t) _ > Crein® 


n=0 
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dove 
+ 7/2 
1 


— int 
T X(t)e . 


— 7/2 


Cn = 
Per passare al limite introduciamo nuove notazioni: w = n, Aw= 2. 


Quindi si scriverà 
) Cn _ivt 
X(6) = TE e Auw. 


Siccome per 7-0 le quantità Aw tendono a zero, sostituiamo la somma 
con l’integrale 


(-.°) 





X(t) = [alw)e""dv, (128.6) 
0 
dove 
+ 0 
a(0) = lim = _L. | x(pe-itat 
noo I TOQ > 
O + 
_ du — iwt 
alw) = 3, | x0e dt. (128.7) 


—_ 0 


La formula (128.6) è chiamata integrale di Fourier. Essa rappresenta la fun- 
zione X(t) sotto forma di una sovrapposizione di un insieme continuo di 
oscillazioni sinusoidali, le cui frequenze occupano senza discontinuità un 
determinato intervallo. Si sottintende che si prende, nel secondo membro 
della (128.6) solo la parte reale. È evidente che il ragionamento riportato 
non costituisce una dimostrazione rigorosa della formula (128.6) e serve sol- 
tanto a stabilire un legame tra la serie e l’integrale di Fourier. Una dimostra- 
zione rigorosa è data nella teoria dell’integrale di Fourier. 


$ 129. La legge di Ohm in corrente alternata 


(variabile nel tempo secondo una legge sinusoidale) 


1. Consideriamo un circuito, costituito da una resistenza ohmica R, una 
bobina di induttanza L e di un condensatore C connessi in serie, e applichia- 
mo ai suoi capi una forza elettromotrice sinusoidale é = 4 cos wf (si veda 
fig. 291). Si tratta di calcolare la corrente .? che percorre il circuito a causa 
di questa forza elettromotrice. Utilizziamo la rappresentazione complessa 
e scriviamo = &e'®". In regime stazionario la carica del condensatore si 
esprimerà con la formula (127.5). Differenziando l’espressione (127.5) ri- 
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spetto al tempo e tenendo conto di (122.7), (122.8), (122.9), otteniamo 
É 


A= VA E= IZ, (129.1) 
dove si utilizza la notazione 
_ __l 
Z=R+ iL e) . (129.2) 


La formula (129.1) è chiamata /egge di Ohm per le correnti alternate (più 
precisamente per le correnti sinusoidali). La grandezza complessa Z, detta 
impedenza, gioca il ruolo di una resistenza. Il significato fisico di (129.1) ap- 
parirà pienamente se la si scriverà sotto forma reale. Ma prima si deve deter- 
minare l'ampiezza e la fase della corrente. Cominciamo col considerare 
qualche caso particolare. 

2. Primo caso. Il circuito non contiene né bobina né condensatore. In 
assenza di autoinduzione L = 0. La mancanza del condensatore significa, 
che i punti 3 e 4 sulla fig. 291 si sovrappongono, ossia la caduta di tensione 
fra questi punti è sempre uguale a zero. Quindi nell’equazione (122.5) si deve 
sopprimere il termine g9/C, il che si può fare del tutto formalmente ponendo 
C = co (e non C = 0, come si potrebbe pensare a prima vista). In queste 
condizioni la formula (129.1) ritorna ad essere la legge usuale di Ohm 
é = RA. Non cè nessuno sfasamento tra la corrente e la tensione. 

3. Secondo caso. Il circuito non contiene né condensatore né resistenza 
ohmica (R = 1/C = 0). In questo caso 


Z= iwL, E = iwLI (129.3) 


L’impedenza Z è puramente immaginaria. Ciò significa che lo sfasamento 
tra la corrente e la tensione è uguale a 90°. In effetti 


Fil i(01+3) 
€= wL/e ? 0 &€= wLAe 2°. 
Sotto forma reale 
é = LA c0s 1 + 5) , I=Acosuwt. 
Quindi /a corrente è in ritardo di n/2 sulla tensione. 

La corrente è legata alla tensione dalla relazione £@ = wL4. La quantità 
wL (0 iwL) è la reattanza induttiva. Il suo valore è tanto più grande, quanto 
più grandi sono la frequenza w della corrente e l’induttanza L della bobina. 
Per aumentare la reattanza induttiva si introduce nella bobina un nucleo di 
ferro composto di strisce o di fili di ferro, isolati gli uni dagli altri, per esem- 
pio con uno strato di lacca. Una tale bobina è detta bobina di reattanza. 

Connettiamo in serie un reostato a lampade e una bobina di reattanza 
(fig. 307). Ritiriamo dalla bobina il nucleo di ferro e riaggiustiamo la resi- 
stenza del reostato fino a che le lampade forniscano il loro flusso luminoso 
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normale. Inseriamo nuovamente il nucleo di ferro al fine di aumentare la 
reattanza induttiva. L’intensità della corrente diminuisce, per cui le lampade 
cominciano a dare una luce più debole e possono persino spegnersi. Se si 
commuta il circuito su una fonte di corrente continua, il fatto di ritirare e 
di riporre il nucleo nella bobina non esercita nessuna influenza sull’intensità 
della corrente e sull’incandescenza delle lampade. 





had 


Fig. 307. 


Alle alte frequenze, persino quando l’induttanza L è trascurabile, la reat- 
tanza induttiva wZ può divenire molto più grande della resistenza ohmica. 
Colleghiamo le estremità di una grossa barra di rame ricurva (5 mm di dia- 
metro) a una fonte di corrente ad alta frequenza (dell’ordine del megahertz) 
e colleghiamo in parallelo una normale lampada ad incandescenza di resi- 
stenza 100 ohm (fig. 308). In confronto con quest’ultima la resistenza ohmi- 
ca della barra (0,001 ohm in corrente continua) è trascurabile. Ciò nono- 
stante, la barra non cortocircuita la lampada, che brilla con splendore, per- 
ché la sua impedenza è grande. 

4. Terzo caso. Il circuito non contiene né bobina né resistenza ohmica. 
Si ha allora 





z=--Li, e=- LU I= WC (129.4) 
wC WC 

Queste formule mostrano che la fase della corrente è in anticipo di x/2 ri- 
spetto alla tensione. La corrente è legata alla tensione dalla relazione 
A = WwC5. La quantità 1/(1WC) (0 — i/(WC)) è chiamata reattanza capaciti- 
va. Essa è tanto più piccola quanto più la capacità del condensatore è gran- 
de. È chiaro che un condensatore di capacità infinita non opporrà nessuna 
resistenza al passaggio di una corrente alternata, perché altrimenti delle ca- 
riche elettriche di segni contrari si accumulerebbero sulle sue armature. Se 
C = co, l’accumulazione di cariche non potrebbe far apparire una differen- 
za di potenziale tra le armature (V = 9/C = 0). Un condensatore di capaci- 
tà infinita si comporta, da questo punto di vista, come un pezzo di filo pri- 

vo della resistenza ohmica. 
Realizziamo il montaggio rappresentato in figura 309. Colleghiamo il 
commutatore Com; alla fonte di corrente continua. La lampada L non si 
accende perché il condensatore C presenta una resistenza infinita. Facciamo 
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variare il senso della corrente con l’aiuto del commutatore Com:.. A ogni 
commutazione la lampada è attraversata da una corrente di carica o di sca- 
rica del condensatore, che produce una luce breve. Quando la velocità di 
commutazione diventa assai grande, la corrente che attraversa il circuito è 
alternata e la lampada dà una luce quasi a piena incandescenza. Quando 
si connette il commutatore Com; con una fonte di corrente alternata la lam- 
pada L dà una luce brillante e permanente. Se si aumenta la capacità del 
condensatore C, si riduce la reattanza capacitiva e la lampada darà una luce 
ancora più brillante. Una diminuzione della capacità del condensatore con- 
duce a un risultato opposto. 





., Verso 
il generatore 





Fig. 308. 


5. Esaminiamo ora il caso generale in cui R, L e C hanno valori qualun- 
que. Rappresentiamo l’impedenza Z sotto la forma 


Z= oe’, 
dove o e è sono delle grandezze reali. Per cui 


4=© _ 0 git-8) — Rkei@et-. 
Ze 


e sotto forma reale 
AS = 2 cos(wi — ò). 


La corrente è in ritardo di è sulla tensione. Per calcolare o e è utilizziamo 
la formula (129.2). Si trova 


iù _ . _ l 
oe°=R+ iL do) 


Identificando le parti reali ed immaginarie si ha 


1 


ocosò = R, esindò=@L - —G> 
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da cui 


(129.5) 
tgò = 


Si ottiene finalmente 


K- éo cos(wt — è) 


2 1 
R + (aL 0) 
Insieme con (129.5) quest’ultima formula esprime in forma reale la legge di 
Ohm in corrente alternata. La forma complessa di questa legge è più com- 
patta ed è più maneggevole nei calcoli: 
I= di T- (129.7) 
R+ilwL — — 
Ù wC 
6. La legge di Ohm in corrente alternata può essere rappresentata con 
l’aiuto di un diagramma vettoriale. A questo fine riscriviamo la formula 
precedente nella forma 
RI+ ioLI- —_ I= € (129.8) 
wC 
Questa formula significa, che la somma delle cadute di tensione sulla resi- 
stenza ohmica, sulla bobina e sul condensatore è uguale alla tensione appli- 
cata al circuito. Su un diagramma vettoriale queste tensioni devono essere 
considerate non come dei numeri, ma come dei vettori. La caduta di tensio- 
ne sulla resistenza ohmica R/è portata lungo l’asse X, quelle che si produ- 
cono sulla bobina / wL e sul condensatore .7/(wC) sono portate lungo l’as- 
se Y, la prima nel senso positivo e la seconda nel senso negativo (fig. 310). 
Il diagramma vettoriale permette di determinare l’ampiezza e la fase delle 
oscillazioni. L'ampiezza delle oscillazioni si troverà considerando il triango- 
lo rettangolo OAB secondo il teorema di Pitagora 


(RAY + (el _ de) A = GR. 


(129.6) 


Lo stesso triangolo permette di trovare il tangente dell’angolo di sfasamento 
6. Quindi si ritrovano le stesse formule (129.5) e (129.6). 

La radice quadrata che si trova al denominatore di (129.6) è detta impe- 
denza del circuito. La resistenza ohmica R è la resistenza attiva e la quantità 


WL — DE è la reattanza. Del resto talvolta la stessa parte immaginaria del- 
(63) 
l’impedenza (el _ 40) viene chiamata reattanza. 
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7. Consideriamo il caso in cui la tensione esterna 4 cos (wi + è) sia co- 
stante, ma i parametri L e C del circuito variano. Quando la reattanza 
wWL — > si annulla, l’impedenza raggiunge il suo valore minimo R. Que- 
sto minimo di impedenza corrisponde alla frequenza di risonanza 

= wo = 1/VLC . La corrente raggiunge allora il suo massimo Amax = 
= 64/R. La caduta di tensione totale nel circuito sarà uguale alla caduta di 
tensione sulla resistenza ohmica Vr = RA La somma delle cadute di ten- 
sione ai capi della bobina e del condensatore è allora uguale a zero: V, + 
+ Vc = 0, ciò significa che Vr e Vo sono uguali in modulo ma di fasi oppo- 
ste. Quindi alla risonanza 
Vi 
Val |Wa 
Se il fattore di qualità Q è grande, le tensioni V7 e Vc possono essere molte 
volte più grandi della caduta di tensione sulla resistenza ohmica A e della 


_ = — =0Q. (129.9) 

















Fig. 310. Fig. 311. 


tensione applicata é. Questo effetto è chiamato risonanza di tensione. Si de- 
ve tener conto di questo effetto nei calcoli dell’isolamento delle linee elettri- 
che, contenenti delle capacità e delle induttanze; altrimenti c'è il rischio di 
avere una rottura elettrica della linea. 

Per realizzare una esperienza dimostrativa della risonanza di tensione si 
utilizza un circuito oscillante composto di una batteria di condensatori C 
e di una bobina di induttanza L a nucleo di ferro mobile, ciò che permette 
di modificare facilmente il valore di L (fig. 311). In qualità di resistenza R 
si utilizza una o più lampadine elettriche montate in parallelo. Con l’aiuto 
di quattro voltmetri (non indicati sulla figura) si può misurare simultanea- 
mente le tensioni Vx, Vc, Vr (più esattamente le loro ampiezze) nonché la 
tensione d’entrata é. L'esperienza mostra, che quando si applica all’entrata 
una corrente alternata, la tensione Vr applicata alla resistenza AR è più pic- 
cola della tensione d’entrata €’ in seguito all’esistenza di una caduta di ten- 
sione sulla reattanza. Ed è per questa ragione che lo splendore delle lampa- 
de è relativamente debole, e che le tensioni V7 e Vc sono differenti. Modifi- 
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cando l’induttanza L o la capacità C si possono rendere quasi uguali le ten- 
sioni Vi e Vc. Dato che queste terisioni sono in opposizione di fase, la reat- 
tanza è allora nulla, l’intensità della corrente è massima e le lampade brilla- 
no con splendore. Le tensioni Vr e Vc sono allora molto più grandi della 
tensione d’entrata 4 ed è ciò che corrisponde all’effetto di risonanza di ten- 
sione. 


$ 130. Leggi di Kirchhoff in correnti alternate 


1. La prima legge di Kirchhoff si applica senza alcuna modificazione al- 
le correnti alternate. In effetti, dato che le capacità dei nodi sono trascurabi- 
li, le cariche elettriche non possono accumularvisi. Di conseguenza, in qual- 
siasi istante, la somma delle intensità delle correnti che arrivano ai nodi deve 
essere uguale alla somma delle intensità delle correnti che se ne allontanano. 
La seconda legge di Kirchhoff si applica ugualmente alle correnti alternate 
sinusoidali, a condizione di sostituire ovunque le resistenze ohmiche R con 
le impedenze complesse corrispondenti Z. Questa legge deriva direttamente 
dall’equazione di Maxwell 

dedi = — d® 


dt È 
Per dimostrarlo è sufficiente considerare una maglia di un reticolo, per 
esempio quella rappresentata nella figura 312. Se supponiamo che il sistema 


si trovi in uno stato quasi-stazionario, l'equazione precedente applicata alla 
maglia prestabilita si scriverà come segue: 


DI (AR - i) = - Dik. 


k 


Si considera positiva la tensione applicata éx, se il percorso della maglia co- 
mincia al polo negativo e finisce al polo positivo. L'equazione sopraindicata 
è verificata anche quando il processo non è stabile e se le forze elettromotri- 
ci éx variano nel tempo in modo qualunque. Supponiamo ora che tutte le 
forze elettromotrici “x siano sinusoidali in funzione del tempo, ossia sotto 
forma complessa 4 — e'**. Se il processo è stabile, la variazione delle cari- 
che qx e delle correnti A = qx in funzione del tempo sarà ugualmente sinu- 
soidale e l'equazione precedente si scriverà 


DIA (Re + ila - so) = d4 fi 


k 





DIZA = De (130.1) 
Fd è proprio questa la seconda legge di Kirchhoff. 
598 


2. Tutti i risultati che si possono ottenere applicando formalmente le leg- 
gi di Kirchhoff alle correnti continue restano in vigore per le correnti sinu- 
solidali stabili scrivendole sotto forma complessa. Così se si considerano pa- 
recchie impedenze in parallelo, l'’ammettenza risultante (inverso dell’impe- 
denza) viene definita dalla formula 


I_SI 
L= dr: (130.2) 





Fig. 312. Fig. 313. 


Consideriamo un caso particolare, in cui una bobina ed un condensato- 
re siano connessi in parallelo (fig. 313). Secondo la prima legge di Kirchhoff 


I+A=A 
e dalla seconda 
| A _ 
iwLA — I WC = 0. 
Eliminiamo tra queste equazioni, per esempio la corrente 4. Si ottiene 
I= A(1 — è°LC), 
O + 
. w 
AS=A (1 _ S) . (130.3) 
. Wo 


Se w = wo, 7= 0 e di conseguenza A = 54. Le correnti .A ed.4 possono 
essere diverse da zero, ma le oscillazioni nel circuito sono allora assoluta- 
mente indipendenti dalla corrente esterna. La ragione di tutto ciò è che per 
w = o (ossia quando wL = 1/(wC)) l’impedenza Z del circuito diventa infi- 
nita, come mostra la formula (130.2). Il circuito si comporta come un tappo 
impenetrabile, che non si lascia attraversare dalla corrente esterna, mentre 
nella bobina possono aver luogo solamente delle oscillazioni libere. L’am- 
piezza di queste oscillazioni si calcola imponendo la condizione che la ten- 
sione sul condensatore o sulla bobina debba essere uguale in ogni istante 
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alla tensione applicata €. Per cui si ha 


K= É É É 
| - iL’ —_ =i/(w0)  iwL° 

Ci si può domandare in che modo il circuito oscillante possa essere percorso 
dalle correnti 4 ed 4 quando la sua impedenza è infinita. Questa doman- 
da è perfettamente giustificata, e le relazioni che abbiamo già stabilito non 
possono fornire alcuna risposta perché esse concernono solo gli stati stazio- 
nari. Questi ultimi si stabiliscono passando attraverso processi transitori. 
Durante questi processi la corrente, che circola nel circuito esterno, non è 
nulla, per cui delle cariche e delle correnti penetrano nel circuito oscillante 
che accumula l’energia elettromagnetica. Questo processo continua fino a 
che le tensioni ai capi della bobina e del condensatore non equilibrino la 
tensione esterna. A partire da questo momento nessuna corrente e nessuna 
carica nuova penetreranno nel circuito oscillante. Vi si stabiliranno oscilla- 
zioni libere, come se il circuito fosse un sistema oscillante autonomo. Ma 
questa autonomia sussiste solo fino a quando la forza elettromotrice ester- 
na é = 6 Cos wf resta costante. Se si fa variare l'ampiezza di 60, la f.e.m. é° 
non compenserà più le tensioni ai capi del condensatore e della bobina; una 
corrente passerà nel circuito esterno e provocherà un nuovo processo 
oscillatorio. 

Naturalmente se l’energia non viene fornita dall’esterno, le oscillazioni 
non smorzate sussistono solo quando la resistenza ohmica del circuito è 
nulla. Vogliamo ora tener conto della resistenza ohmica. Indichiamo con R 
la resistenza ohmica della bobina e trascuriamo le resistenze di tutti gli altri 
conduttori. Quindi si avrà 


É 


A= Fri: A77 
R — iwL + iw°L°wC + iwCR° 
A= — = — _______—[rrr.r.r "rr & 
ATA R° + wL° 


Alla risonanza w = wo e di conseguenza wC = 1/(wL). In questo caso 


.n R o 
“DI , 2,2, 
R°+@°L 


Supponiamo che la resistenza R sia molto piccola rispetto alla reattanza in- 
duttiva wL. Si ha allora 





__R _, 29 A 
Sap 
da cui 
A 
(7° 


Più il fattore di qualità Q del circuito oscillante è grande, più la corrente 
che circola nel circuito completo è piccola. Quindi per w = wo una corren- 
te di debole intensità 4 che passa in un circuito oscillante di grande O, può 
eccitarvi e mantenere delle correnti di grande intensità. Questo effetto è 
chiamato risonanza delle correnti. Si può osservare questo effetto interca- 
lando degli amperometri nel circuito di figura 313 per misurare le correnti 
A, A ed.4. Lontano dalla risonanza le intensità di queste correnti sono po- 
co differenti. Accordiamo il circuito alla risonanza, modificando l’induttan- 
za della bobina o la capacità del condensatore. Le correnti A ed.4 diventa- 
no allora quasi uguali e la corrente ‘7 sarà poco diversa da zero. 


$ 131. Tensione e corrente efficaci 


1. Lo sfasamento tra la corrente e la tensione esercita una influenza sul 
lavoro e la potenza delle correnti alternate. Il lavoro è A fornito dalla forza 
elettromotrice € nel tempo d? viene espresso da dA = édq dove dq è la cari- 
ca che attraversa la sezione trasversale del conduttore durante questo inter- 
vallo di tempo. La potenza istantanea è del tipo 

dq 
P=f — = I, 131.1 
di (131.1) 
Dato che la moltiplicazione è una operazione non lineare, non si può più 
utilizzare la notazione complessa e si deve ritornare alla forma reale; se la 
corrente è sinusoidale si scriverà 


É = 69 COS wi, IS=A c08 (wi — È). (131.2) 
Ma di solito è più comodo eseguire i calcoli in forma complessa, utilizzando 


il seguente artificio. Indichiamo con é°* ed 7* le grandezze complesse co- 
niugate di fed 7 Quindi 


Reé = 1/2(6+ é*), Re /=1/27+3S*). 


Portando queste grandezze reali in (131.1) si ottiene 
P = 1/4(£1* + E*.1) + 1/4(E1+ E*IS*). (131.3) 


Qui possiamo ora porre = 6Ge'", 7= Ae'l!7® ed utilizzare la formula 
cosa = 1/2(e'* + e7'*). Per cui si ha 

P= 1/24A/cos ò + 1/256547 cos (2wt — 6). 
È facile ottenere questa formula senza ricorrere alle espressioni complesse. 
Il secondo termine del secondo membro, come si nota immediatamente, 


oscilla con una frequenza doppia 2w. Il suo valore medio nel tempo è ugua- 
le a zero. Il primo termine non dipende dal tempo e rappresenta la potenza 
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media della corrente alternata 
P= 1/265A% così. (131.4) 


Le grandezze & ed .A sono le ampiezze della tensione e della corrente. In 
elettrotecnica si utilizzano di preferenza i valori detti efficaci, definiti da 


T T 
Ed = 7. |a, Ia = 7. fa (131.5) 
0 0 


Per le correnti sinusoidali 
Gar = GINZ, = As = ANI. (131.6) 


Dopo aver introdotto le grandezze efficaci, la formula della potenza media 
della corrente alternata si scrive 


P= EereAte cos Ò. (131.7) 


2. La differenza di fase 6 influisce anche sulle interazioni delle correnti 
alternate. Consideriamo, per esempio, le correnti alternate A ed 4, che 
percorrono due fili rettilinei infinitamente lunghi e distanti r. La forza 
istantanea che si esercita sull’unità di lunghezza di ogni filo è 


2AA 


Cr 


F = 





p. 


(Si utilizza qui il sistema di unità gaussiano.) Se le correnti 4A ed .4 sono 
sinusoidali e lo sfasamento tra di esse è è, la forza media è 


F= PL Getter cos ò. (131.8) 


A seconda del valore dello sfasamento è la forza media F può essere sia una 
forza attrattiva che repulsiva. Se è = 7/2 si ha F=0. 

Può servire da esempio l’esperimento di E. Thomson che abbiamo de- 
scritto nel $ 65. Se / è la corrente nell’avvolgimento dell’elettromagnete, il 
flusso magnetico che attraversa l’anello di alluminio è ® = L13/. Supponia- 
mo che .7= .Ae''. La forza elettromotrice indotta nell’anello è 


ind = — d®/dt = — iwL:2 /e la corrente che vi circola è 
vo iwL13/ 
S 3 R+ivL’ 


dove L è l’induttanza e A la resistenza ohmica dell’anello. Se R è trascurabile 
rispetto alla reattanza induttiva wZ della bobina 


Liz 


S=-4 


A 
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Dato che i coefficienti L1. e L sono positivi, le correnti .Zed.?' sono in 
opposizione di fase: è = 7. La forza d’interazione media dell’elettromagne- 
te e dell’anello sarà una forza repulsiva. 


$ 132. Processi di stabilizzazione delle oscillazioni 


Nel caso generale le oscillazioni determinate da una forza esterna si 
compongono di oscillazioni forzate e libere (cfr. $ 127). Le oscillazioni pro- 
prie sì smorzano se il tempo 7, trascorso dall’inizio dell’azione della forza, 
è grande rispetto al tempo di smorzamento 7 = 1/y. Esaminiamo questa 
questione in modo più particolareggiato. Per semplificare effettuiamo i cal- 
coli supponendo che il coefficiente di smorzamento y sia uguale a zero. È 
evidente che in questo caso il processo di stabilizzazione delle oscillazioni 
ncn finirà mai, poiché 7 = 1/y = co. Tuttavia, la soluzione, alla quale si ar- 
riva con y = 0, permette di comprendere dal punto di vista qualitativo ciò 
che succede quando y # 0. 

Supponiamo che nell’istante f = 0 un oscillatore armonico si trovi sotto- 
posto all’azione di una « forza » periodica f = fo cos wf. Nell’istante # > 0 
le oscillazioni saranno descritte dall’equazione 


X + wix = fo cos wt. 


Se w # wo la soluzione generale è del tipo 


So 


x= ——— cos wt + acos wof + b sin wot. 
Wo 7 W 


Le costanti a e b sono determinate dalle condizioni iniziali. Supponiamo 
che nell’istante iniziale f = 0, la coordinata x e la velocità x siano nulle. Per 


questo si deve avere a = — fo/(w$ — w°) e b = 0. La soluzione che verifica 
queste due condizioni sarà del tipo 
X = _D__ (cos wi — COS wolf). (132.1) 
Wo — è* 


Questa è la sovrapposizione di due oscillazioni armoniche di cui una è l’o- 
scillazione propria di frequenza wo e l’altra è una oscillazione forzata di fre- 
quenza w. La sovrapposizione di oscillazioni armoniche di frequenze diver- 
se si riscontra nei fenomeni più diversi. Per esempio, il suono che si sente, 
quando due diapason di frequenze diverse vibrano, è una sovrapposizione 
di due oscillazioni. Un caso particolarmente importante è quello in cui le 
frequenze w e wo sono poco differenti. In questo caso è comodo ricondurre 
l'equazione (132.1) alla forma 


x = A(t) sin wf, (132.2) 
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dove 


AO= E sin conf, (132.3) 
wi — è” 
w = 1/2(0 + wo), èm = 1/2|w- wol. (132.4) 


Le oscillazioni definite da (132.2) sono modulate in ampiezza ed hanno fre- 
quenza portante uguale alla frequenza media è e « frequenza di modulazio- 
ne » wm. L'andamento generale di queste oscillazioni è illustrato nella figura 
314. Nel caso delle oscillazioni armoniche dell’aria, eccitate da due diapa- 
son, l'orecchio percepisce generalmente l’oscillazione risultante come una 


RAIL IM A na Aida 
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Fig. 314. 


oscillazione armonica di ampiezza variabile (cfr. $ 126). L'orecchio percepi- 
sce un suono musicale la cui intensità varia periodicamente con un periodo 
To = w/wn e la cui frequenza è w = 27/7 = 20m = |w- wo|. Questo 
fenomeno porta il nome di battimento, mentre le grandezze 7) e w, sono 
rispettivamente periodo e frequenza dei battimenti. Il fatto che l’orecchio 


IT il UE 
| MN punt I 


RARI, 
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Fig. 315. 


percepisca i battimenti come un suono musicale di intensità periodicamente 
variabile è dovuto al fatto che l’orecchio è un sistema oscillante il cui fattore 
di qualità è relativamente piccolo; il tempo di stabilizzazione delle oscilla- 
zioni in questo sistema è piccolo rispetto al periodo dei battimenti 7>. 
In realtà le oscillazioni proprie si smorzano e l’oscillazione risultante è 
una .sovrapposizione di una sinusoide smorzata e di una sinusoide non 
smorzata. Quando le oscillazioni proprie si saranno smorzate, sussisterà so- 
lo una oscillazione rappresentata da una sinusoide non smorzata, ossia il 
processo di stabilizzazione delle oscillazioni sarà terminato. A seconda del 
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valore del coefficiente di smorzamento 7, i processi di stabilizzazione pos- 
sono avere andamenti diversi (fig. 315). 

Esaminiamo ora il caso in cui w = wo (risonanza). In questo caso l’e- 
spressione (132.1) diventa indeterminata: x = 0/0. Per eliminare questa in- 
determinazione è sufficiente passare al limite w-+wo. Differenziando rispet- 
to a w si trova, applicando la nota regola di L’Hospital 


. COS wi — COS wof . — fsin wt t . 
lim -———__,-__ = lim ——___=_ sinuwot. 
W* Wo Wo — * wW* wo -2w 2wo 
Quindi 
1A . 
x = Sol sin wof. (132.5) 
2wo 


Si può interpretare questa espressione come la rappresentazione di una 
oscillazione di frequenza wo la cui ampiezza A(f) = fot/(2wo) cresce linear- 
mente in funzione del tempo. Se non ci fosse alcuna forza frenante o di at- 
trito, l'ampiezza crescerebbe indefinitamente (fig. 316). Ma in realtà le forze 





Fig. 316. 


frenanti esistono sempre. Finché le oscillazioni sono piccole esse sono di po- 
ca importanza, ma a misura che l’ampiezza delle oscillazioni aumenta, la 
loro influenza si fa sentire sempre di più. Queste forze mettono finalmente 
un limite alla crescita dell’ampiezza delle oscillazioni, che a partire da que- 
st’istante resta costante. 


Problemi 


1. Nello studio dei processi quasi-stazionari nel circuito oscillante si trascura l’energia ma- 
gnetica localizzata nella bobina di induttanza. Il problema seguente (nonché il problema 2) ci 
permettono di capire perché questa approssimazione è giustificata. Le armature di un conden- 
satore piano hanno forma di dischi di raggio R, che distano d. Lo spazio tra le armature è 
riempito di un dielettrico omogeneo di permeabilità magnetica 4 e di costante dielettrica e. Il 
condensatore è inserito nel circuito di corrente alternata 7 = <A cos wt. Trascurando gli effetti 
di bordo, calcolare le energie elettrica e magnetica localizzate nel condensatore. Trovare il rap- 
porto dell’energia magnetica massima all’energia elettrica massima. Effettuare un calcolo nu- 
merico ponendo R&} = 10 cm, v = 100 Hz, ge=pu=1. 
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Soluzione. L’energia elettrica (nel sistema gaussiano) è 
2 


W. = qa _2@ At sin'vt. 


2C ew°R° 
Il campo magnetico all’interno del condensatore è eccitato dalla corrente di spostamento. A 
distanza r dall’asse del condensatore questa energia è 


4 4 2 
H2xr = — 43 (A) 
Cc Cc 


da cui 
H = 2r A = 2r A COS wi. 
cR° cR? 








L’energia magnetica localizzata nel condensatore è 


W.=- \H?dv= Pi facos wi. 
87 4c2 


Il rapporto dei valori massimi di queste energie è 


Wa: € 2 
_ (2) = 0,5-10-!4. 





WES 2 2c 


2. Lo spazio interno di un lungo solenoide composto di N spire di filo è riempito di una 
sostanza omogenea di costante dielettrica € e di permeabilità magnetica u. La lunghezza del 
solenoide è / ed il suo raggio è R. L’avvolgimento del solenoide è percorso da una corrente alter- 
nata? = .4 cos wt. Trascurando gli effetti di bordo, calcolare le energie magnetica ed elettrica 
localizzate all’interno del solenoide, nonché il rapporto di loro valori massimi. Fare un calcolo 
numerico ponendo RX = 5 cm, e = w = 1, frequenza v = 100 Hz. 





Risposta. 
2x2 uR2N° 
Wm = Sr RN A così wi, 
c?l 
2-2 2p4x72 
eu°n°w°R°N 
W. = bali Ad sin? wi, 
4c41 , 
pra € 2 
Da Sali RR = 1,3-107!5. 
Win 2 2c 


3. Un solenoide rettilineo costituito di un solo strato di filo di induttanza L esegue delle 
oscillazioni di torsione armoniche forzate intorno al suo asse: g = o cos wt. Il solenoide è 
collegato con fili flessibili a un condensatore di capacità C (esperimento di Mandel$tam e Pa- 
palexi). Calcolare la tensione ai capi del condensatore alla risonanza, quando la frequenza w 
è uguale alla frequenza propria wo = 1/VLC del circuito oscillante. Il raggio del solenoide è 


a, la lunghezza del filo di cui è fabbricato è /, la sua resistenza elettrica è R (cfr. $ 97). 
3 


«0 sin wi, dove m è la massa ed e la carica dell’elettrone. 





m 
Risposta. V = — 
e 


4. Abbiamo già descritto nel $ 78 l’esperimento di Einstein e di Haas, nel quale il fenome- 
no di risonanza è stato utilizzato per determinare il rapporto giromagnetico degli atomi. Sup- 
ponendo che il campo magnetico nel quale si effettuano le oscillazioni di torsione del piccolo 
cilindro in ferro sia talmente forte che il cilindro sia quasi sempre magnetizzato fino a satura- 
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zione, e che la sua rimagnetizzazione si produca quasi istantaneamente quando il campo ma- 
gnetico passa per zero, calcolare l'ampiezza eo delle oscillazioni di torsione del cilindro alla 
risonanza (in regime permanente). 

Soluzione. L'equazione delle oscillazioni di torsione forzate del cilindro è del tipo (78.2). 
Durante la rimagnetizzazione si possono trascurare tutti i momenti che tendono a mettere il 
cilindro in rotazione eccetto il momento — VZ/GT. Durante questo intervallo di tempo il cilin- 
dro non fa a tempo a girare di un angolo notevole, ma la sua velocità angolare si accrescerà di 





V 
r Isa: 


Avendo acquisito tale velocità angolare iniziale, il cilindro comincerà ad eseguire delle oscilla- 
zioni libere smorzate Ai 
Po 


g = e” sin wt. 
(1) 





Dopo un semiperiodo l’ampiezza delle oscillazioni diminuirà di e*”? volte. Ma durante questo 
tempo il cilindro subirà una nuova rimagnetizzazione che determinerà un nuovo accrescimento 


X 





della sua velocità angolare Ago. La nuova ampiezza di deviazione è ora uguale a 


x (1 + e?) ecc. L'ampiezza delle oscillazioni in regime permanente è espressa da una pro- 
gressione geometrica 


Ago Ago/w 
_ — yT/2 - 2y7/2 _ 
d03 (1+e + e +...) RPEEZA 
Se il coefficiente di smorzamento è piccolo si ha 
2A 00 Apo I 
Ù07 WTY 5 TY) 5 xy0T sal 


5. Si fa passare un breve impulso di corrente attraverso un galvanometro balistico di co- 
stante balistica B; una quantità d’elettricità g attraversa il galvanometro durante questo impul- 
so. Dopo un semiperiodo, quando l’equipaggio mobile del galvanometro sarà ritornato nella 
posizione di partenza, si fa passare un secondo impulso di corrente identico al primo ma di 
senso contrario ecc. Quindi ogni volta che l'equipaggio mobile passa per la posizione d’equili- 
brio, è sottoposto a delle spinte identiche dirette nel senso del suo moto. Calcolare l’angolo 
di deviazione massimo dell’equipaggio in regime oscillatorio permanente. Il periodo delle oscil- 
lazioni (smorzate) del galvanometro è 7 ed il decremento logaritmico è d. 

l q 
1- e-T42 B° 

6. La bobina d’induttanza di un circuito oscillante di parametri L, C e R = Oè posta in 
un campo magnetico permanente che eccita nella bobina un flusso magnetico permanente do. 
Nell’istante £ = 0 si sopprime il campo magnetico. Il tempo di annullamento 7 del campo ma- 
gnetico è piccolo rispetto al periodo delle oscillazioni proprie del circuito. Calcolare la corrente 
.£ circolante nel circuito in funzione del tempo dopo la soppressione del campo magnetico. 

l 
VILC 

7. Si dispone vicino alla bobina di un circuito oscillante di parametri Li, C, R = 0 una 
seconda bobina d’induttanza L-. Il coefficiente d’induttanza mutua delle bobine è L12. Quale 
sarà la frequenza di risonanza del circuito quando la seconda bobina è cortocircuitata? Si sup- 
ponga che la reattanza induttiva della seconda bobina alla frequenza considerata sia molto più 
grande della sua resistenza attiva. A quale condizione la risonanza è irrealizzabile? 


Risposta. wres = 1/V(Li — Lî2/L:)C . La risonanza è irrealizzabile se Lî2 = LiL2. 


Risposta. max = 





d 
Risposta. / = "a COS wol, wo = 
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8. In un circuito oscillante di induttanza L e di capacità C avvengono delle oscillazioni 
non smorzate nelle quali l’intensità di corrente è. 


S= A cos wi, w? = 1/(LC). 


La bobina d’induttanza è una spirale rettilinea di grande lunghezza. Quali saranno le variazio- 
ni della frequenza, dell’ampiezza e dell’energia delle oscillazioni se nell’istante £ = 0 si raddop- 
pia molto rapidamente (ossia in un tempo piccolo rispetto al periodo delle oscillazioni 
T = 2x/w) la lunghezza della spirale? Spiegare per quale ragione varia l’energia delle 
oscillazioni. 

Risposta. La frequenza aumenterà di V2 volte. L'ampiezza e l’energia delle oscillazioni au- 
menteranno di due volte. 

9. Due bobine identiche avvolte su una carcassa comune sono inserite in serie in due modi 
differenti in un circuito oscillante di capacità C (fig. 317). Le frequenze di risonanza di questi 


Tai 
Cc 
Fig. 317. 


due circuiti oscillanti sono rispettivamente wi e w2. Calcolare le induttanze L delle bobine non- 
ché il loro coefficiente d’induttanza mutua L12. 
Risposta. L = Lt, La= t_L . 
4C wi wi 4C \w 43 


10. Si deve ottenere, con l’aiuto del montaggio rappresentato nella figura 318, uno sfasa- 
mento di 90° tra la tensione d’entrata Vemr e la tensione di uscita Vusc. Quali devono essere 





Fig. 318. Fig. 319. 


i parametri R e L se la frequenza della tensione d’entrata è uguale a w? Quale sarà il valore 
del rapporto delle tensioni d’entrata e d’uscita? 
Risposta. wL = R, | Ventr/Vasc| = 3. 
11. Calcolare la corrente lf circolante (in regime stazionario) nel circuito rappresentato 
nella fig. 319. A quale frequenza w l’ampiezza delle oscillazioni stabilizzate sarà massima ed 
a quale sarà minima? Quali saranno i valori massimi e minimi della corrente ? 


Risposta, g= SEU ELO Lit An = Opera 1/(LC), A 2 

sposta. 7= ———_——_- sin wi, Ain = 0 per w° = Ina = 9 per wi = 
LLC — | p ax p 

= 1/(2LC). 
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12. Un generatore di forza elettromotrice sinusoidale è chiuso su una resistenza attiva R 
e su una reattanza XY, montate in parallelo. Eliminate R e X, lo stesso generatore viene chiuso 
su una resistenza attiva r e su una reattanza x, montate in serie. A quale condizione l'ampiezza 
e la fase della corrente saranno le stesse se .X' e x sono delle grandezze reali? 


2 2 
Risposta. r = _* _R x=-_x 
R° + X° R°+X° 

13. Trovare le condizioni alle quali l'ampiezza della corrente circolante nel circuito di 
figura 320 dipende solo dalla tensione applicata V = Wo cos wf senza dipendere dalla frequen- 
za. Calcolare per questa condizione, la differenza di fase tra le tensioni applicate ai capi della 
maglia RC. 


Risposta. L = R°C; tg 0 = — WRC. 





Fig. 320. Fig. 321. 


14. Calcolare l’impedenza complessa Z del circuito infinito rappresentato nella fig. 321. 

Soluzione. Supponiamo che i parametri del circuito siano tali che, applicandogli una ten- 
sione sinusoidale, esso sarà percorso da una corrente sinusoidale. Si può allora utilizzare la no- 
zione di impedenza. Persino se si sopprimono le due prime maglie Z; e Z. la catena rimarrà 
infinita e si può sostituirla con una maglia unica di impedenza Z. Ne risulterà lo schema rap- 
presentato nella fig. 322. Dato che le impedenze Z e Z. sono montate in parallelo, la loro impe- 
denza risultante ZZ2/(Z + Z2.) è montata in serie coll’impedenza Z1. Si deve ottenere in defini- 
tiva l’impedenza Z, ossia 


per cui 


Zi 3 
Z=3 +VZ2/4 + ZiZ. . 


Il segno positivo prima della radice quadrata indica che dei due valori della radice si deve pren- 
dere quello che ha parte reale positiva. In effetti la radice quadrata non è altro che l’impedenza 
Z' della catena infinita rappresentata nella fig. 323; in ogni sistema reale la parte attiva del- 
l’impedenza complessa deve essere positiva. 

15. Risolvere il problema precedente supponendo che tutte le impedenze che compongono 
la catena siano puramente immaginarie (ossia, siano costituite da bobine d’induttanza e da 
condensatori). 
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Soluzione. Ponendo nel problema precedente Zi = iX e Z. = iX. si trova 


z= (ix; +V-(4X;X2 + X3) ). 


Nel caso in cui 4Y,X2 + Xî < 0 (l’espressione sotto radice è positiva) l’impedenza Z con- 
terrà una parte reale e quindi il circuito consumerà o fornirà dell’energia a seconda del segno 
di questa parte reale. Lo stato stazionario in questo caso è impossibile e la soluzione ottenuta 
nel problema precedente non è applicabile. Per ottenere una soluzione accettabile si dovranno 
utilizzare le condizioni iniziali. 





Fig. 323. 


La corrente sinusoidale nel circuito è possibile solo se è soddisfatta la condizione 
4X,X2 + Xî = 0. Solo in questo caso si può utilizzare la nozione di impedenza e la soluzione 
ottenuta nel problema precedente. Si tratta allora di sapere, che segno si deve prendere prima 
della radice quadrata. Supponiamo che l’impedenza Z; contenga una piccola resistenza ohmi- 
ca R; e passiamo al limite R,+ 0. Ponendo Z; = iX; + Ri, Z2 = iX edutilizzando la solu- 
zione del problema precedente si ottiene 


l VV (4x6 + 2) + DIRO, + 26) 
Z' = — (4X,X2 + Xî) + 2iRi(X1 + 2X2), 


2 
dove Z' = Z - 5 Z, è l’impedenza della catena infinita rappresentata nella fig. 323. Trascu- 


riamo i quadrati di R; nel calcolo della radice quadrata. In questa approssimazione 


; Ri(Xi + 2X: 
z'=! |v +X - RO | 
2 V4XA, + Xi 


Si deve scegliere il segno in modo tale che la parte reale di questa espressione sia positiva. Dato 
che R\ > 0, nel caso X} + 2X.2> O si deve prendere il segno più e nel caso in cui 
Xi + 2X2 < Osi deve prendere il segno meno. Ponendo Ri; = 0 si trova finalmente 


[Xi + V4AX:X, + X7] con X+2X.>0, 


[X-V4X:X2+X7] con X1+2X.<0. 


N 
Il 


Se la catena contiene per esempio solo bobine, si ha X1 > 0, X2 > 0esi prenderà il segno più — 
prima della radice. In questo caso la corrente è in ritardo di x/2 sulla tensione. Nel caso in 
cui la catena consista solo di condensatori, si ha X} < 0, X2 < 0edè solo il segno meno che 
conviene. In questo caso la corrente è in anticipo di x/2 sulla tensione. 

16. Calcolare l’impedenza della catena infinita rappresentata nella fig. 324. 


Risposta. Z = Z1 +VZi+ ZiZ. . 


17. Si applica una tensione sinusoidale di frequenza w all’entrata del circuito rappresenta- 
to nella fig. 325. Studiare la dipendenza dell’ampiezza e della fase della tensione di uscita in 
funzione della resistenza R. 
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Risposta. All’entrata e all’uscita le ampiezze sono uguali. Lo sfasamento della tensione 
d’uscita sulla tensione d’entrata è determinato da 


to 8 = 25wRL 
wL° — R° 


18. Un filo rettilineo di grande lunghezza è percorso da una corrente sinusoidale ./ di fre- 
quenza v = 10° Hz. Si fa avvicinare al filo un circuito rettangolare, di lato a = 17,2 cm nel 





Vuse 
Fig. 324. Fig. 325. 


quale è inserita una lampadina (fig. 326,0). Quando questo circuito si trova ad una distanza 

= 10 cm dal filo, la lampadina dà una luce normale. Calcolare il valore effettivo della cor- 
rente Arr nel filo se per una incandescenza normale della lampadina ci vuole una tensione co- 
stante V = 6 V. La tensione applicata alla lampadina aumenterà o diminuirà, se il circuito è 





194 I 
LE 
ò 
X a a 
a) b) 
Fig. 326. 


sostituito da un circuito doppio rappresentato nella fig. 326,5? Si trascuri la resistenza dei 
circuiti. 
V 


Risposta. 4r = ——______ = 0,028 un. CGSM = 0,28 A. La tensione applicata 
4xva In (a/b + 1) 


alla lampadina diminuirà di 
2 
in(£ + 1)fin C+ 27 volte. 
b b(b + 2a) 


19. Un circuito composto da una resistenza R accoppiata in serie con una grande indut- 
tanza L è collegato ad una fonte di corrente continua che mantiene ai capi del circuito una 
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tensione costante Vo. Per limitare le sovratensioni, che appaiono quando si toglie corrente, si 
inserisce un condensatore C in parallelo nel circuito (fig. 327). Calcolare la tensione V(t) ai 
capi del condensatore quando si chiude l’alimentazione del circuito. I parametri del circuito 
verificano la condizione 4L > CR°. 


l . 
Risposta. V(t) = Vie" [co wt + ( + dI «| , dove w} = wi — Y, wi = 


WRC W 
= 1/(LC), y= R/QL). 
20. Nell’istante f = 0 si collega un circuito L, C, R° (fig. 328) ad una fonte di f.e.m. conti- 
nua e costante di resistenza interna trascurabile. Calcolare la tensione V ai capi del condensato- 
re in funzione del tempo f. Calcolare la tensione minima che deve sopportare il condensatore. 





Risposta. V = & | — et" (co ot + I sin ») | . La tensione minima del condensatore 


(0) 


deve essere superiore a 24° 





Fig. 327. Fig. 328. 


21. Una bobina d’induttanza L, un condensatore di capacità C ed una batteria di forza 
elettromotrice € che ha una resistenza interna R sono montate in parallelo (fig. 329). Calcola- 
re l'intensità (1) della corrente subito dopo l’inserimento della batteria. I parametri L, C, R 
del circuito verificano la condizione L < 4CR°. 


Risposta. s=È È — ev" (co ot + I sin «) | . 
(05) 


22. Nell’istante 1 = 0 alla tensione sinusoidale € = 4 cos (wt + 6) si connettono la resi- 
stenza R e l’induttanza L montate in serie. Calcolare l’intensità della corrente, che attraversa 
il circuito in funzione del tempo. A quale condizione si stabiliscono delle oscillazioni sinusoi- 
dali nel circuito subito dopo l’applicazione della tensione? 

6 

R° + w°L° 
+ wL sin $)}. La condizione richiesta è tg 6 = — R/(wL). 

23. Si inseriscono una lampadina ordinaria ad incandescenza ed un condensatore in un. 

circuito a corrente alternata di tensione é = 440 V e di frequenza v = 50 Hz. Qual'è la capaci- 


tà del condensatore C se i parametri nominali della lampadina sono 220 V e 1 A? Qual è lo 
sfasamento tra la corrente e la tensione totale nel circuito? 


Risposta. / = [R cos (wt + 5) + wL sin (wt + 6) — e *‘4(Rcosò + 


Risposta. C = | = 8,4 uF. La corrente è in anticipo di 60° sulla tensione. 
2V3xvR 


24. Si inseriscono una lampadina ad incandescenza ed una bobina d’induttanza montate 
in serie in un circuito a corrente alternata di tensione éerr = 440 V e di frequenza v = 50 Hz. 
La lampadina funziona normalmente sotto una tensione di 110 V con una intensità di corrente 
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di 1 A. Quando questa lampadina viene sostituita da un’altra, che funziona a 220 V e 0,8 A, 
quest’ultima assicura anch'essa una illuminazione normale. Calcolare la resistenza A e l’indut- 
tanza L della bobina. 
2 2 
Risposta. R = 3 Ri CORI = 137 ohm, L = It VI6RI — (Ri + R2)7 = 1,16 H, 
2 R. _ Ri 2xy 

dove Ri = 110 ohm e R; = 275 ohm sono le resistenze della prima e della seconda lampadine 
rispettivamente. 

25. Due anelli identici di filo, di raggio r, sono disposti come indicato nella fig. 330. La 
distanza / tra i centri degli anelli è grande rispetto a r. L'anello / è costantemente percorso da 


2 4 
l 
1 J 4 47, 
—1— > 
Fig. 330. Fig. 331. 


una corrente alternata 7 = 4 cos wt. Calcolare il modulo e la direzione della forza d’intera- 
zione media F tra gli anelli. Ogni anello ha una induttanza L ed una resistenza ohmica R. Con- 
siderare i due casi limite: 1) wL > R; 2)wL « R. 


Risposta. F= ——______  . La forza Fè una forza repulsiva. Se wL >» R si ha 
R°+«wL* N 
pair 1 
L tu 


Nell’altro caso limite in cui wL «& R 
_ 6r'0Lrf 1 
F= ————___ 9 
R? Do 


26. Un anello in filo metallico d’area S, di resistenza ohmica A e di induttanza L è sospeso 
ad un filo in un campo magnetico uniforme orizzontale H = o cos wi; vi è mantenuto in una 
posizione tale che l’angolo tra il vettore Ho e la normale n al piano dell’anello è uguale a £ 
(fig. 331). Calcolare il momento medio delle forze M applicato all’anello da parte del campo 
magnetico. Determinare le posizioni d’equilibrio dell’anello e studiare la loro stabilità. Consi- 
derare i due casi limite: 1) wL > R; 2) wL « R. In quale caso, per L uguali, il momento di 
rotazione è più piccolo? 

_—  w°S°LHocosg i n 
Risposta. M = ———____ [Hon]. Sono possibili due posizioni d’equilibrio: a) il pia- 
ZUR? + è?L°) 
no dell’anello è perpendicolare al campo magnetico (equilibrio instabile); b) il piano dell’anello 
è parallelo al campo magnetico (equilibrio stabile). 
Se wL > R 


— — HS 
Ma M= sin £ COS ©. 
1 >L L L 
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Se wL « R 


2 


— _ 2 H$S°L -— ( vL \? 
Ma Mz °° sinecosp=M e}. 
2R R 


Il momento di rotazione è più piccolo nel secondo caso. 


$ 133. Autooscillazioni. Generatore a tubi elettronici 


1. Sono chiamate autooscillazioni le oscillazioni forzate non smorzate 
nei sistemi reali, il cui periodo e ampiezza non dipendono dal carattere del- 
l’azione esterna, ma sono determinati dalle proprietà del sistema autooscil- 
lante stesso. Queste oscillazioni sono mantenute dall’energia fornita da una 
fonte esterna, mentre la quantità d’energia fornita viene regolata dal sistema 
stesso. A differenza delle oscillazioni proprie non smorzate di un oscillatore 
armonico e di sistemi analoghi, le cui ampiezze dipendono dalle condizioni 
iniziali, /e ampiezze delle autooscillazioni non ne dipendono. Le oscillazioni 
proprie non smorzate sono una idealizzazione che non si realizza mai piena- 
mente nei sistemi reali; le oscillazioni proprie reali sono sempre smorzate. 
AI contrario, /e autooscillazioni nei sistemi reali possono esistere indefinita- 
mente, finché l'energia della fonte che sostiene queste oscillazioni non sia 
esaurita. 

Si possono citare numerosi esempi di sistemi autooscillanti, gli orologi, 
gli strumenti musicali a fiato e ad arco ecc. Negli orologi le autooscillazioni 
sono eccitate e trattenute dalla forza di una molla caricata o da un peso, 
negli strumenti musicali a fiato da un flusso d’aria, nel violino dalle forze 
di attrito che sorgono in seguito al movimento regolare dell’archetto, ecc. 
I suoni emessi dai fili telegrafici sotto l’azione del vento, il « canto » dei tubi 
d’acqua, il suono della voce umana o il gorgheggio dell’usignolo sono tutti 
esempi di autooscillazioni dovute a forze non periodiche. 

Le autooscillazioni possono ugualmente essere eccitate e mantenute da 
forze periodiche. Tuttavia il periodo di queste forze non ha alcun rapporto 
con il periodo delle autooscillazioni che esse eccitano. Può servire da buon 
esempio un esperimento di dimostrazione proposto e realizzato da M. Mak- 
lakov, assistente all’Istituto di Fisica tecnica di Mosca. Si dispone vertical- 
mente la bobina d’induttanza L di un circuito oscillante sopra un tavolo 
(fig. 332). Un tubo in ferro A la cui estremità inferiore sta sul tavolo, pene- 
tra dal basso nella bobina. Nel tubo è praticata una fenditura verticale desti- 
nata a ridurre le correnti di Foucault. I parametri del circuito oscillante deb- 
bono essere tali che la sua frequenza propria corrisponda a quella della rete 
urbana (50 Hz). Dopo l’inserimento della corrente, passato un certo perio- 
do di tempo, le correnti entrano in risonanza ed il tubo di ferro viene attira- 
to nella bobina. Ma dato che ciò fa crescere l’induttanza della bobina, il cir- 
cuito oscillante non verifica più le condizioni di risonanza e l'ampiezza della 
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corrente, che percorre la bobina, diminuisce. Il tubo di ferro esce dalla bobi- 
na sotto l’azione del suo peso e ritorna alla sua posizione iniziale sul tavolo. 
Dopo di che l’ampiezza della corrente che circola nella bobina comincia a 
crescere, il circuito oscillante entra nuovamente in risonanza ed il tubo è at- 
tirato nella bobina, ecc. Il tubo in ferro esegue così delle autooscillazioni, 
ossia esegue dei movimenti di salita e discesa ed ogni volta batte un colpo 
sul tavolo come un martello. Il periodo di queste autooscillazioni meccani- 
che è di decine di volte più grande del periodo della corrente alternata che 
le mantiene. L'apparecchio è stato chiamato martello di Maklakov. Si può 


anche inserire in serie la bobina ed il condensatore. 
La teoria rigorosa delle autooscillazioni è molto complicata, poiché le 


autooscillazioni non sono lineari, ossia sono descritte da equazioni non li- 
neari. Dato che i/ principio di sovrapposizione non si applica in questi casi, 
la soluzione di queste equazioni è ardua. 





Fig. 332. Fig. 333. 


2. Il più importante sistema ad autooscillazioni è il generatore a tubi 
elettronici, che è largamente utilizzato in radiotecnica. La figura 333 rappre- 
senta il più semplice schema di montaggio di questo tipo di generatore. Il 
circuito oscillante è inserito nel circuito di griglia del triodo. Una bobina 
collegata al circuito d’anodo è accoppiata per induttanza alla bobina del cir- 
cuito oscillante. Questa bobina è chiamata bobina di reazione, e proprio 
nell’uso di tale bobina sta l’idea principale del generatore. Grazie a questa 
bobina di reazione, la corrente che circola nel circuito oscillante può agire 
per induttanza sulla corrente del circuito anodico e questa può reagire sulla 
prima corrente. Nei generatori reali si utilizzano valvole multigriglia. Ma 
per chiarire il principio del loro funzionamento considereremo il caso sem- 
plice di un triodo. 

In condizioni reali, nel circuito oscillante hanno sempre luogo oscilla- 
zioni, risultanti da influenze esterne o da fluttuazioni termiche. Indichiamo 
con./ la corrente che percorre il circuito oscillante e con .A la corrente nel 
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circuito anodico. Una parte i della corrente del circuito oscillante è diretta 
verso la griglia. La corrente i è piccola e la trascureremo per la seguente ra- 
gione. La capacità del condensatore C è molto grande rispetto alla capacità 
tra il filamento e la griglia del triodo; quindi la reattanza capacitiva del con- 
densatore è molto più piccola della resistenza del tubo montato in parallelo 
al condensatore. In queste condizioni la maggior parte della corrente passa 
per il condensatore. Ma la corrente di griglia î, nonostante sia piccola, svol- 
ge un ruolo molto importante, perché essa modifica la carica ed il potenzia- 
le della griglia. Si può rappresentare la corrente anodica .A in funzione delle 
tensioni di griglia V, e di anodo Va. Dato che la griglia si trova molto più 
vicina al catodo che all*'anodo, le variazioni del suo potenziale si riflettono 
sull’intensità della corrente anodica più fortemente di quanto farebbe una 
variazione uguale del potenziale dell’anodo. Quindi si può trascurare le va- 
riazioni di 4 dovute alle variazioni -del potenziale dell’anodo. In questa 
approssimazione 





dA _ dif, dV, _ dV, 
dt dV, ]v. dt dt ° 

dove S è la pendenza della caratteristica di griglia. Quando la corrente ano- 
dica varia, una forza elettromotrice è indotta nel circuito oscillante: 


dI, dVi 
dt MS dt ’ 


dove M è il coefficiente di induttanza mutua tra la bobina del circuito oscil- 
lante e la bobina di reazione. La tensione di griglia è uguale alla tensione 
ai capi del condensatore, ossia V, = 9/C, dove q è la carica dell’armatura 
superiore del condensatore (nel caso di una circolazione positiva nel circuito 
il condensatore è attraversato dall’alto verso il basso). Quindi 
dV,/dt = q/C = IC e di conseguenza 


gina _ MS 4 (133.2) 
C 

Quando M < 0, €24 ed I hanno lo stesso segno e se il circuito non contie- 
ne nessuna resistenza, le oscillazioni nel circuito non cesseranno di crescere 
— così si produce un’autoeccitazione delle oscillazioni. Nel caso in cui 
M > 0, le oscillazioni nel circuito sono soppresse dalla forza elettromotrice 
ind. Si può invertire il segno di M scambiando i fili di connessione della 
bobina di reazione o facendola girare di 180° e realizzare così i due casi. 
Per definire in modo più preciso le condizioni d’autoeccitazione del cir- 
cuito oscillante si deve tener conto della sua resistenza ohmica R. In presen- 
za di una forza elettromotrice €24 l’equazione delle oscillazioni eccitate nel 

circuito oscillante si scrive 


ind = -M 





(133.1) 


;iRà+1- MS 
La+RIa+6G C q 
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dove L è l’induttanza del circuito oscillante. Dividendo per L ed utilizzando 
le notazioni 


2_ | _R MS 
si ottiene 
j + 269 + wiq = 0. (133.4) 


Se noi supponiamo che il triodo funzioni sulla parte rettilinea della sua ca- 
ratteristica, si può ammettere che le grandezze S e è siano costanti. In que- 
sto caso l’equazione (133.4) descrive formalmente le oscillazioni libere del 
circuito oscillante: 


q= Qe "(A cos wt + Bsin wt), (133.5) 


dove A e B sono delle costanti e w° = wj — è. Queste oscillazioni possono 
sia essere smorzate (ò > 0) che crescenti (ò < 0). La condizione di crescita 
delle oscillazioni è < 0 può esprimersi come 


M < — CR/S. (133.6) 


Proprio questa è la condizione d’autoeccitazione delle oscillazioni, che esige 
che M<0; abbiamo già ottenuto questa condizione per il caso in cui 
R=0. 

3. La teoria esposta è « lineare » nel senso che essa si basa su equazioni 
differenziali lineari. Ma essa non è completa e descrive correttamente solo 
la fase iniziale del processo, quando le oscillazioni sono piccole e la penden- 
za della caratteristica del triodo può essere considerata, con una certa ap- 
prossimazione, costante. La teoria lineare definisce correttamente la condi- 
zione d’autoeccitazione delle oscillazioni (133.6) ma non può essere applica- 
ta allo studio ulteriore del processo, quando l’ampiezza delle oscillazioni di- 
venta abbastanza grande. Questa teoria, in particolare, non permette di pre- 
dire quali saranno le oscillazioni in regime stabile. Secondo la teoria lineare, 
se è < 0 l’ampiezza delle oscillazioni deve crescere indefinitamente; se 
6 = 0, le oscillazioni devono essere non smorzate e la loro ampiezza e fase 
sono determinate unicamente dalle condizioni iniziali. Queste condizioni 
sono in disaccordo coll’esperienza. La ragione della divergenza è che, nel ca- 
so di oscillazioni di grande ampiezza, la pendenza S della caratteristica ces- 
sa di essere costante, anche in modo approssimato, perciò le equazioni che 
descrivono le oscillazioni cessano di essere lineari. La teoria completa delle 
autooscillazioni, in generale, e delle oscillazioni nel generatore a tubi ter- 
moionici in particolare deve basarsi su equazioni non lineari suscettibili di 
descrivere tutte le fasi del processo. 

Scriviamo l’equazione delle oscillazioni in un circuito oscillante nella 
forma 
dA, 


LI 1-2 Mm 
+RI+6 M di 


(133.7) 
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Supponiamo per semplificare che la corrente anodica A dipenda solo dal 
segno della tensione di griglia V,. Quando V, > 0 il triodo è attraversato 
dalla più grande corrente possibile uguale alla corrente di saturazione A.. 
Quando V, < 0 la corrente anodica A è nulla. La caratteristica ideale di 
griglia è rappresentata nella figura 334 con la linea spezzata in grassetto (da 
confrontare con la figura 247). In questo caso l’equazione (133.7) diventa 
non lineare. Questa semplificazione non permette di fare calcoli esatti, ma 
permette di capire qualitativamente le principali proprietà delle oscillazioni 
autoeccitate. La figura 335 rappresenta in alto la curva di variazione della 
tensione di griglia W, ed in basso la curva a gradini A(f) per la corrente ano- 
dica A. La derivata (4 è dappertutto nulla ad eccezione di certi punti nei 


Vg 


/N_SDN_LN_[N 
\/A \K \K{ \Kt 


n97 





Fig. 334. Fig. 335. 


quali 4 varia bruscamente. Formalmente in questi punti la derivata A è in- 
finita, ma in realtà la funzione .A(f) è dappertutto continua e derivabile. I 
punti di discontinuità devono essere sostituiti dai piccoli intervalli di tempo 
7 durante i quali la corrente anodica varia bruscamente di una quantità 
A/A = + Aela derivata.4 è molto grande in valore assoluto. Queste varia- 
zioni della corrente anodica determinano dei salti A/ della corrente nel cir- 
cuito oscillante. Per calcolare A/ è sufficiente integrare (133.7) su uno di 
questi intervalli di tempo 7. Dato che i valori di / e di g restano finiti, in 
questa integrazione essi non apportano, al limite, nessun contributo e si 
ottiene 


LA/= —- MAA,. (133.8) 


I salti di corrente A? sono analoghi alle spinte di breve durata che agiscono 
su un sistema oscillante. Se M < 0, queste spinte rafforzano le oscillazioni 
e se M > Q le indeboliscono. Tra due spinte consecutive il sistema esegue 
oscillazioni libere smorzate. Poniamo M < 0 e supponiamo che, prima di 
una certa spinta, l'ampiezza delle oscillazioni di corrente nel circuito oscil- 
lante sia uguale a .4. Dopo la spinta essa subisce un incremento 
|A] = |MAA/L| = |MA4/L| e diventa uguale a A=%k+ 
+ |M4/L |. Prima della spinta successiva l'ampiezza delle oscillazioni è 
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uguale a 


MA, e7 yT/2 
L , 


dove y = R/(2L) e 7 è il periodo delle oscillazioni. Se 4 > 4 l’ampiezza 
delle oscillazioni è crescente, mentre prenderà un valore stazionario quando 
A =. Questo valore è 





G= AT = (44 








(133.9) 


La figura 336 illustra l'andamento delle oscillazioni in regime stazionario 
(delle oscillazioni autoeccitate). Per via dell’esistenza dei salti e dello smor- 
zamento le oscillazioni non sono armoniche. Supponiamo tuttavia che il 
fattore di qualità Q del circuito oscillante sia molto grande, ossia yT <« 1. 
In queste condizioni i salti di corrente 7 diventeranno quasi impercepibili 
e le oscillazioni autoeccitate praticamente armoniche con ampiezza 


_ 2|MA/L| _ 20 


M 
yT T S| 


I (133.10) 








È evidente che nei generatori a tubi termoionici reali, le cui caratteristiche 
sono delle curve monotone, non si produce alcun salto brusco, in modo tale 
che /e oscillazioni sono continue benché non del tutto sinusoidali. 


4%, 


Fig. 336. 


4. Attualmente per la generazione e l’amplificazione di oscillazioni sinu- 
soidali e non, si usano con successo, al pari dei tubi elettronici, dispositivi 
a semiconduttore che possiedono tutta una serie di vantaggi indiscutibili ri- 
spetto ai tubi elettronici. I dispositivi a semiconduttori, non avendo il cato- 
do incandescente, consumano una potenza relativamente meno grande. Essi 
non richiedono il vuoto che può deteriorarsi durante il funzionamento del 
tubo. Per questo motivo essi hanno una durata più lunga e sono più sicuri 
dei tubi elettronici. Grazie alle loro piccole dimensioni essi sono insostitui- 
bili in molti schemi radiotecnici, per esempio nei calcolatori elettronici. Tut- 
tavia i dispositivi a semiconduttori non sono senza inconvenienti (variazio- 
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ne delle proprietà dei semiconduttori con la temperatura, complicazione dei 
circuiti dovuta alla loro piccola impedenza d’entrata, rumori, provocati dai 
cambiamenti casuali di percorso delle correnti all’interno delle resistenze). 
Ed è per questo che ogni volta che le dimensioni ed il peso non hanno un 
ruolo determinante, si dà la preferenza ai tubi elettronici a vuoto ed a gas. 
Senza fermarci a tutte queste questioni che riguardano l’elettrotecnica, ci li- 
miteremo a delle brevi osservazioni. 

Per amplificare e generare oscillazioni elettriche si utilizzano dei disposi- 
tivi a semiconduttori contenenti non due elettrodi (come nei raddrizzatori), 
bensì tre e più elettrodi. Esaminiamo il triodo a semiconduttore (transistor), 
contenente tre elettrodi. Il triodo è costituito da un cristallo di germanio o 
di silicio, nel quale per drogaggio di donatori ed accettori si creano tre zone 
con i seguenti tipi di conducibilità che si alternano: quella elettronica e 
quella per buche. Esistono due tipi di transistor. Nei transistor n-p-n (fig. 
337,a) le zone estreme presentano una conduzione elettronica, mentre la zo- 
na media (base) presenta quella per buche. Nei transistor p-n-p (fig. 337,b) 
al contrario, è la base che possiede una conducibilità elettronica, mentre le 
zone estreme possiedono quella per buche. Il cristallo è dotato di elettrodi 
metallici corrispondenti, con l’aiuto dei quali il transistor si inserisce nel 
circuito. 





a) Fig. 337. 0) 


Il campo di contatto E; che si stabilisce nelle due giunzioni è diretto da/ 
semiconduttore n verso il semiconduttore p (cfr. $ 108). Il senso del campo 
E; corrisponde d//a polarizzazione nel senso diretto ed il senso opposto cor- 
risponde alla polarizzazione nel senso inverso. Inseriamo il transistor nello 
schema di cui alla fig. 337,a. La parte del dispositivo che è polarizzata nel 
senso diretto è l’emettitore, e quella che è polarizzata nel senso inverso è il 
collettore. La larghezza della base intermedia è sempre piccola e non deve 
oltrepassare qualche um (fino a 2-3 decine di um). La corrente elettrica nel- 
l’emettitore (fig. 337,4) è dovuia soprattutto allo spostamento degli elettro- 
ni, che sono così i portatori di carica maggioritari. Questi elettroni attraver- 
sano la giunzione n-p di sinistra e penetrano nella base; sotto l’azione del 
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campo elettrico E gli elettroni si spostano attraverso la base verso il colletto- 
re. Lo spessore della base deve essere sufficientemente piccolo affinché la 
maggior parte degli elettroni arrivi fino al collettore. Dopo aver attraversato 
la giunzione p-n di destra gli elettroni si trovano nel collettore dove essi sono 
già in qualità di portatori maggioritari. Così essi modificano la corrente nel 
collettore. Gli stessi ragionamenti sono validi anche per la figura 337,b (solo 
che il ruolo degli elettroni sarà svolto da buche positive). Quindi qualsiasi 
variazione di corrente nel circuito dell’emettitore dà luogo ad una variazio- 
ne di corrente nel circuito del collettore. Da questo punto di vista il transi- 
stor si comporta come un triodo a vuoto, dove l’emettitore funziona da ca- 
todo, il collettore da anodo e la base da griglia. 


$ 134. Oscillazioni di rilassamento 


La figura 338,a rappresenta la caratteristica corrente-tensione di una 
lampada al neon (cfr. $ 117). Questa caratteristica non è lineare. Quando 
aumenta la tensione V applicata alla lampada, essa si accende per un valore 
V = V. producendo una luce rossa. Se si aumenta ancora la tensione appli- 
cata, la corrente che attraversa la lampada cresce lungo la curva AB. Se si 
diminuisce ora la tensione nell’ordine inverso, la lampada si spegne ad un’al- 
tra tensione Vi < V.. I valori V2 e Vi sono chiamati rispettivamente poren- 
ziali di accensione e di estinzione. 


to 4 


Ku 
a) 





Fig. 338. 


Inseriamo la lampada al neon nel circuito rappresentato in figura 338,b. 
La resistenza R deve essere molto grande e la forza elettromotrice € della 
batteria deve essere superiore a V2. Quando si chiude il circuito il condensa- 
tore comincia a caricarsi. La tensione ai capi del condensatore C (uguale 
alla tensione V applicata alla lampada al neon) crescerà secondo la legge 


V=€(1- e, 
dove 7 = RC (cfr. $ 48). Quando questa tensione raggiungerà il valore V., 
la lampada si accenderà e sarà attraversata da una corrente. Dato che la sua 


resistenza diventerà praticamente nulla, il condensatore comincerà a scari- 
carsi con molta rapidità (quasi istantaneamente) attraverso la lampada. 
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Quando la tensione ai capi del condensatore scende fino al valore Vi, la 
lampada si spegne e non circola più corrente. A partire da questo momento 
comincerà di nuovo la carica del condensatore, finché il potenziale V non 
raggiungerà il valore V2. La lampada si accenderà nuovamente e comincerà 
una nuova scarica del condensatore. Questo processo continuerà periodica- 
mente con periodo 


La dipendenza della tensione V dal tempo è rappresentata nella figura 338,c 
in tratto pieno (a dente di sega). Se il periodo 7 delle oscillazioni è uguale 
o superiore a circa 1 secondo, si vedranno dei brevi lampi di luce separati 
da pause prolungate. Se si diminuiscono AR o C, si può ottenere un periodo 
T più breve, e quindi non si vedranno più dei bagliori successivi. Nel caso 
in considerazione le oscillazioni autoeccitate appaiono perché esiste un de- 
terminato tempo di smorzamento (o tempo di rilassamento) del circuito 
r = RC. Per questa ragione le oscillazioni di questo genere sono state chia- 
mate oscillazioni di rilassamento. 





Q) 


Fig. 339. 


I segmenti della curva a dente di sega, rappresentata nella fig. 338, non 
sono rettilinei. Per numerose applicazioni, in particolare negli oscillografi . 
a raggi catodici, ci vogliono delle variazioni di tensioni a dente di sega con 
denti rettilinei, cioè la tensione in ogni dente deve variare in funzione del 
tempo secondo una legge lineare. Ciò può essere ottenuto inserendo nel cir- 
cuito, oltre alla lampada al neon, un secondo elemento non lineare, ad 
esempio un tubo elettronico (triodo o meglio pentodo) com'è indicato nella 
fig. 339,a. Il tubo sarà allora attraversato da una corrente anodica A = q 
praticamente indipendente dalla tensione anodica. Quindi durante il carica- 
mento del condensatore la sua carica deve variare in funzione del tempo se- 
condo una legge lineare: g = At + cost. Secondo la legge lineare varierà 
anche la tensione ai capi del condensatore C (uguale alla tensione applicata 
alla lampada al neon). Per questo motivo al posto della curva 338,c si otter- 
rà una curva analoga, ma con denti rettilinei (fig. 339,D). 
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$ 135. Eccitazione parametrica delle oscillazioni 


1. Ammettiamo che, con l’aiuto di un meccanismo adeguato (per esem- 
pio un motore elettrico) si faccia variare periodicamente l’induttanza L o 
la capacità C (o entrambe) di un circuito oscillante. Le oscillazioni libere di 
un tale sistema sono espresse tramite l’equazione 


d® qQ_ 
di +RI+ los (135.1) 
O 
d dq dq q_ 
en (1 i 1) +R —— 7 + c-= 0 (135.2) 


(cfr. $ 122). Se R = cost questa è una equazione differenziale lineare a coef- 
ficienti periodici; se R è funzione della corrente 7 questa equazione diventa 
non lineare. Una equazione analoga descrive il moto del sistema meccanico 
noto con il nome di a/ta/ena. La persona che si trova sull’altalena modifica 
periodicamente i parametri del sistema elevando ed abbassando successiva- 
mente il centro di massa del proprio corpo. In determinate condizioni tutti 
i sistemi di questo tipo diventano instabili, una deviazione fortuita dallo 
stato di equilibrio provoca l’apparizione e l’accrescimento delle oscillazioni. 
Dato che questo effetto è determinato dalle variazioni dei parametri del si- 
stema, si dice che si tratta di una eccitazione parametrica delle oscillazioni 
e le oscillazioni risultanti sono dette parametriche. 

Per trovare le condizioni d’eccitazione delle oscillazioni parametriche si 
devono studiare le soluzioni delle equazioni differenziali lineari a coeffi- 
cienti periodici. La risoluzione di queste equazioni costituisce sovente un 
problema matematico arduo e generalmente non si riesce a trovare una solu- 
zione in forma analitica. D’altronde le equazioni lineari permettono di de- 
terminare solo le condizioni d'eccitazione delle oscillazioni; la questione 
della stabilizzazione della loro ampiezza stazionaria non può essere risolta, 
poiché a grandi ampiezze le equazioni differenziali diventano essenzialmen- 
te non lineari. Esaminiamo solo l’eccitazione delle oscillazioni parametriche 
nel caso semplice, in cui i parametri del sistema variano bruscamente ad un 
dato istante e restano costanti negli intervalli. Si può, per esempio, ad inter- 
valli uguali, allontanare ed avvicinare con molta rapidità le armature di un 
condensatore piano o allungare e comprimere una spirale che serve da « bo- 
bina di autoinduzione » di un circuito oscillante; si realizzeranno così delle 
variazioni brusche delle grandezze C e L. Quando si dice « molto rapida- 
mente » o « bruscamente » si intende che la carica q del condensatore non 
varia praticamente durante il tempo At di variazione dei parametri. Ne ri- 
sulta che, durante lo stesso intervallo di tempo 47, il flusso magnetico ® at- 
traverso la bobina di autoinduzione resterà anch’esso costante. In effetti, in- 
tegrando per parti l'equazione (135.1) rispetto al tempo Af si ottiene 
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t+Af t+ At t+ At 


d® d gi = 
SE | Rat+ | ga=o, 
t 


t t 


e se la resistenza AR è costante 


A® + RAq + (La = 0. 
Dato che per ipotesi la variazione Ag della carica durante il tempo Af è del 
tutto trascurabile, e la carica g resta finita, risulta dall’ultima relazione che 
A® = cost se si fa tendere Af a zero. Questo risultato resta valido anche nel 
caso in cui R dipenda dall’intensità della corrente. 

2. Dopo queste osservazioni, consideriamo un circuito oscillante e co- 
minciamo a modificare, rapidamente ed a intervalli regolari, l’induttanza L 
del circuito, lasciando fissa la capacità C. L’induttanza prenderà così due 
valori; indicheremo con Li il più grande e con L): il più piccolo di essi..I 
valori corrispondenti della frequenza propria del circuito oscillante saranno 
indicati con wi = 1/V LiC e w2= 1/VL2C . I periodi delle oscillazioni 
proprie sono 7; e 72. Porremo per semplificare che la resistenza ohmica sia 
nulla. Il circuito è sempre percorso da correnti eccitate da azioni esterne for- 
tuite o risultanti da fluttuazioni termiche. Poniamo che all’inizio L = Li. 
Nell’istante in cui la corrente che circola nella bobina ha il suo valore massi- 
mo Ao e la carica del condensatore è uguale a zero, diminuiamo l’induttan- 
za dal valore Li fino al valore L2. Dato che il flusso magnetico resta costan- 


. L . 
te, la corrente aumenterà fino al valore 4o = F- Ao. A partire da questo 
2 


istante cominceranno le oscillazioni libere della corrente 7= Ao cos waf. 
Dopo un tempo f = 72/4 la corrente 7 diventa nulla ed in questo istante 
aumentiamo l’induttanza L fino al suo valore iniziale L1. Siccome durante 
questa brusca variazione di induttanza nessuna corrente circola nella bobi- 
na, l'ampiezza delle oscillazioni resta la stessa, ma la loro frequenza deve 
variare. Le oscillazioni di corrente verificano l’equazione 7 = 4o sin wit. 
(Conveniamo di individuare ogni volta il tempo ? a partire dall’ultimo stato 
dell’induttanza.) Nell’istante f = 71/4, quando la corrente raggiunge il suo 
valore massimo Ao, riduciamo nuovamente l’induttanza da Li fino a L.. 
In conseguenza l’ampiezza delle oscillazioni prende il valore 
o = (Li/La)4o = (Li/L2)* Ao. Continueremo a modificare così l’indut- 
tanza diminuendo L ogni volta che la corrente raggiunge il suo valore massi- 
mo ed aumentandola quando la corrente scende a zero. L'ampiezza delle 
oscillazioni aumenterà allora indefinitamente secondo la progressione 


geometrica 
Li Li \? 
— 1 AT 7 e è. è , 
Ao Av + La + (1) t | 
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malgrado che il sistema non contenga alcuna fonte di corrente o di tensione. 
Una tale eccitazione delle oscillazioni è chiamata risonanza parametrica. 
Questo tipo di risonanza appare quando i parametri del sistema variano con 
una frequenza doppia della frequenza propria di questo sistema. Ma è facile 
vedere che una risonanza parametrica si manifesta anche se si diminuisce 
la frequenza di variazione dei parametri di 2, 3, .. . volte. Main questo ulti- 
mo caso la risonanza sarà meno intensa. 

Si osserverà un fenomeno del tutto analogo se si farà variare bruscamen- 
te e con lo stesso periodo la capacità del condensatore. Durante le variazioni 
di capacità, la carica q del condensatore resta costante ed è la tensione V 
ai suoi capi che varia: V = 9/C. Nell’istante in cui la carica assume il valore 
massimo, occorre diminuire C per aumentare la tensione V. Nell’istante in 
cui gq arriva a zero, si deve restituire a C il suo valore iniziale. In conseguenza 
le oscillazioni della tensione V si rafforzano ad ogni variazione della capaci- 
tà C e la loro ampiezza cresce secondo una progressione geometrica. 

3. Questi risultati si interpretano facilmente anche da/ punto di vista 
energetico. L'energia del condensatore è W. = g°/(2C) e quella della bobina 
è Wmn = ®°/(2L). Per eccitare delle oscillazioni parametriche si deve dimi- 
nuire C nell’istante in cui la carica del condensatore raggiunge il suo valore 
massimo e diminuire L quando l’intensità della corrente che percorre il cir- 
cuito è massima. Durante questè variazioni l’energia elettrica e magneti- 


ca aumentano rispettivamente di AW,= q°A (de e di AWm= 
= DA (4) . Si deve far riprendere a C e L il loro valore iniziale negli 


istanti in cui qg e ® si annullano, perché in questo caso le energie elettrica 
e magnetica restano costanti. Ciò significa che si inietterà periodicamente 
dell’energia nel sistema oscillante con una intensificazione delle oscillazioni. 
Per capire bene che l’energia elettrica del condensatore aumenta quando si 
diminuisce la sua capacità, è sufficiente considerare un condensatore piano. 
Forze d’attrazione coulombiane agiscono tra le armature del condensatore; 
quando queste vengono allontanate, la capacità del condensatore diminui- 
sce e si fornisce lavoro contro queste forze. È proprio questo lavoro che fa 
crescere l’energia del condensatore. Un effetto analogo si manifesta nel caso 
di una spirale in filo elettrico percorso da una corrente. Quando si allunga 
la spirale, diminuisce la sua induttanza L e si fornisce simultaneamente del 
lavoro contro le forze d’Ampère di attrazione tra le sue spire. Si produce così 
un lavoro esterno positivo che serve ad aumentare l’energia magnetica della 
corrente. 

Le stesse considerazioni si applicano alle oscillazioni di una altalena. Per 
mostrarlo consideriamo un pendolo semplice oscillante, sospeso ad un filo 
la cui estremità superiore passa attraverso un piccolo orifizio in un asse fis- 
so. Accorciamo il filo ogni volta che il pendolo passa per la sua posizione 
d’equilibrio ed allunghiamolo di altrettanto ogni volta ch’esso passa per la 
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sua posizione estrema. Nel primo caso si fornisce al pendolo un lavoro posi- 
tivo, fornendogli così dell’energia, e nel secondo caso, essendo il lavoro 
esterno negativo, si toglie al pendolo una certa energia. Tuttavia il lavoro 
positivo è più grande in valore assoluto del lavoro negativo perché la tensio- 
ne del filo è massima, quando il pendolo passa per la sua posizione media, 
e oltre ad equilibrare il peso del pendolo, deve comunicargli anche una acce- 
lerazione. Al contrario, nelle posizioni estreme, la tensione del filo è minima 
poiché in queste posizioni essa deve equilibrare solo la componente del peso 
diretta lungo il filo di sospensione. Quindi se le variazioni di lunghezza del 
filo sono uguali, la forza di tensione produce un lavoro più grande nella po- 
sizione media che nelle posizioni estreme del pendolo. In conseguenza il 
pendolo riceverà nella posizione media più energia di quanta ne restituirà 
nelle posizioni estreme. Per questa ragione le oscillazioni saranno parame- 
tricamente intensificate. Una persona che si dondola sull’altalena si com- 
porta come un pendolo: si accorcia nelle posizioni estreme e si distende nel- 
la posizione centrale. 
4. L’esistenza di una resistenza ohmica in un circuito oscillante non crea 
nessuna difficoltà fintantoché essa resta costante. C’è solo da tener presente 
che, tra gli istanti di variazione dei parametri, le oscillazioni libere sono ora 
smorzate. Se le perdite d’energia determinate dallo smorzamento sono infe- 
riori all’energia che è comunicata al sistema durante lo stesso intervallo di 
tempo, le oscillazioni saranno intensificate e la loro ampiezza aumenterà se- 
condo una progressione geometrica. Quindi se il sistema fosse sempre rego- 
lato da una equazione differenziale lineare e se le condizioni energetiche di 





cui sopra fossero soddisfatte, l'ampiezza delle oscillazioni dovrebbe aumen- 
tare fino alla « rottura » del condensatore o dell’isolamento dei fili di con- 
nessione. La teoria fondata su delle equazioni differenziali lineari a coeffi- 
cienti periodici non permette di spiegare l’esistenza delle oscillazioni para- 
metriche permanenti. Per ottenere delle oscillazioni d’ampiezza permanenti 
si deve inserire nel circuito dei conduttori a caratteristica non lineare, per 
esempio una bobina a nucleo di ferro, delle lampade ad incandescenza, ecc. 
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Le equazioni differenziali diventano allora non lineari e la loru risoluzione 
permette di trovare anche le condizioni d’eccitazione di oscillazioni perma- 
nenti, nonché le loro ampiezze. 


5. Tutte queste considerazioni sono confermate dall’esperienza. In figura 340 è rappresenta- 
ta la macchina parametrica a capacità di L.I. MandelStam e N.D. Papalexi. Il condensatore 
della macchina è costituito da due sistemi di rivestimenti — uno fisso (statore) e l’altro mobile 
(rotore). Lo statore è costituito da 26 piastre d’alluminio quadrate con delle tacche disposte 
in modo simmetrico, mentre il rotore è costituito da 25 piastre rotonde in alluminio con delle 
tacche identiche a quelle dello statore. Con l’aiuto di un motore elettrico si mette in rotazione 
il rotore con una velocità fino a 4000 giri al minuto. La capacità del condensatore varia periodi- 
camente, e si riesce ad eccitare così delle oscillazioni parametriche della corrente. Per rendere 
il sistema non lineare, si inserisce in parallelo con il condensatore una catena di sei lampade 
al neon. In questo caso la tensione ai capi del condensatore è stabile e raggiunge 600-700 volt. 
Se si sopprimono le lampade al neon la tensione non si stabilizza più e continua a crescere fino 
ai 2000-3000 V e si vedono allora delle scintille passare tra i rivestimenti del condensatore. Si 
possono realizzare degli esperimenti analoghi con una « macchina ad induttanza » nella quale 
si fa variare periodicamente l’induttanza del circuito. 


$ 136. Teoria del trasformatore 


1. Un trasfomatore è costituito da due avvolgimenti, il primario ed il se- 
condario, avvolti su un nucleo comune di ferro (fig. 341). Le equazioni delle 
oscillazioni di un tale sistema sono del tipo 


RA=€- è, R,5=- (136.1) 


dove l’indice 1 indica le grandezze che si riferiscono all’avvolgimento prima- 
rio, e l’indice 2 indica le grandezze relative al secondario. Per semplificare 





trascureremo le fughe di flusso magnetico attraverso il nucleo di ferro del 
trasformatore. In questa approssimazione 


—_— = — (136.2) 


dove n; e n. indicano i numeri di spire degli avvolgimenti primario e secon- 
dario. Scrivendo questa relazione nella forma n1®. = md; e differenzian- 
dola rispetto al tempo, si constata che le derivate del flusso magnetico 
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verificano una relazione identica: 

di ni 

è, mo 
Questo permette di eliminare i flussi magnetici tra le equazioni (136.1). 
Quindi si ottiene 


RA — si R5=€ (136.3) 
2 


Quest’ultima equazione mostra che la presenza dell’avvolgimento seconda- 
rio modifica la corrente che circola nel primario. Tuttavia la sola equazione 
(136.3) non è sufficiente per calcolare le due grandezze sconosciute .A ed 
4. Per stabilire una seconda equazione supponiamo che il trasformatore 
sia perfetto, ossia che il suo circuito magnetico non sia ferromagnetico. (Nei 
trasformatori reali certamente non è così.) In questo caso la relazione tra 
i flussi magnetici e le correnti sarà lineare: | 

Di = LiA + Li24, 

D, = LA +L34, 
dove Li è l’induttanza del primario, L. quella del secondario, e L12 = Z21 
è il coefficiente dell’induttanza mutua dei due avvolgimenti. Tenendo conto 
di (136.2) qualunque siano le correnti A ed 4, la relazione seguente è 
verificata: 


n2(LyA + L134) = M(L2/4 + L34). 


Identificando i coefficienti di.A ed 4 si trova 
mLa = ml, mLia=mla2, (136.4) 
e perciò 
LiaLa = Lala. (136.5) 
Se si utilizza ancora il teorema di reciprocità (L12 = L21) si ottiene 
Li2= La = VLiLa. (136.6) 
Il sistema di equazioni (136.1) può ora scriversi 
RA=€-LA-NLiL, A, 


. . 136.7 
Rr5 = — VNLiLa A - L354. | 


Se supponiamo che la forza elettromotrice €’ vari nel tempo in modo si- 
nusoidale, ossia € — e’ le equazioni delle oscillazioni in regime stazionario 
saranno 


(Ri + iwLia)4 + iuVvLiL2z 4 = 6, 136.8 
iwvLiLa A + (R2 + iwL2) 54 = 0. ( ” 
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Perciò 


Ryo pc 
RiR2 + iw(L\R2 + LR) (136.9) 


_ — iwV LiLa 
A RiR. + io(LyR. + LaR1) 
Queste formule risolvono il problema del trasformatore. Nel caso prati- 
camente importante in cui la resistenza ohmica R; sia piccola rispetto alla 
reattanza induttiva wL1, si può trascurarla, ottenendo 


A = 


 iwLiR ° 
n (136.10) 


Quest’ultima relazione tiene conto del fatto che l’induttanza dell’avvol- 
gimento è proporzionale al quadrato del numero di spire. Questa formula 
rende chiara l’idea principale del trasformatore. Se la resistenza R, fosse col- 
legata direttamente alla fonte di f.e.m. € la corrente sarebbe uguale a 67 R.. 
Il trasformatore aumenta questa corrente di n2/n; volte o la diminuisce di 
n1/n. volte. Si esprime generalmente questo risultato in modo un po’ diffe- 
rente. La quantità V. = R,4 rappresenta la caduta di tensione sulla resi- 
stenza R., e viene detta tensione ai capi del secondario. Dalla seconda for- 
mula (136.10) risulta 


V=-Le (136.11) 
ni 
Il trasformatore eleva la tensione di n2/n; volte o l’abbassa di n1/n. volte, 
e questo determina l’aumento o la diminuzione della corrente nella resisten- 
za R.. 
2. Per calcolare la corrente 4 è più comodo utilizzare il diagramma vet- 
toriale (diagramma di Fresnel). Consideriamo solo il caso in cui R; = 0. La 
prima equazione (136.8) diventa 


LA +VLL 4 = cd. 


Se R. = 0, siha 4 =0. In questo caso la corrente nel circuito primario 
è chiamata corrente a vuoto del trasformatore. Indichiamola con .4. Nel 
caso in considerazione (R; = 0) .4 = é(iwL1), di conseguenza L1A4 + 


+ VLiLa 4=L%h 0 
ni+n454= ni. (136.12) 


La corrente a vuoto 4 = — ié7/(wL) è in ritardo di 7/2 sulla tensione. Se 
si rappresenta su un diagramma vettoriale la tensione con un segmento oriz- 
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zontale orientato verso destra, la corrente a vuoto <A sarà rappresentata da 
un segmento diretto lungo la verticale discendente (fig. 342). Secondo 
(136.10) la corrente 4 sarà rappresentata, su questo diagramma, da un seg- 
mento orizzontale orientato verso sinistra. Anziché riportare sul diagramma 
la corrente stessa, è preferibile riportare il prodotto di questa corrente per 
il numero di spire corrispondenti (numero di ampere-spire). Secondo 
(136.12), la quantità n.4 sarà rappresentata da un vettore che è uguale alla 
differenza geometrica dei vettori nx14 e n3 4. Se il carico del trasformatore 


No 6 





Fig. 342. 


aumenta (ossia se la resistenza R. diminuisce) la corrente.4 aumenta come 
indicano le formule (136.10). La corrente A aumenta anch’essa, ma dato 
che la corrente a vuoto non varia, dalla figura 342 risulta che lo sfasamento 
« tra la corrente A e la tensione é deve diminuire. Ciò conduce all’aumento 
della potenza consumata. 

3. Calcoliamo la potenza elettrica media Py nel circuito primario. Po- 
nendo che la resistenza Ri; sia qualunque, scriviamo la corrente A nella 
forma 


Si determinano con facilità le costanti a, db, c, d, identificando questa for- 
mula con (136.9). Moltiplicando il numeratore ed il denominatore per 
C — id, si ottiene 
(ac + bd) + i(bc — ad) 
“IZ ZE TT È. 
e“+d 


Il coseno dell’angolo di sfasamento tra A ed £° è 


A 


cos gp = ++ O O 
| (ac + bd) + i(bc — ad)| 
la potenza media è 
_1 _1 ac+ bd 2 
Portiamo in questa espressione i valori dei coefficienti a, d, c e d ed introdu- 
ciamo il rapporto della reattanza induttiva del circuito alla resistenza ohmi- 
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ca corrispondente 








_ Lx 
Qk = Ri (136.13) 
Quindi si ha 
1 1+az(a1+a2) |&|? 
Po = — —_______—____- , 136.14 
° 2 1+(0+a2) Ri ( 
teg= — tt (136.15) 


1+a2(01 + a2) 


La fase della corrente ritarda su quella della tensione di un angolo gl. 
La potenza media dissipata nel circuito primario sarà P, = 1/2R1|A|” 
e nel circuito secondario P; = 1/2R2|.4|?. Il calcolo dà 





1+0a3 |GI ” 1 2102 |A? 
pro Lt A p1_ ee _ dA 
1+(a1+ a2) Ri 2 1+ (a1 + 2) Ri 
(136.16) 


Quindi Po = P; + P., il risultato è corretto. Se i parametri del circuito pri- 
mario (6 Ri, a1) sono mantenuti costanti, la potenza P; dissipata nel circui- 
to secondario è massima quando a2 = Vaî + 1 0, in modo approssimato, 
quando a2 = a; perché nei casi praticamente importanti a1 ®» 1. Il valore 
massimo di P, è approssimativamente uguale a 


1 |C|° 





(136.17) 


La potenza della corrente nel circuito primario è allora uguale a Po = 
_1 101° 
4 Ri 
trasformatore è uguale solo al 50%. Nel caso generale il rendimento è defi- 


nito dalla formula 


, ossia due volte più grande. Quindi il rendimento del 





__P. A102 
"= Po + az(01+ 0) (136.18) 


dove a1 è fisso; il rendimento sarà massimo per a. = 1 ossia quando la resi- 
stenza ohmica del circuito secondario è uguale alla sua reattanza induttiva. 
(03) 
a: + 2 
ha nmax = 1. La potenza consumata nel circuito secondario. è allora 


Il rendimento massimo corrispondente è max = . Se ai» l, sì 


2 2 
p,=1 16° .1 6 p, (136.19) 
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La potenza a vuoto del trasformatore Pf” si deduce da (136.14) ponendovi 
a2 = 0, ciò che dà 








| | 6]? | E}? 
PO = = , 136.20 
2a +1) Ri 2a3Ri ( 


Da = enna (1 + aî)= 1a. (136.21) 
1 2 


Le formule approssimate sono sempre stabilite ponendo a1 > 1. L'ultima 
formula suppone inoltre che a1 > «2. (affinché il rendimento sia grande). 
Quando la potenza P; è massima, a1 = a e si trae da (136.21) 
Po 2 af 
PO 2° 
Questo risultato mostra che se il trasformatore è caricato fino alla sua po- 
tenza massima, la potenza della corrente nel circuito primario aumenta di 
aî/2 volte in rapporto alla potenza a vuoto; nel caso di un carico che assicu- 
ra il rendimento massimo (a. = 1) la potenza del circuito primario aumenta 
di a; volte. 

4. Si utilizzano i trasformatori non solamente per elevare o abbassare 
una tensione alternata, ma anche per assicurare il trasporto dell'energia elet- 
trica a grande distanza. Per studiare questo problema consideriamo i due 
trasformatori accoppiati, i cui parametri sono indicati in figura 343. Scri- 
viamo le equazioni delle oscillazioni elettriche in questi due trasformatori: 


RA =€-LA-NLiLa 4, 
RA = - VLl: A-L,5- Li5A-VLiL3 A, (136.23) 
RA = - VLIL3 4- LA. 


(136.22) 


Per alleggerire le formule supponiamo che la resistenza ohmica AR; sia molto 
piccola: Ri = 0. Se la forza elettromotrice € è sinusoidale, otteniamo in re- 
gime stazionario 


_ (a203 — 1) — i(a2 + az2+0a3) € 





A odt+t+az-i wLi ° 
L; a3z—- i 4 
= - ni, 136. 
Li az+a3z- i Ri (136.24) 
4= | d a d 





Li Li ai+az-i R° 


dove abbiamo utilizzato le seguenti indicazioni 


o = LL oi = LL ci = LP 
2 Ri ’ 27 R, ’ 3 R; . 











(136.25) 
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R. indica qui la somma delle resistenze del circuito secondario del primo 
trasformatore, del circuito primario del secondo trasformatore e dei fili di 
connessione. Se R,= 0, si ha af = co esi deduce dall’ultima formula 
(136.24) che 





—_ — = —-———. 136.2 
Li L° Ri n, nz R3 | 9) 
Il significato di questa formula è evidente. Il primo trasformatore eleva la 
tensione di r2/n; volte mentre il secondo di n3/n3} volte in modo tale che la 


. . n n . 
tensione all’uscita del secondo trasformatore è uguale a —° Sidi é. Se i tra- 
ni MN? 
sformatori sono identici (1 = #3, n2 = nz), siha 4 = &/R.. All’uscita del 





Fig. 343. 


secondo trasformatore la corrente 4 è allora la stessa che si avrebbe se la 
sorgente della tensione fosse collegata direttamente alla resistenza R3. 
La potenza della corrente nel circuito primario è 


1 a203(02 + 3) + a2 | e] 2 





32 (+ +1 ol (136.27) 
Le potenze assorbite sono uguali rispettivamente a 
P, = 0, 
2 2 
P, = 3 TIT al , (136.28) 
p,=1__ 020503 la°. 
2 (a4+a3)+1 Li 


Se R. = 0, si ha a2 = 0, a} = ©, con &2/03 = L2/L;, ossia a. ed aj 
sono infiniti dello stesso ordine. Quindi P. = 0, P3 = Po. Tutta l’energia: 
prodotta nel circuito primario è distribuita, senza perdite, al consumatore. 

Se tutti i parametri di tutti gli avvolgimenti, ad eccezione dell’ultimo, so- 


no costanti, la potenza assorbita P3 è massima per a3 = V1 + ai”, o ap- 
prossimativamente per 03 = «2. Quindi 


2 
Pamax = SEA (136.29) 
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Dato che la stessa potenza è dissipata nella linea di trasporto, il rendimento 
è solo del 50%. Nel caso generale il rendimento 


P; ataz 
= —_— = —— —_ 136.30 
"°° Po 1+a3z(a3 + a3) ( 


diventa massimo per a3 = 1. Tenendo conto che a} » 1 il rendimento mas- 
simo è uguale approssimativamente a )max = 1. In questo caso 





pr= ga odtonti |A? 02 |A 
°° 2 (od+03)+1 Li Dal Li ” 
(136.31) 
poco ag le IA _p 
= TITTI 77 = Io. 
2 (a2+a3zY+1 wli 2a} wLi 
Ed infine la: potenza a vuoto del trasformatore (a3 = 0) è 
o_1_ a JA 1 a JA 136 
Pi 21+04? Li 2 at} vl (136.32) 
Quindi in condizioni di rendimento massimo 
P; , 
PO = 2. (136.33) 


$ 137. Oscillazioni a due gradi di libertà 


1. Vogliamo esaminare ora le oscillazioni elettriche in due circuiti oscil- 
lanti accoppiate per induttanza (fig. 344). Supponiamo che non ci siano né 
resistenze ohmiche, né forze esterne che agiscano sul sistema (oscillazioni 
libere). Dato che le oscillazioni in un circuito esercitano un’influenza sull’al- 
tro, esse sono chiamate oscillazioni dei circuiti accoppiati. Queste oscilla- 
zioni sono descritte dalle equazioni differenziali 


È +L5+L5=0, 


0. (137.1) 
 +L5A+Lx5=0, 
Ci 
O 
L1Ò, + L120, + =— d_ , 
(137.2) 


La Ò1 + Lab + e = 0. 
2 
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Risolvendo queste equazioni rispetto alle derivate, si scrivono nella forma 
Ò; + 01101 + 0120. = 0, 


_ (137.3) 
O» + 2101 + 4220» = 0 
dove si utilizzano le seguenti notazioni 
a = la a 412 = — he 
1 Ci(LiLa — LoL) Ca(L1La — LizL21) 
(137.4) 
a = — da 022 = a 
21 Ci(LiL2 _ L12L21) ° C2(LiL2 7 L12L21) 
ZL L 





Fig. 344. Fig. 345. 


Prima di proseguire il nostro studio consideriamo due circuiti oscillanti, 
che possiedono però un accoppiamento capacitivo (fig. 345). In questo caso 


Oi 0 

T—+E+L4i4=0, 

0, Cc‘ (137.5) 
Q _ 

Io MI ca 


Differenziando queste equazioni rispetto al tempo ed osservando che 
S= A+4,00= 0: + @. si ottiene 
A + 114 + 125 = 0, 


_ (137.6) 
A + 2/4 + 42575 = 0, 
dove abbiamo introdotto le seguenti notazioni 
- I (1 ,L -_1_ 
d11 = Li (È + b): 412 LiC ’ 
(137.7) 


__1 _1 (1,1 
217 DC d22 Li (È +0). 
Vediamo che le oscillazioni nei due sistemi sono descritte da sistemi d’e- 


quazioni differenziali lineari di secondo ordine a coefficienti costanti dello 
stesso tipo. Si ottengono equazioni di questo stesso tipo nello studio: delle 
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piccole oscillazioni di sistemi meccanici a due gradi di libertà, per esempio 
di due pendoli accoppiati. È opportuno quindi esaminare tutte queste oscil- 
lazioni nel loro insieme. Per questo motivo non staremo a concretizzare un 
sistema oscillante, bensì supporremo solo che la sua configurazione sia de- 
terminata da due coordinate qualsiasi x; e x2, che verificano il sistema di 
equazioni differenziali 


Xi + d11X1 + 012% = 0, 
(137.8) 
X2 + @2:X1 + 422X2 = 0, 


dove air sono coefficienti costanti. I valori di questi coefficienti nonché il 
significato fisico delle coordinate x1 e x. devono essere precisati in ciascun 
caso concreto. 

2. Cerchiamo dapprima di trovare una soluzione particolare del sistema 
di equazioni (137.8) del tipo 


x = Ae,  x3:= Aze', (137.9) 
dove A; e A; sono delle costanti. Portando (137.9) in (137.8) si ottiene 


(G11 — w)A1 + 01242 = 0, 
(137.10) 
aiAi + (022 — w)A2 = 0. 


Questo sistema di equazioni lineari omogenee possiede una soluzione non 
nulla solo a condizione che 


2 
d117- d12 


©; mg 3° (137.11) 


Questa è una equazione di secondo grado in w?. Indichiamo le sue radici 
con wî e w}. Non è difficile dimostrare che, nel caso dei sistemi elettrici con- 
siderati prima, queste due radici sono reali e positive. Nel caso generale, in 
cui il sistema non è concretizzato, si deve imporre che le radici siano reali - 
e positive, condizione che devono verificare i coefficienti 4;x. Si trovano per 
w quattro valori: +w; e +w.. Ma l’introduzione di w negativi non apporta 
nessun elemento nuovo. Poiché i coefficienti delle equazioni (137.8) sono 
reali, dobbiamo cercare solo soluzioni reali. Ma le parti reali delle espressio- 
ni Ae'' e Ae‘! sono entrambe del tipo C cos(wi + 3), dove C e è sono del- 
le costanti arbitrarie. Ne segue che, senza pregiudicare la generalità della di- 
mostrazione, ci si può limitare alle radici positive wi e wa. 

Come si vede da (137.10), i coefficienti A1 e A. non sono indipendenti. 
Il loro rapporto è univocamente definito dai valori dei coefficienti a; e dal- 
la frequenza w: 


2 
ha = ST (137.12) 
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Ai due valori di w corrispondono rispettivamente due valori del rapporto 
h, che indicheremo con Ài e 2. Quindi abbiamo trovato due soluzioni parti- 
colari delle equazioni (137.8). 

Prima soluzione: x; = el’, x. = hie'®!. 

Seconda soluzione: x; = e'°, xx = lne!®. 

La soluzione generale è rappresentata da combinazione lineare di queste 
due soluzioni particolari con coefficienti costanti, ossia 


x = Cie! + Cel, 
| | (137.13) 
xa = hiCie'®! + haCre'®, 


dove Ci; e C; sono costanti complesse arbitrarie che determinano le ampiez- 
ze e le fasi delle oscillazioni; queste costanti vengono determinate a partire 
dalle condizioni iniziali, quindi in base ai valori di x; e x2 e delle loro deriva- 
te nell’istante f = 0. 

Introduciamo le notazioni 


t1= Cie", ta = Cel. (137.14) 
Si ottiene 
xi = È1 + È2, xa = hiti + h2E2, (137.15) 
_ hx-x% _ chi + x 
& = to-=h È, = —k=k (137.16) 


Queste relazioni mostrano che si può prendere è; e $. come nuove coordina- 
te, che definiscono la configurazione del sistema. Le coordinate è; e È. ese- 
guono delle oscillazioni armoniche rispettivamente di frequenze wi e wa. 
Queste coordinate sono chiamate coordinate normali, e le oscillazioni corri- 
spondenti sono chiamate oscillazioni normali o modi principali. Quindi nel 
caso generale /e oscillazioni di un sistema accoppiato sono rappresentate 
dalla sovrapposizione di due oscillazioni normali di frequenze wi e «2. 
3. Consideriamo un sistema accoppiato simmetrico, in cui 011 = @22, 
@12 = @21. Negli esempi citati (cfr. figg. 344 e 345) questo caso corrisponde 
all’identità dei parametri dei due circuiti oscillanti. L'equazione (137.11) si 
riduce allora a (5° — @11)? = af. e quindi 
2 2 


Wi = d11 + 012, wi = dii — 012; 

hi = ], ha=-1, 

x = È1+ È, xa = È1- È, 
X + Xx Xi — X2 

ssa 833 


Per esempio per il sistema rappresentato nella fig. 345 si ottiene 


2_ 1 l 2 2 _ 1 
A TT (+3) LiCi ‘ 


637 


Il significato di questa formula si interpreta facilmente. Supponiamo, per 
esempio, che il sistema esegua solo oscillazioni normali di frequenza wr, 
mentre le oscillazioni di frequenza wi non sono eccitate. Ciò implica che 
22:= A+45== 0, il che significa che il condensatore C non è attra- 
versato da nessuna corrente. Quindi il condensatore C non esercita nessuna 
influenza sulle oscillazioni di frequenza w2. Il sistema si comporta come un 
circuito oscillante unico nel quale le bobine d’induttanza ed i condensatori 
sono montate in serie. L’induttanza totale di questo circuito unico è uguale 
a 2L1, la sua capacità totale è uguale a C1/2 e la sua frequenza propria è 
Q = 1/VL1C, = W2. 

4. Si osserva un fenomeno interessante nel caso simmetrico in cui l’ac- 
coppiamento dei due sottosistemi, che costituiscono un sistema complesso, 
è debole. In questo caso, poiché il coefficiente @12 è piccolo, le frequenze 
delle oscillazioni normali wi e w2 sono poco differenti; l’una è un po’ più 
grande e l’altra un po’ più piccola della frequenza propria di uno dei sottosi- 
stemi wo = Vai . Le oscillazioni delle coordinate x; e x. sono rappresentate 
dalla sovrapposizione delle oscillazioni normali di frequenze poco differen- 
ti. Durante alcune oscillazioni le due coordinate x; e x. oscillano come se 
non esistesse alcun accoppiamento. L'esistenza di un accoppiamento debole 
conduce all’apparizione dei baftimenti, schematicamente rappresentati nel- 
la fig. 314. Quando l’ampiezza della coordinata x; passa per un massimo, 
l'ampiezza di x. scende a zero ed inversamente. La dimostrazione di questo 
effetto è facilmente realizzabile utilizzando due pendoli uguali ad accoppia- 
mento debole. Dopo aver lanciato il primo pendolo, si constata che l’am- 
piezza delle sue oscillazioni diminuisce lentamente e che il secondo pendolo 
si mette in movimento. Nel corso di una decina di periodi le oscillazioni del 
primo pendolo si smorzeranno completamente, e quelle del secondo diven- 
teranno massime. Dopo di ciò, comincerà lo smorzamento delle oscillazioni 
del secondo pendolo. Al contrario, il primo pendolo ricomincerà ad oscilla- 
re, e ad intervalli dati da uno stesso numero di periodi la sua ampiezza ri- 
prenderà il suo valore iniziale. In seguito il trasferimento del moto da un 
pendolo all’altro si effettuerà periodicamente fino al momento in cui le 
oscillazioni cesseranno per azione delle forze d’attrito. 

5. Lo studio delle oscillazioni proprie smorzate dei sistemi accoppiati si 
fa come nel caso di oscillazioni non smorzate. È sufficiente introdurre nelle 
equazioni (137.6) dei termini lineari contenenti le derivate prime x; e x2. Si 
possono studiare anche le oscillazioni forzate introducendo delle forze 
esterne che agiscono sul sistema. Si procede allora come nel caso di un siste- 
ma a un grado di libertà. Ed infine quando il numero di gradi di libertà n 
è superiore a due, si devono utilizzare n coordinate per definire la configura- 
zione del sistema. Se le coordinate sono descritte da equazioni lineari del 
tipo (137.8) ogni oscillazione del sistema potrà essere rappresentata da una 
sovrapposizione di oscillazioni normali caratterizzate da n frequenze. Se al- 
cune di queste frequenze coincidono, si dice allora, che si ha degenerazione. 
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Il caso degenere si può ricondurre a un caso non degenere, « eliminando 
la degenerazione » ossia modificando leggermente i coefficienti delle equa- 
zioni per ritornare in seguito al limite ai valori iniziali di questi coefficienti. 


$ 138. Equazione delle onde 


1. Si è già parlato di perturbazioni elettromagnetiche o onde elettroma- 
gnetiche nel $ 83. Vi abbiamo considerato un’onda piana per mostrare il 
modo in cui questa viene prodotta e ne abbiamo calcolato la velocità di pro- 
pagazione. Ritorniamo di nuovo a questa questione per darne una formula- 
zione matematica insieme più semplice e più sistematica. Inoltre esaminere- 
mo qualche nuovo problema, ma molte questioni relative alla teoria della 
propagazione delle onde (riflessione, rifrazione, interferenza, diffrazione, 
dispersione, ecc.) non sono qui esposte, poiché saranno esaminate in modo 
dettagliato nel volume seguente. 

Cominciamo con l’esaminare un sistema meccanico semplice che pre- 
senta delle analogie con il caso in considerazione. Diamo un colpo su una 
corda tesa; la vibrazione che si è prodotta si propaga dal punto del colpo 
sotto forma di due onde trasversali in direzioni opposte. Consideriamo l’on- 
da (o la perturbazione) che si propaga verso destra. Prendiamo come asse 
X la posizione della corda tesa non perturbata, al fine di poter definire ogni 
punto materiale della corda con l’ascissa x, che esso aveva sulla corda non 
perturbata; la perturbazione sarà caratterizzata allora dallo spostamento s 
di questo punto rispetto alla sua posizione d’equilibrio; s sarà una funzione 
della coordinata x e del tempo #f: s = s(x, #). Ma questa funzione dipende 


ACY\TT=! 
O 
Pe—t —a X 
A) ud 
0 0° 
be___LZ —T_—_» X 
Fig. 346. 


da una certa combinazione di x e di f e non da ciascuna di queste variabili 
prese separatamente. Si troverà più avanti la forma di questa combinazione. 
Nella figura 346 in alto è rappresentata la posizione della corda perturbata 
nell’istante £ = 0. Questa forma iniziale della corda può essere rappresenta- 
ta dall’equazione s(£, 0) = f(£), dove £ è l’ascissa di un punto materiale qua- 
lunque A(£) della corda. Dopo un tempo #, la perturbazione si sarà spostata 
a destra di una distanza 00’ = ut, dove v è la velocità di propagazione 
della perturbazione. Ciò significa che lo spostamento s(x, #) che subisce il 
punto A(x) di coordinata x nell’istante f è lo stesso spostamento che aveva 
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subito il punto A(£) di coordinata £ nell’istante f = 0, a condizione che 
x — È = ut, ciò che implica che s(x, #) = s(£, 0) = f(£) = f(x — vt). Quindi 
omettendo x e ? nella scrittura della funzione s(x, f), lo spostamento s è 
espresso da 


s= f(x — vi). (138.1) 


Si vede che, se la perturbazione si propaga a destra, lo spostamento s 
dipende solo dalla combinazione delle variabili x — vf. Se questa combina- 
zione resta costante, lo spostamento s resterà costante. Ciò significa che l’e- 
quazione x — vf = cost è l’equazione del fronte di propagazione della per- 
turbazione. Differenziandola rispetto al tempo 7, otteniamo dx/dt = +v, 
ciò che conferma che v è la velocità di propagazione del fronte d’onda. 

Ci si assicura nello stesso modo che una perturbazione che si propaga 
a sinistra è descritta dall’equazione 


s= f(x + vi). (138.2) 


Se la perturbazione si propaga simultaneamente sia a sinistra che a 
destra 


s= fix — vt) + fix + vi). (138.3) 


La forma delle funzioni fi e f. dipende dalle condizioni iniziali, ossia dalla 
forma della corda nell’istante della scossa iniziale e della ripartizione inizia- 
le delle velocità, e quindi essa può essere molto varia. 

2. Si può stabilire un’equazione che non contenga affatto le condizioni 
iniziali e perciò utile a descrivere la propagazione di qualunque perturbazio- 
ne d’onda lungo la corda. Una tale forma dell’equazione è analoga alle 
equazioni di Newton in meccanica: anch’esse non contengono condizioni 
iniziali. L’indipendenza dalle condizioni iniziali è dovuta al fatto che questa 
equazione (come l’equazione che esprime la seconda legge di Newton) è dif- 
Serenziale. Per ottenerla, differenziamo l’equazione (138.1) dapprima rispet- 
to a x, e dopo rispetto a f: 


0S _ e, IS _ £, dUx- 0) ___e 
aa a 379 
dove f’ indica la derivata rispetto a x — vf da cui dipende la funzione f. Eli- 
minando f’ tra queste equazioni, si ottiene 


0S 1 0s 


dx VI 
Questa equazione non contiene le condizioni iniziali, ma essa descrive non 
tutte le perturbazioni, bensi solo quelle che si propagano a destra; quelle 
che si propagano a sinistra hanno la stessa equazione, ma con segno oppo- 
sto. Per stabilire una equazione che sia valevole per ambedue le perturbazio- 
ni, ed anche per la loro sovrapposizione (138.3) differenziamo una seconda 
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volta e troviamo 





95 ” d°s ” Ux- vi) _ pp 
_ , —— = vv” —r—_—_ = , 
Fran dt° d dt d 
e dopo l’eliminazione di f” 
9° 1 d° 
aaa 70 (384) 


È facile rendersi conto che questa equazione descrive correttamente la per- 
turbazione (138.2) e la perturbazione generale (138.3). L'equazione differen- 
ziale (138.4) è chiamata equazione delle onde. Essa si applica a tutte le per- 
turbazioni che si propagano lungo la corda. 
l’espressione (138.3), in cui fi e f. sono delle funzioni arbitrarie, è solu- 
zione generale dell'equazione delle onde (138.4). Per dimostrarlo, introdu- 
ciamo delle nuove variabili indipendenti £ = x — vufe n = x + vt. Con que- 
ste variabili l'equazione (138.4) si scrive 
2 
ds _ 0. 
otdn 


Fssa ha come soluzione generale s = fi(£) + f2(n), ciò che conferma la no- 
stra asserzione. Ne consegue che ogni processo che può essere descritto dal- 
l'equazione delle onde (138.4) è costituito nel caso generale di due perturba- 
zioni, che si propagano lungo l’asse X con velocità v in sensi opposti. 

3. Riportiamo due esempi di applicazione dell'equazione (138.4). Stabi- 
liamo dapprima l’equazione delle piccole oscillazioni trasversali, che esegue 
una corda elastica tesa, partendo dalle equazioni della meccanica. Poniamo 





Fig. 347. 


che l’elasticità della corda risulti unicamente dalla sua tensione 7, conside- 
rando come trascurabile l’elasticità di forma. Un elemento A2 della corda 
(fig. 347) è sottoposto a una forza di tensione 7(x) diretta a sinistra. La 


sua componente verticale è — T(x)tga = 7(x) Lo (il senso positivo è quel- 


lo della verticale ascendente). Una forza analoga agisce sull’altra estremità 
dell’elemento A5. La risultante di queste due forze è 


ds \ _ ds __ 90 ds 
(7$), (TE), E i(r%)d 
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Se le oscillazioni sono piccole, l'angolo a è piccolo, ciò che permette di non 
tenere conto delle variazioni della tensione 7 lungo la corda. In questa ap- 





prossimazione l’espressione precedente si riduce a T 3 dx. Si può tra- 


scurare anche la variazione di densità lineare è della corda che accompagna 
i suoi allungamenti e le sue contrazioni. Uguagliando il prodotto della mas- 
sa èdx dell'elemento AB per la sua accelerazione 9°s/9t° alla forza applica- 
ta, otteniamo 
ds _ pds 
dt° dx” 


Questa equazione è uguale alla (138.4) e quindi si trova che la velocità di 
spostamento trasversale v della corda è 


v= VT. (138.5) 


Abbiamo già stabilito questa formula con un metodo differente (cfr. vol. I, 
$ 84). Si può stabilire nello stesso modo le formule delle velocità di propaga- 
zione delle perturbazioni elastiche nelle aste, nei mezzi elastici illimitati, 
nonché nei liquidi e nei gas (cfr. vol. I, $$ 8I, 83, 85). 

Il secondo esempio concerne un plasma di conduttività relativamente 
grande sottoposto all’azione di un campo magnetico permanente 8. Consi- 
deriamo un tubo di forza di piccola sezione. Se il plasma si sposta trasver- 
salmente in rapporto alla direzione del campo magnetico, a causa della 
grande conducibilità del plasma, il flusso magnetico attraverso la sezione 
trasversale del tubo si conserverà (cfr. $ 71). Le linee di forza magnetiche 
sono, per così dire, « congelate » nella sostanza e si spostano insieme con 
essa. Dato che la tensione maxwelliana 7 = 28°/(8x) agisce lungo il tubo 
magnetico, delle perturbazioni trasversali, analoghe a quelle che esistono in 
una corda tesa, possono propagarsi lungo le linee di forza magnetiche. Que- 
ste perturbazioni sono dette magnetoidrodinamiche o onde di Alfven. Esse 
sono state predette teoricamente da Alfven (nato nel 1908). Tuttavia c'è una 
differenza tra le onde magnetoidrodinamiche e le onde in una corda tesa. 


ò 


Tr r 
d dT 


a) b) 


Fig. 348. 


Essa consiste nel fatto che un tubo di forza magnetica è sottoposto non sol- 
tanto a una tensione longitudinale, ma anche a una pressione laterale di mo- 
dulo uguale (fig. 348,4). Si riesce ad eliminare semplicemente questa pres- 
sione laterale applicando alle basi di un tubo di forza una tensione 7 ed una 
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pressione uguale a 7. Queste tensioni non modificano niente, poiché si com- 
pensano reciprocamente. Ma il sistema delle tensioni maxwelliane si ridurrà 
allora alla tensione longitudinale 27 = 8°/(47) ed alla pressione tridimen- 
sionale 7 (fig. 348,b). Dato che quest’ultima non esercita nessuna influenza 
sulla propagazione delle perturbazioni trasversali, si può utilizzare la for- 
mula (138.5) ponendovi 7 = 2 S7, è ="So, dove Sè l’area della sezione tra- 
sversale del tubo di forza magnetico e o la densità del plasma. Si trova quin- 
di la velocità di propagazione delle onde magnetoidrodinamiche 
B 
Varo 


4. L'equazione (138.4) è l'equazione delle onde a una dimensione perché 
essa concerne la propagazione delle onde /ungo una sola direzione e la gran- 
dezza s, che caratterizza il processo, dipende solo da una coordinata spazia- 
le x e dal tempo ?. I processi ondulatori che si propagano nello spazio sono 
descritti dall’equazione d’onda « tridimensionale » 





(138.6) 


0°5 0°5 0°5 1 ds 
+ +ta5- —- = 0. 138.7 
dx dy 0Z vo di ( 


Tuttavia, di regola, non utilizzeremo questa equazione. 


$ 139. Onde elettromagnetiche piane 


1. Poniamo che una perturbazione elettromagnetica si propaghi in un 
mezzo omogeneo illimitato senza subire assorbimento. L’assenza di assorbi- 
mento significa che qualunque sia la perturbazione, nessun calore si libera 
per effetto Joule nel mezzo in considerazione. In conseguenza, la quantità 
jE = XE? deve essere nulla, qualunque sia il campo E. Ciò è possibile sol- 
tanto se ) = 0, ossia se l’ambiente è un dielettrico. Supponiamo ancora, che 
l’ambiente non contenga nessuna carica elettrica volumica. In queste condi- 
zioni le equazioni di Maxwell si scrivono 


rot H = — D, rot E = —— È, 
e (139.1) 


divD = 0, divB= 0. 


Consideriamo una soluzione particolare, corrispondente al caso in cui tutte 
le grandezze dipendono solo da x e f. Scrivendo le equazioni sotto forma 
analitica, otteniamo in questo caso particolare 


9H. _ 1 9D, 9H, _1 4D, 
dc d° de 9° 
dE, _ 1 dB, 9E. _1 9B 
da e d° da d° (139.2) 


9D; _ 3D: _ 9B: _ 9B_0 
adatta 7% 
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Le ultime quattro equazioni mostrano che D; e B, sono indipendenti da x 
e da f# e quindi sono delle grandezze costanti. Sono dei campi statici, che 
si sovrappongono al campo alternato della perturbazione elettromagnetica. 
Questi campi statici non influiscono sulla propagazione della perturbazione 
e quindi possono essere trascurati senza danno alla generalità dei risultati. 
Le quattro equazioni restanti formano due gruppi di equazioni indipenden- 
ti Uno di questi gruppi contiene le componenti y del campo elettrico e le 
componenti z del campo magnetico, mentre l’altro contiene le componenti 
z del campo elettrico e le componenti y del campo magnetico. Dato che 
questi due gruppi sono dello stesso tipo, è sufficiente considerarne solo 
uno. Prendiamo come tale il sistema di equazioni contenente £, e H;. Con 
l’aiuto delle relazioni D = eE e B = uH, metteremo queste equazioni nella 
forma 


9H _ _e 9E 9E _ _ n 3H (139.3) 
da ed° °° 


(abbiamo omesso gli indici y e z ammettendo che il vettore E sia parallelo 
all’asse Y ed il vettore / sia parallelo all’asse Z). Differenziando la prima 
equazione rispetto a f, la seconda rispetto a x ed eliminando HH, si ottiene 


2 2 
VE _ 1 9E _ (139.4) 





Analogamente ) ) 
0°H 1 0°H 
-— —_ £2 +0, 139.5 
dx v dt (139.5) 
dove si utilizza la notazione i 
v= c/VNeu. (139.6) 


Quindi i vettori E e H verificano /a stessa equazione d’onda. Ciò dimo- 
stra che la perturbazione in considerazione è composta di onde piane che 
si propagano lungo l’asse X con velocità v. La perturbazione è trasversale, 
ossia i vettori £ e H sono perpendicolari all’asse X lungo il quale si propaga: 
la perturbazione. Consideriamo l’onda che si propaga nel senso positivo 
dell’asse X: 


E = f(x —- vi), H = g(x- vi). (139.7) 


Si ha allora 0E/0t = — vf',9H/9x = g',in modo tale che dopo la sostitu- 
zione di queste quantità nella prima equazione (139.3) si troverà 


g' = o f'. Integrando questa equazione ed omettendo le costanti d’in- 
tegrazione (che rappresentano i campi statici senza interesse nel caso presen- 


te) si troverà g = foH= 2 D. Procedendo in modo analogo con la 
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seconda equazione (139.3) sì trova 


=-=VDpnE=!B, (139.8) 
c c 
o sotto forma vettoriale 
_ 2 IoD], E = -i [vB], (139.9) 
dove v è il vettore velocità di propagazione della perturbazione elettro- 


magnetica. 

I vettori E, B, v (così come i vettori D, H, v) sono reciprocamente per- 
pendicolari e formano un triedro di riferimento diretto. Le loro posizioni 
rispettive sono rappresentate nella figura 349,4. Questa disposizione dei vet- 
tori a triedro è una proprietà inerente all’onda elettromagnetica progressiva, 
che non dipende dal sistema di coordinate. Facciamo ruotare i tre vettori 





Fig. 349. 


E, B, v, della figura 349,a, di 90° intorno all’asse X. Si arriva alla disposi- 
zione della figura 349,b. Il vettore E è ora parallelo all’asse Z ed il vettore 
B è parallelo all’asse Y. A questa disposizione corrisponde il secondo grup- 
po di equazioni del sistema (139.2). Questo risultato mostra, che non è ne- 
cessario studiare specialmente questo secondo gruppo di equazioni. Se fac- 
ciamo ruotare 1 tre vettori E, 8, v della figura 349,4 di 180° intorno all’asse 
Z, si ottiene la disposizione della figura 349,c che caratterizza un’onda che 
si propaga verso sinistra. Quindi non c’è bisogno di studiare in modo parti- 
colare neanche quest’onda. 

2. La forma della funzione f (0 g) di una onda elettromagnetica progres- 
siva piana dipende dalle condizioni iniziali e può essere qualunque. Sono 
di particolare importanza le onde sinusoidali o monocromatiche. Queste 
onde sono definite dalle equazioni 


E = E cos o(1-%), H = Hocos o(1-3%), (139.10) 


dove Eo e Ho sono delle costanti che sono chiamate ampiezze dell'onda. Se 
introduciamo la notazione 


k = w/v, (139.11) 
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si ha 
E = Eo cos (wt — kx), H = Hocos (wt — kx). (139.12) 


La grandezza X è chiamata numero d’onda. Se si fissa la coordinata x, si 
ottengono delle funzioni sinusoidali del tempo, che caratterizzano delle 
oscillazioni armoniche di frequenza circolare w. Al contrario, se si fissa il 
tempo f si ottengono delle equazioni che caratterizzano una ripartizione si- 
nusoidale del campo £, H nello spazio nell’istante considerato. Il periodo 
spaziale del campo E, H è chiamato /unghezza d'onda. Esso è pari a \: 


27 _ 2aV UV (139.13) 





N= 7 To y 


Un’onda elettromagnetica monocromatica progressiva può essere de- 
scritta da un’equazione vettoriale che non contiene nessuna coordinata. A 
questo fine si utilizza il vettore unitario N della normale al fronte d’onda 





Fig. 350. Fig. 351. 


AB, ossia al piano di fase costante wi — kx = cost. La figura 350 mostra 
che si ha allora x = (/Nr) e quindi Xx = (kr), dove X = KN è il vettore d’on- 
da. Quindi si ottiene 


E = Es cos (wt — kr), H = Hocos (wt — kr), (139.14) 


e in notazione complessa 
E = Epe!@'7*9, — H= Hpei©@&!=*P. (139.15) 


In queste formule E e Ho possono essere dei numeri complessi, il che impli- 
ca l’indicazione delle fasi iniziali. Ma in virtù delle relazioni (139.8) o (139.9) 
in un’onda monocromatica progressiva i vettori elettrico e magnetico oscil- 
lano sempre in fase. La figura 351 illustra l’aspetto spaziale di una tale onda 
in un dato istante. Per farsi un’idea dell’evoluzione del campo nel tempo, 
si deve pensare che l’immagine della figura 351 si sposta con moto uniforme 
di velocità v verso destra. Per ottenere un’onda che si propaga a sinistra, è 
sufficiente invertire il senso di uno dei vettori E o H. 
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$ 140. Onde stazionarie 


1. Supponiamo che un’onda sinusoidale trasversale s1 = @ cos (wi — Xx) 
si propaghi da sinistra a destra lungo una corda tesa. Se si cambia il segno 
di Xx si ottiene l’onda s. = @ cos (wt + kx) che si propaga da destra a sini- 
stra. Un’onda del genere può essere ottenuta realizzando la riflessione della 
prima onda sull’estremità della corda. L'onda s; è detta onda incidente e 
l’onda s. è detta onda riflessa. Se si conviene di porre l’origine delle coordi- 
nate in un punto della corda dove le onde incidente e riflessa sono in fase, 
diventa inutile far figurare una fase supplementare nell’equazione dell’onda 
riflessa. È ciò che si suppone qui. Supponiamo, che la riflessione sia totale, 
ossia le ampiezze delle onde incidente e riflessa siano uguali. La sovrapposi- 
zione di queste onde dà luogo ad una perturbazione 


S = S1+5s2=2acos kx cos wf (140.1) 


che è chiamata onda stazionaria. In questa perturbazione ogni punto d’a- 
scissa x della corda esegue un’oscillazione armonica di frequenza w e di am- 
piezza 2a cos kx. L'ampiezza si annulla là dove cos Xx = 0. Questi punti 
sono chiamati nodi di spostamento (o nodi di riposo). In mezzo a due nodi 
vicini l'ampiezza 24 coskx è massima; questo punto è chiamato ventre di 
spostamento. La distanza Ax tra due nodi o due ventri è definita dalla con- 
dizione XAx = 7, da cui Ax = x/k = M2. Titti i punti che si trovano tra 
due nodi vicini oscillano in fase e raggiungono contemporaneamente le loro 
posizioni d’equilibrio ed il massimo. Quando si attraversa un nodo, il segno 
di s si inverte, il che significa che la fase dell’oscillazione cambia bruscamen- 
te di 7. Ma tale salto di fase non conduce ad alcuna perturbazione della 


Fig. 352. 


continuità del processo oscillatorio poiché esso si produce là dove l’ampiez- 
za dell’oscillazione è nulla. La figura 352 illustra lo stato oscillatorio di 
un’onda stazionaria; le due sinusoidi rappresentano le posizioni estreme di 
spostamento della corda; le frecce indicano il senso di spostamento in que- 
ste posizioni estreme. Tutto avviene come se i nodi suddividessero la corda 
in zone autonome, animate da oscillazioni armoniche indipendenti. Nessun 
moto e quindi nessuna energia sono trasmessi dai nodi, il che significa che 
la perturbazione non si propaga più lungo la corda. Ed è per questa ragione 
che le perturbazioni definite dall’equazione (140.1) sono chiamate onde sta- 
zionarie. Notiamo anche che nei nodi le derivate 0s/0x sono massime e nei 
ventri queste derivate sono nulle (queste derivate rappresentano le deforma- 
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zioni della corda). I nodi di spostamento sono dei ventri di deformazione 
ed i ventri di spostamento sono dei nodi di deformazione. 
2. I ragionamenti sviluppati presupponevano che la corda fosse di lun- 
ghezza infinita. In questo caso la frequenza w e quindi la lunghezza d’onda 
= vT possono essere qualunque. Ma se le estremità della corda sono fisse, 
la situazione è completamente diversa. Se si eccita una perturbazione in una 
corda a estremità fisse e la si abbandona a se stessa, la perturbazione si pro- 
pagherà nei due sensi e si rifletterà sulle estremità fisse della corda. Nella 
corda apparirà un moto transitorio abbastanza complicato. Un moto sta- 
zionario sotto forma di un’onda stazionaria è realizzabile solo a frequenze 
definite. Il fatto è che sulle estremità fisse della corda devono essere verifica- 
te delle condizioni ai limiti ben determinate: in questi punti lo spostamento 
s deve essere nullo in tutti gli istanti. Ciò significa che se la corda è la sede 
di un’onda stazionaria, le sue estremità devono essere dei nodi di sposta- 
mento. Se ne conclude che la lunghezza / della corda deve contenere un nu- 
mero intero di semilunghezze d’onda: / = n\/2, da cui 





\=® = ae = n (140.2) 


Dato che il numero intero n può essere qualunque, esiste un’infinità di tipi 
di onde stazionarie alle quali corrisponde una serie discontinua di frequen- 
ze. Queste oscillazioni sono dette oscillazioni proprie o normali della corda. 
Il loro significato è lo stesso delle oscillazioni normali o modi introdotti nel 
$ 137 per sistemi discreti. In una corda il numero di tipi di oscillazioni nor- 
mali è infinitamente grande. Ciò è dovuto al fatto che la corda viene consi- 
derata come un sistema continuo, che possiede un numero infinito di gradi 
di libertà. L’oscillazione propria di frequenza minima w = xv/! è chiamata 
oscillazione fondamentale, e tutte le altre oscillazioni proprie sono chiama- 
te ipertoni o armoniche. 
Queste considerazioni si applicano anche alle oscillazioni longitudinali 
e trasversali di aste elastiche, con la sola differenza che lo spettro delle oscil- 
lazioni proprie realizzabili vi è più ricco. Questo perché le estremità di un'a- 
sta possono essere fisse oppure libere. Nel primo caso si arriva agli stessi 
risultati che in quello di una corda tesa. Nel secondo caso le estremità dell’a- 
sta devono essere dei ventri di spostamento, mentre il resto rimane tale qua- 
le. Infine è possibile il caso in cui un’estremità dell’asta è fissa, mentre l’altra 
è libera. In questo caso l’oscillazione fondamentale si realizza se la lunghez- 
za d’onda è uguale a un quarto della lunghezza dell’asta. Le lunghezze d’on- 
da delle altre oscillazioni proprie sono definite dalla formula 
I=8 +3 n, (140.3) 
dove n è un numero intero. Le figure 353,4 e d rappresentano le due prime 
oscillazioni provrie di un’asta le cui estremità sono fisse in un caso e libere 
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nell’altro. La figura 353,c illustra il caso di un’asta con un'estremità fissa e 
l’altra libera. 

Per osservare comodamente i differenti tipi di oscillazioni proprie di una 
corda tesa, si fissa l’estremità M di un lungo cordone di gomma ad un muro, 
e si tiene nella mano l’altra estremità N (fig. 354). Comunicando al cordone 
con la mano una scossa di frequenza adeguata alla tensione del cordone, 
si può eccitare la vibrazione fondamentale ed alcune armoniche. La mano 


n=/ n=i 
a) 0) 


n=0 
n=] 


C) 
Fig. 353. 


che tiene il cordone non si trova più nel nodo M'”, bensì si trova leggermente 
spostata da esso. Il rapporto OA/NP (fig. 354) è tanto più grande quanto 
più questo spostamento è piccolo. Ciò significa che, ad ampiezza costante 
delle oscillazioni della mano, le oscillazioni eccitate nel cordone saranno 










Jo ) E 2, 1 Ò 














Fig. 354. Fig. 355. 


tanto più forti quanto più il punto d’applicazione della forza d’eccitazione 
è vicino a un nodo dell’onda stazionaria. Con l’aiuto di una forza infinita- 
mente piccola si può eccitare un’oscillazione di ampiezza finita se il punto 
d’applicazione della forza si trova infinitamente vicino a un nodo. Ma in 
questo caso la lunghezza del cordone comporterà un numero intero di semi- 
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lunghezze d’onda e la frequenza della forza d’eccitazione coinciderà con 
una delle frequenze proprie del cordone. In conseguenza la forte eccitazione 
di oscillazioni che ne risulta è un fenomeno di risonanza. 

3. Tutte le considerazioni esposte per il caso di corda e di aste si applica- 
no alle onde elettromagnetiche. Però in questo caso l’onda viene definita 
non da un vettore, bensì da due vettori £ e H reciprocamente perpendicola- 
ri. Poniamo che l’onda elettromagnetica si propaghi nel senso positivo del- 
l’asse X e che essa sia rappresentata dalle equazioni 


E, = E cos (wi — kx), H. = Hocos (wi — kx). 


Per dedurne l’onda che si propaga in senso inverso, è sufficiente invertire 
i segni di X e di uno dei vettori £ o HH, per esempio di quello magnetico. 
Si ottiene così 


E, = Eo cos (wt + kx), H. = -—Hocos (wi + kx). 


In seguito alla sovrapposizione con l’onda precedente si ottiene 
E, = 2Eo cos kx cos wî, H, = 2Hosin kx sin wt. (140.4) 


Queste equazioni definiscono un’onda elettromagnetica stazionaria. Questa 
onda si compone di due onde stazionarie: una elettrica e l’altra magnetica. 
Le equazioni (140.4) mostrano che le oscillazioni del campo elettrico sono 
sfasate di 7/2 rispetto alle oscillazioni del campo magnetico. Inoltre i ventri 
del campo elettrico coincidono con i nodi del campo magnetico ed i suoi 
nodi con i ventri del campo magnetico (fig. 355). Il vettore di Poynting si 
annulla ai nodi (e quindi ai ventri) dei campi elettrico e magnetico. In con- 
“seguenza l’energia elettromagnetica non può essere trasferita attraverso un 
nodo. L’energia oscilla tra un nodo (un ventre) del campo elettrico ed un 
ventre (un nodo) del campo magnetico. 


$ 141. Campo di radiazione di un dipolo di Hertz 


1. Il dispositivo più semplice, che irradia onde elettromagnetiche, è il di: - 
polo puntiforme, il cui momento dipolare varia (oscilla) rapidamente nel 
corso del tempo. Tale dipolo è chiamato dipolo di Hertz, dal nome dello 
scienziato che calcolò per la prima volta il suo campo elettromagnetico. In 
teoria della radiazione, il problema della radiazione del dipolo di Hertz ha 
una importanza particolare. Il fatto è che ogni sistema radiante reale, un’an- 
tenna percorsa da una corrente elettrica, può essere decomposta mental- 
mente in una moltitudine di correnti elementari, ciascuna che irradia alla 
maniera di un dipolo di Hertz. Per sovrapposizione dei campi elettromagne- 
tici di questi elementi di corrente, si calcola il campo elettromagnetico di 
tutto il sistema radiante. Prima di risolvere il problema del campo di radia- 
zione del dipolo di Hertz, vogliamo premettere qualche formula matemati- 
ca ausiliaria che ci sarà utile. 


650 


2. Consideriamo la funzione f = f(r, t — r/v), dove r è la distanza dell’origine delle coor- 
dinate, r il raggio vettore condotto da quella stessa origine, v una-velocità costante. Introducia- 
mo la notazione t’ =? — r/v. Le derivate parziali di f rispetto a x, con f e t’ costanti, sono 


legate dalla relazione 
v\_() (£\(2 
dl \0dxl o'J.\ dx Ji 


Dato che (0r/0x) = x/Fr si ottiene 


f\_{(3dN\-_ xd 
dali \dx fu r dt’ 


perché il significato delle derivate implica che 


f\_ 9 
at'J. è 


In seguito ometteremo l’indice f e sostituiremo l’indice #’ con un apice sopra il segno di deriva- 
ta rispetto alla coordinata, se la differenziazione si fa a #" = cost. Con queste convenzioni si 
scriverà 





d 0' x d 


ax dx vr di (141.1) 
e gli operatori V e V’ dalla relazione 
, r 0d 


Moltiplicando prima l'operatore V in modo scalare, e dopo vettorialmente per la funzione vet- 


. r . . 
toriale A { r, t - — | si ottiene 
DD) 


div A = div A - CA) (141.3) 
vr 
rot A = rot' A - VAL (141.4) 


Utilizzando le relazioni div r = 3, div (pA) = g divA + (A grade), rotr= 0, rot(gA)= 
= g rotA + [gradg-A] e supponendo che il vettore g dipenda solo da #’, dalle formule (141.3) 
e (141.4) si trova 














. E (gr) (gr) 

div 7 3 ai pei 

. (gnr (gr) (gr) 
div 33 = -—(1 +2) 33 _ NE TIE 

ro E = n 1, Le see 
r” PEZZA 
(gr)r [er] 

Fot — ar NEIZE 


3. Passiamo ora allo studio del campo di radiazione del dipolo di Hertz. 
Poniamo che il dipolo sia fisso e posto in un ambiente omogeneo di permet- 
tività dielettrica (costante dielettrica) e di permeabilità magnetica e e u. Po- 
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niamo l’origine delle coordinate nella posizione del dipolo. Se il momento 
dipolare p fosse costante, il vettore induzione D sarebbe determinato dalla 
formula elettrostatica 
_ 30) _ pP 
D 73 r 3° 
A piccole distanze dal dipolo questa formula resta valida persino se il mo- 
mento dipolare p varia in funzione del tempo. Ma a grandi distanze r dal 
dipolo questa formula non vale poiché per percorrere tali distanze, una per- 
turbazione elettromagnetica, che si propaga a velocità v impiega un tempo 
finito r/v, nel corso del quale il momento dipolare p potrebbe variare in mo- 
do notevole. Per tener conto della velocità finita di propagazione delle per- 
turbazioni elettromagnetiche, si attribuirà al momento dipolare p, che figu- 
ra nella formula precedente, il valore che esso aveva nell’istante #" = # — r/v 
in cui il segnale è stato emesso, e non il suo valore nell’istante f di osserva- 
zione alla distanza r. Ma la formula che si otterrà in tal modo, non verifi- 
cherà più le equazioni di Maxwell. In effetti, se il vettore D varia in funzione 
del tempo, ciò implica l’esistenza di una corrente di spostamento che passa 
attraverso al cerchio MN e qualsiasi altro circuito, contenuto nel piano di 
questo cerchio (fig. 356). La corrente di spostamento ecciterà un campo ma- 
gnetico le cui linee di forza abbracciano il vettore p, il che creerà un flusso 


Ò 


Fig. 356. 


magnetico variabile attraverso qualsiasi circuito contenuto nel piano meri- 
diano OPQ, e quindi un campo elettrico contenuto nello stesso piano. Que- 
sto campo elettrico creerà a sua volta una corrente di spostamento attraver- 
so qualsiasi circonferenza centrata sull’asse del vettore p. In seguito a ciò 
apparirà un campo magnetico ausiliario; quest’ultimo ecciterà a sua volta 
un campo elettrico ausiliario e così via. Per ragioni di simmetria il vettore 
D del campo totale deve essere contenuto in uno dei piani meridiani e le li- 
nee di forza del vettore H saranno dei cerchi coassiali centrati sull’asse del 
vettore p. 

4. Calcoliamo dapprima il vettore D. A piccole distanze dal dipolo l’e- 
spressione che definisce D deve ricondursi alla formula dell’elettrostatica, 
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secondo la quale D decresce in ragione inversa del cubo della distanza r. A 
questa espressione dell’elettrostatica si devono aggiungere dei termini, di- 
pendenti dalle derivate del vettore p rispetto al tempo e decrescenti più len- 
tamente con la distanza. Decomponendo tutti i termini lungo le direzioni 
di r e di p, cercheremo D sotto la forma 


_ | 30M) ._ P (pr) p 
p- |M, B.| + [a vr r+ bd 2l4 


+ ls n r+ nh (141.6) 








dove a, b, f, h sono fattori costanti senza dimensioni, perché abbiamo intro- 
dotto i fattori v e v° nei denominatori di tutti i termini addizionali. L’espres- 
sione di D non può contenere termini di ordine zero o di ordine positivo 
in r, perché essi non possono verificare la condizione all’infinito, dove il 
campo elettromagnetico deve divenire nullo. Nello stesso modo essa non 
può contenere termini con potenze negative di r più grandi, poiché in questo 
caso ron si ritroverebbe il campo statico al limite r + 0. Si ammette che 
i valori di p e delle sue derivate rispetto al tempo corrispondano non all’i- 
stante f, ma all’istante anteriore #' = # — r/v, ciò al fine di tener conto della 
velocità di propagazione v del campo elettromagnetico. Certo queste consi- 
derazioni non costituiscono affatto una dimostrazione della validità dell’e- 
spressione postulata di D. La sua validità sarà provata solo quando sarà di- 
mostrato che le espressioni di tutti i vettori del campo elettromagnetico veri- 
ficano il sistema di equazioni di Maxwell. Ciò sarà fatto più avanti. 
Calcolando in base alle formule (141.5) la divergenza di D, si ottiene 





div D = -2(1+d) cn _ (a+b-f+h) dr d+n E = 0 


Dato che i vettori p, p e d sono indipendenti, i fattori di questa espressione 
devono essere uguali a zero, ciò implica che 


b= -1, h= -f a-2f= 1. (141.7) 


La relazione A = —f indica che l’ultimo termine di (141.6) è un vettore or- 
togonale a r; per verificarlo è sufficiente fare il prodotto scalare di questo 
vettore per il vettore r. Ne risulta che il flusso di questo vettore attraverso 
qualsiasi parte di una sfera centrata nell’origine delle coordinate deve essere 
nullo. 

AI fine di poter determinare i fattori a e f, si deve stabilire la forma del- 
l’espressione per il campo magnetico 7. Calcoliamo il flusso ®.i del vettore 
D attraverso la parte della sfera delimitata dal cerchio MN (cfr. fig. 356). 
Per farlo, moltiplichiamo (141.6) per il vettore unitario r/r ed integriamo 
sulla superficie di questa parte della sfera. Tenendo conto di (141.7) si 
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ottiene 
bai = (e + sul) x sin°d. 


Il campo 7 è definito dall’equazione 
Hdl = _ 1 da 


se si integra lungo lo stesso cerchio MN. Quindi si ha 


P a-l.\. 
H= (+ sind, 
(2 2cvr =?) 


o in forma vettoriale 








H=-bP1, pri. (141.8) 
MPT 
Il primo termine esprime la legge di Biot e Savart. L'equazione div H = 0 
si trova automaticamente verificata perché il campo magnetico è a simme- 
tria assiale e le sue linee di forza sono cerchi i cui centri si trovano sull’asse 
del dipolo (cfr. $ 53). Ci resta da trovare il fattore a. Per farlo e per ultimare 
la dimostazione utilizzeremo l’ultima delle equazioni di Maxwell che scrive- 
remo come segue 


rotD= - L H. (141.9) 


Nel calcolo di rot D, utilizzando la formula (141.5), si trova 





rot D = (a— 3) LA le ds 


D'altra parte, dalla formula (141.8) e dalla relazione c° = euu? si ricava 


PA WR | 
Identificando con l’espressione precedente si trova a = 3, f = 1. Questi va- 
lori verificano anche l’ultima equazione del sistema (141.7). Quindi si soddi- 
sfano tutte le condizioni del problema ed il campo del dipolo di Hertz si 
presenta in definitiva sotto la forma seguente 


- |{30M_,__P 3@r) ,_ P 
2-| po aaa dr, 








-&j=- [pr] al (5. 


r ur* Ù 


jr) .__D 
+|63-» vr e 


1 * 1 so 
H = rv r + TT r r . 








(141.10) 
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L'indice f — r/v con cui abbiamo contrassegnato tutti i termini, serve a ri- 
cordare che i valori del momento dipolare p e delle sue derivate rispetto al 
tempo corrispondono non all’istante f, bensì all’istante anteriore f — r/v. 
Un tale « ritardo » del campo di un dipolo oscillante testimonia che il cam- 
po elettromagnetico non è fisso bensì si propaga sotto forma di una pertur- 
bazione con velocità v. 

Le formule (141.10) sono state stabilite supponendo implicitamente che 
i vettori p e ji abbiano la stessa direzione del vettore p senza che questa ipo- 
tesi sia stata utilizzata. Perciò le formule finali (141.10) sono verificate sia 
che le direzioni di tutti e tre i vettori p, p, jd coincidano oppure no. 

5. Il campo descritto dalle equazioni (141.10) può essere decomposto in 
tre parti a seconda di come esse decrescono in funzione della distanza dal 
dipolo r. Per r piccoli quando il ritardo è insignificante, è il primo termine 
che predomina. Questo termine decresce in ragione inversa del cubo della 
distanza r ed il suo valore istantaneo è uguale al campo di un dipolo statico 
di momento p. I termini seguenti, uno elettrico e l’altro magnetico, dipen- 
dono da p e decrescono in ragione inversa del quadrato della distanza r. A 
piccola distanza dal dipolo il termine magnetico esprime la legge di Biot e 
Savart e rappresenta il campo magnetico dell’elemento di corrente p. Il ter- 
mine elettrico non si lascia interpretare così semplicemente. Ed infine i due 
ultimi termini, l’uno elettrico e l’altro magnetico, dipendono dalla derivata 
seconda del momento dipolare. Questi termini decrescono in ragione inver- 
sa della distanza r, quindi più lentamente di tutti gli altri. Per r grande, que- 
sti termini diventano talmente predominanti che si possono trascurare tutti 
gli altri. In questo caso si dice che si tratta della zona d'onda del dipolo irra- 
diante. Se si trascurano tutti i termini che decrescono rapidamente, i/ campo 
nella zona d’onda è 


(141.11) 
H —_ CO r 
cur” rl? 
Ne risulta 
D = = [HNI], H = = IND], (141.12) 


dove N = r/r è un vettore unitario diretto lungo il raggio vettore r. I vettori 
D e Hsono reciprocamente perpendicolari e sono tutti e due perpendicolari 
al raggio vettore r (fig. 357). Il vettore D è contenuto nel piano meridiano 
ed il vettore H è diretto lungo un parallelo se si prende come asse polare 
la direzione del vettore jp (nell’istante f — v/r). Il campo ottenuto nella zona 
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d’onda è chiamato onda elettromagnetica sferica *. In tal modo, nella zona 
d’onda le relazioni tra i vettori elettrico e magnetico sono le stesse che per 
una onda elettromagnetica piana (cfr. $ 139). Questo risultato è del tutto 
naturale poiché a grande distanza dalla fonte irradiante un piccolo tratto 
del fronte d’onda sferica deve comportarsi praticamente come se fosse 
piano. 





Fig. 357. Fig. 358. 


6. Il vettore densità del flusso d’energia elettromagnetica è 
_ C _ C . . . 
S = 47 [EH] = € [DH]. Sostituendo il valore di D ottenuto da 


(141.12) si ottiene 


s= € N 
__  4rev 


e tenendo conto dell’espressione (141.11) per H 


s = EI a BN, (141.13) 


dove è è l’angolo polare, ossia l’angolo tra i vettori f e r. 

La formula (141.13) mostra che un dipolo oscillante irradia energia elet- 
tromagnetica nello spazio circostante. Il flusso d’energia è diretto /ungo il 
raggio e la sua densità varia in ragione inversa del quadrato della distanza 
r. L’irraggiamento non è isotropo e presenta un massimo per è = 90°. Lun- 
go la direzione del vettore p l’irraggiamento è nullo. La figura 358 dà una 
rappresentazione schematica del « diagramma direzionale » della radiazio- 
ne di dipolo di Hertz. La potenza di irraggiamento totale, ossia l’energia to- 
tale — df° /dt, irraggiata dal dipolo nell’unità di tempo, si ottiene moltipli- 
cando il modulo dell’espressione (141.13) per l’elemento di superficie della 


) Questa denominazione non è del tutto esatta. La simmetria sferica è riferita non al cam- 
po elettrico del dipolo, ma solo a//a forma dei fronti d'onda, ossia delle superfici sulle quali 
arriva simultaneamente la perturbazione: i fronti d’onda sono delle sfere i cui centri si trovano 
nell’area del dipolo all’istante dell’emissione. 
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sfera 2rr° sin 348 ed integrando il risultato su tutte le direzioni 


dé 2 
Fao 30 di (141.14) 


7. Finora non abbiamo introdotto nei calcoli nessuna ipotesi sulla natu- 
ra delle variazioni del momento dipolare p nel corso del tempo. Supponia- 
mo ora che il vettore p esegua delle oscillazioni sinusoidali p = poe'*”. Si 
ha allora p = iwvped = — wp. Sostituendo il tempo f con t — r/v, il fattore 
esponenziale diventa e'@(!-") = gilet — kr) dove K = w/v è il numero d’on- 
da. Si deduce da (141.10) 


D = (PEN) + (SE, A) _ 
r r r r 
(29 r- Do) ell! K?) 
ri r 


ed una formula analoga per H. Questa formula permette di precisare in 
quali condizioni l’approssimazione elettrostatica sia valida ed in quali sia 
sufficiente considerare il campo d’onda che varia in ragione inversa della di- 
stanza r. In effetti il rapporto di ciascun termine della somma ottenuta con 
il termine precedente è dell’ordine di Xr. Se kr « 1 è l’approssimazione elet- 
trostatica che conviene. Questa è la condizione dello stato quasi-stazionario 
che può essere espressa da r < \ dove \ = 27/k è la lunghezza d’onda. Se 
kr > 1, ossia r > \ è sufficiente considerare i/ campo d’onda. È proprio 
la condizione r > che definisce la zona d’onda del dipolo oscillante di 
Hertz. 

Per un dipolo oscillante secondo una legge sinusoidale la formula 
(141.14) si scrive 

dé 2w* 





#7 305 pò così (wt — kr). (141.15) 
Prendendo la media su un periodo 7, la potenza irradiata media è 
dl _ 2 


La potenza di irraggiamento è proporzionale alla quarta potenza della fre- 
quenza w. Per questa ragione si utilizzano onde corte per accrescere la po- 
tenza delle emittenti. La frequenza della corrente alternata della rete urbana 


è v = SO Hzela lunghezza d’onda corrispondente è \ = È = 6-10” km. 


Le correnti di questa frequenza praticamente non irradiano. Ma se \ = 
= 1 km, ad uguale ampiezza, la potenza irradiata aumenterà di (6-107)* = 
= 10°! volte! 

8. I risultati che abbiamo ottenuto permettono di calcolare il campo 
elettromagnetico di una carica puntiforme isolata e in moto. Per effettuare 
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questo calcolo supponiamo che il dipolo sia composto di due cariche: +e 
e — e, di cui la seconda sia infinitamente pesante. Questa seconda carica 
può essere considerata fissa, essa creerà solo un campo elettrostatico coulom- 
biano. Se si sottrae questo campo dal campo totale creato dal dipolo, rimar- 
rà solo il campo creato dalla carica mobile e. Esprimiamo il momento dipo- 
lare come p = e(R — R'), dove Rè il raggio vettore della carica e ed R' 
è quello della carica — e. Dato che R’ = cost, si ha p = ef = eve p = 
= ev, dove vè la velocità e v l’accelerazione della carica e. La potenza irra- 
diata è 
dé _ 2e ‘2 
dd de 
Quindi una carica elettrica in moto accelerato irradia energia elettro- 
magnetica. 
È evidente che la formula (141.17) è verificata solo nell’approssimazione 
non relativistica perché è fondata sulle leggi della cinematica non 
relativista. 


(141.17) 


Problemi 


1. Trovare il campo irradiato in un mezzo omogeneo da un dipolo magnetico puntiforme 
di momento magnetico MM. 

Soluzione. Dalle equazioni di Maxwell 
1 9D 1 0B 
cat 3° cdr 
segue che al limite per r + 0 il campo cercato è rappresentato dalla formula (141.10) effettuan- 
dovi le sostituzioni 


rot H = 


p> D, D — B, H+- -E. 
2. Un solenoide infinitamente lungo è percorso da una corrente alternata. Il campo ma- 


gnetico all’interno del solenoide è H = - i, essendo i la corrente per unità di lunghezza del 


solenoide. Se si infila attorno al solenoide una spira in filo, esso sarà attraversato da un flusso 
magnetico variabile ed una corrente vi sarà indotta. Ma il campo magnetico nel luogo in cui 
si trova la spira è nullo, e quindi non c’è alcuna ragione che una corrente indotta appaia nella 
spira. Dare una spiegazione a questo paradosso. 

Risposta. II campo magnetico di una corrente alternata al di fuori del solenoide non è nul- 
lo (si veda il problema seguente). 

3. Calcolare le intensità dei campi magnetico ed elettrico all’esterno di un solenoide rettili- 
neo di sezione infinitamente piccola ed inifinitamente lungo percorso da una corrente alternata 
(cfr. problema precedente). Si considererà solo l’approssimazione quasi-stazionaria, supponen- 
do che la distanza A dall’asse del solenoide sia piccola rispetto alla lunghezza d’onda \ e grande 
rispetto alle dimensioni trasversali del solenoide. 

Soluzione. Utilizziamo le formule per il campo elettromagnetico del dipolo magnetico 
puntiforme. Non utilizzeremo i termini statici e trascureremo anche i termini in M che sono 
importanti solo nella zona d’onda. Inoltre nell’approssimazione richiesta si può trascurare il 
ritardo. Con tutte queste semplificazioni 
3(DMr) DI 


r---, E=- I [Pr]. (141.18) 
Ur cr 


B= 
4 vr? 
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Decomponiamo ora il solenoide infinito in cilindri infinitamente corti di altezza dx. Ciascuno 
. . . . Si 
di essi costituisce un dipolo magnetico puntiforme di momento dipolare dM = T dx, dove 


S è l’area della sezione trasversale del solenoide. Dopo aver calcolato i campi magnetico ed elet- 
trico di ciascuna di queste correnti circolari in base alle formule precedenti, si ottiene dopo 


integrazione sulla lunghezza infinita del solenoide 
aS di _ 2S di 


= 3ucR di’ Ri di 
(si suppone che x = 1). Il campo magnetico è parallelo all’asse del solenoide. Le linee di forza 
del campo elettrico sono dei cerchi coassiali centrati sull’asse del solenoide. Nell’integrazione 
sulla lunghezza infinita del solenoide, i termini statici che compaiono nell’espressione del cam- 
po elettromagnetico del dipolo magnetico puntiforme non apportano nessun contributo al ri- 
sultato. Perciò non compaiono nella (141.18). 


$ 142. Esperimenti per la rivelazione 
di onde elettromagnetiche 


1. Le onde elettromagnetiche sono state ottenute e studiate per la prima 
volta da Heinrich Hertz nel 1887-1888. Il vibratore di Hertz, che serviva ad 
eccitare le onde elettromagnetiche, era composto da due aste metalliche 
identiche V e V separate da un piccolo intersitizio dove potevano sorgere 
delle scintille (fig. 359, a sinistra). Le due aste erano collegate coll’induttore 
I. Quando la tensione applicata alle aste diventava sufficiente, una scintilla 


V 74 
v2) 
r 
D 
V Pd 
Fig. 359. 


elettrica chiudeva il circuito del vibratore. In questo momento delle oscilla- 
zioni elettriche proprie smorzate di alta frequenza apparivano nel vibratore; 
i nodi di queste oscillazioni si trovavano alle estremità delle aste. Questa era 
l'oscillazione propria fondamentale, la più intensa, ed il suo ventre si trova- 
va in mezzo al vibratore; la sua lunghezza d’onda era approssimativamente 
uguale al doppio della distanza esplosiva. Le oscillazioni proprie di frequen- 
ze superiori erano deboli e non giocavano praticamente nessun ruolo. Per 
impedire il flusso di correnti rapidamente variabili dal vibratore alla bobina 
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d’induzione l’induttore veniva collegato al vibratore tramite bobine d’arre- 
sto D. Come abbiamo già indicato all’inizio del paragrafo precedente, un 
tale vibratore può essere assimilato a un sistema di dipoli di Hertz puntifor- 
mi, le cui radiazioni si addizionano per dare il campo di radiazione di tutto 
il vibratore. 

Per rivelare le onde elettromagnetiche Hertz utilizzava dei risonatori di 
differenti forme. Il risonatore più semplice e più comodo è il risonatore ret- 
tilineo aperto (fig. 359, a destra). La sua forma e le sue dimensioni devono 
essere uguali a quelle del vibratore radiante affinché le loro frequenze pro- 
prie siano le stesse. Quando l’onda elettromagnetica arriva fino al risonato- 
re, essa vi eccita delle correnti di alta frequenza. L'intensità di queste corren- 
ti è grande quando le frequenze proprie del vibratore e del risonatore sono 
uguali (effetto di risonanza). Hertz constatava l’esistenza di queste correnti 
osservando l’apparizione di una piccola scintilla passante attraverso un pic- 
colo interstizio, che si trovava in mezzo al risonatore, o la luminosità di un 
piccolissimo tubo a scarica 7 inserito tra le due metà del risonatore. 

2. Il difetto delle apparecchiature di Hertz consiste nel fatto che le oscil- 
lazioni libere eccitate nel vibratore si smorzano rapidamente e che la loro 
potenza è debole. Questi difetti vengono eliminati quando si utilizzano i ge- 
neratori a tubi elettronici che permettono di produrre delle oscillazioni sinu- 
soidali di qualsiasi potenza. Si può utilizzarli al posto dell’induttore / per 
eccitare delle oscillazioni non smorzate nel vibratore. Per farlo si può porre 
per esempio tra le estremità VV del vibratore una o più spire di filo di rame 
accoppiate per induttanza con la bobina di autoinduzione L del generatore 
(fig. 360). 

Per rivelare gli irraggiamenti del vibratore, si inserisce una piccola lam- 
pada elettrica tra i bordi del risonatore ricevitore (fig. 361,0). Questo proce- 
dimento è particolarmente adatto agli esperimenti di dimostrazione quando 
la distanza tra i vibratori ed il risonatore è piccola, e le oscillazioni eccitate 
nel risonatore sono forti. Per poter rivelare oscillazioni più deboli si intro- 
duce nel risonatore un rivelatore a cristallo D e si connette ai suoi capi un 
galvanometro a corrente continua G (fig. 361,5). La resistenza del rivelatore. . 
dipende dal senso della corrente. Quando la corrente passa nel senso diretto, 
la resistenza del rivelatore è piccola, e la tensione ai suoi capi è piccola. Se 
la corrente passa in senso inverso, la tensione ai capi del rivelatore aumenta 
notevolmente. Nel caso di una corrente alternata il rivelatore fa apparire 
una componente continua della tensione, in modo tale che il galvanometro 
è attraversato da una corrente dello stesso senso. Questo procedimento si 
utilizza nella maggior parte degli esperimenti che saranno descritti. 

Si può sostituire il rivelatore con un coerer, ossia con un piccolo tubo 
di vetro riempito di limatura ossidata. Il suo funzionamento è spiegato con 
l'esperimento seguente. 

3. Si dispone un vibratore a scintilla, eccitato da un induttore (cfr. fig. 
359, a sinistra), in una stanza contigua all’aula di lezioni dove si trova il riso- 
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natore con il coerer. Si inserisce nel circuito del coerer C una batteria ed un 
amperometro (fig. 362). Allo stato normale la resistenza della limatura è 
molto grande e l'’amperometro non indica alcuna corrente. Quando si inseri- 
sce l’induttore le onde elettromagnetiche, emesse dal vibratore e che rag- 
giungono il coerer, vi fanno apparire delle piccole scintille tra la limatura. 
In conseguenza di ciò avviene una agglutinazione della limatura che deter- 
mina una forte diminuzione (di parecchie centinaia di volte) della resistenza 
elettrica. Quindi una corrente, fornita dalla batteria, attraversa allora l’am- 
perometro e questa corrente continua a passare anche quando l’induttore 
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è disinserito. Ma se si dà un piccolo colpo sul coerer, viene ad eliminarsi 
l’agglutinazione della limatura, mentre aumenta fortemente la resistenza del 
coerer, e nessuna corrente passa più attraverso amperometro. Questi indi- 
cherà di nuovo il passaggio di una corrente se si inserisce l’induttore ed il 
vibratore emetterà delle onde elettromagnetiche. 

4. In un altro esperimento le oscillazioni nel vibratore sono eccitate da 
un generatore a tubi elettronici su una lunghezza d’onda ) = 3 m ed una 
frequenza v = 10° Hz (lo schema di montaggio è rappresentato nella fig. 
360). La ricezione delle onde emesse è assicurata da un risonatore munito 
di una lampada (cfr. fig. 361,4). La lunghezza del vibratore, uguale a quella 
del risonatore, è \/2 = 1,5 m. Si dispongono il risonatore ed il vibratore 
ad una certa distanza parallelamente l’uno all’altro e perpendicolarmente 
alla linea AB che passa per i loro centri (fig. 363). In queste condizioni la 
lampada dà una luce brillante. Se si fa ruotare il risonatore attorno all’asse 
AB, la luminosità della lampada diminuisce e scompare del tutto per un an- 
golo di rotazione uguale a 90°. Una rotazione del risonatore attorno all’asse 
ortogonale al piano della figura, che lo porta in una posizione parallela alla 
linea AB, conduce allo spegnimento della lampada. Ciò è dovuto al fatto 
che le onde elettromagnetiche emesse dal vibratore sono polarizzate rettili- 
neamente, ossia il vettore elettrico dell’onda nel punto 2 è parallelo all’asse 
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del vibratore. Solo la componente del vettore elettrico parallela all'asse del 
risonatore eccita delle correnti nel risonatore. Questa componente e quindi 
le correnti che essa eccita sono proporzionali al coseno dell’angolo a tra gli 
assi del vibratore e del risonatore. In conseguenza il calore di Joule liberato 
nella lampada deve essere proporzionale al quadrato del coseno dello stesso 
angolo. Se si sposta il risonatore di ricezione parallelamente a se stesso lun- 
go la linea AB, a misura che ci si allontana dal vibratore il bagliore della 
lampada passa da un massimo a un minimo. Il fatto è che le onde emesse 
dal vibratore sono riflesse dalle pareti del locale, nel quale si stabilisce una 
sorta di onda stazionaria che presenta dei nodi e dei ventri. La luminosità 
della lampada è più forte nei ventri del campo elettrico che ai suoi nodi. 


V # 





Fig. 363. Fig. 364. 


5. Hertz ottenne delle onde guidate simili a fasci luminosi paralleli uti- 
lizzando la riflessione delle onde elettromagnetiche sulle superfici metalli- 
che. Dei fogli metallici curvati a forma di cilindri parabolici svolgevano la 
funzione di specchi. Le loro dimensioni erano molte volte più grandi della 
lunghezza dell’onda elettromagnetica al fine di ottenere una riflessione re-. 
golare relativamente poco distorta dalla diffrazione. Si disponeva sull’asse 
focale di uno degli specchi un piccolo vibratore ed un risonatore di ricezione 
sull’asse focale di un altro specchio. Le onde elettromagnetiche emesse dal 
vibratore, dopo essere state riflesse dallo specchio, si propagavano sotto for- 
ma di un fascio diretto parallelamente all’asse ottico principale di questo 
specchio. Nel caso in cui le concavità degli specchi erano dirette faccia a fac- 
cia ed i loro assi ottici coincidevano, questo fascio diretto era riflesso dal 
secondo specchio e si concentrava nel suo fuoco, dove eccitava delle forti 
oscillazioni elettriche del risonatore (fig. 364, il vibratore V ed il risonatore 
R sono perpendicolari al piano della figura). Se si muoveva lateralmente il 
secondo specchio il fascio non lo incontrava, e quindi non sorgevano oscil- 
lazioni nel risonatore. Questo esperimento dimostra che /a propagazione 
delle onde elettromagnetiche è rettilinea. Se si fa ruotare uno degli specchi 
(insieme col vibratore o col risonatore) intorno all’asse ottico principale 
VR, alla ricezione l’intensità del segnale diminuirà e diventerà nulla quando 
il vibratore si troverà in una posizione perpendicolare rispetto al risonatore. 
Questo risultato si interpreta esattamente come nel caso dell’esperimento 
descritto nel punto 4. 
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6. Se si pone sul tragitto del fascio d’onde tra gli specchi un foglio di 
vetro, di ebanite o di un dielettrico qualunque, nonché dei fogli metallici, 
si constaterà che tutti i dielettrici si lasciano attraversare dalle onde elettro- 
magnetiche, mentre i metalli no. Tale comportamento dei metalli è dovuto 
a due circostanze strettamente legate tra di loro. La prima è che i metalli 
riflettono fortemente le onde elettromagnetiche e la seconda è che il campo 
elettrico dell’onda elettromagnetica, penetrata a piccola profondità nel me- 
tallo, vi eccita delle correnti elettriche la cui energia si trasforma in calore 
per effetto Joule, sicché su una lunghezza uguale allo spessore del metallo 
l’onda è completamente assorbita. 

7. Si può sostituire il foglio metallico con una rete di fili di rame rettili- 
nei e paralleli (fig. 365). Piazzando questa rete sul tragitto di un fascio d’on- 
de elettromagnetiche in una posizione tale che i fili siano paralleli al vibra- 
tore ed al risonatore, si constata che le onde sono fermate dalla rete. Ciò 





Fig. 365. 


è dovuto al fatto che delle correnti elettriche sono eccitate lungo i fili e vi 
è assorbimento di energia elettromagnetica con la produzione di calore per 
effetto Joule. Nel caso in cui i fili della rete siano perpendicolari al vibratore 
ed al risonatore, essi saranno perpendicolari al vettore elettrico E. Nessuna 
corrente è allora eccitata nei fili e l'onda elettromagnetica passa attraverso 
la rete come attraverso una piastra dielettrica. Questo esperimento fornisce 
una nuova prova della polarizzazione rettilinea delle onde emesse dal vibra- 
tore (cfr. punto 4). Notiamo pure che la rete di fili si comporta come una 
piastra compatta quando la distanza tra 1 fili è piccola rispetto alla lunghez- 
za d’onda. La particolarità della rete è che essa si comporta come una « pia- 
stra » anisotropa. Questa questione sarà esaminata in modo più particola- 
reggiato nel volume IV dedicato all’ottica. 

Facciamo girare i due specchi intorno al loro asse ottico comune e piaz- 
ziamo il vibratore ed il risonatore in posizione ortogonale. Non ci sarà nes- 
suna ricezione. Ma se si pone tra il vibratore ed il risonatore una rete di fili 
metallici, inclinata in rapporto all’emettitore ed al ricevitore quest’ultimo ri- 
velerà un segnale. Per spiegare questo risultato decomponiamo il vettore 
elettrico davanti alla rete in due componenti: parallelamente e perpendico- 
larmente ai fili. La seconda componente passerà attraverso la rete e dato che 
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il suo campo elettrico ha una componente parallela all’asse del risonatore, 
questi vi ecciterà delle oscillazioni. 

8. Se si dirige un’onda elettromagnetica riflessa dallo specchio paraboli- 
co, nel fuoco del quale si trova il vibratore, su uno specchio piano AB (fo- 
glio metallico, fig. 366) si osserverà il fenomeno della riflessione dell'onda. 
Come nel caso di onde luminose, l’angolo di incidenza dell’onda è uguale 
all’angolo di riflessione, le normali alle onde incidente e riflessa e la norma- 
le al piano dello specchio sono contenute nello stesso piano. Inoltre, è facile 
rendersi conto che i metalli riflettono le onde elettromagnetiche molto me- 
glio di quanto facciano i dielettrici. 
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9. Con l’aiuto di un grande prisma, ottenuto da un unico blocco di un 
dielettrico (paraffina, zolfo ecc., fig. 367) si può realizzare la rifrazione delle 
onde elettromagnetiche e constatare che la /egge di Snellius è verificata: il 
rapporto tra i seni dell’angolo di incidenza e dell’angolo di rifrazione è indi- 
pendente dall’angolo di incidenza. Questo esperimento conferma la validità 
della relazione n = Ve tra l’indice di rifrazione n del mezzo e la costante 
dielettrica e. Questa relazione fu stabilita teoricamente da Maxwell. Essa . 
sarà esaminata in modo particolareggiato nel volume IV. 

10. Si può produrre onde elettromagnetiche stazionarie, dirigendo l’on- 
da emessa dal vibratore e riflessa dallo specchio parabolico su uno specchio 
metallico piano. Per sovrapposizione dell’onda riflessa e dell’onda incidente 
appare un sistema di onde stazionarie con un nodo del campo elettrico sulla 
superficie dello specchio (cfr. $ 145). La posizione dei ventri e dei nodi del’ 
campo elettrico in una tale onda viene studiata con l’aiuto del risonatore. 
La distanza tra ventri (nodi) vicini è uguale ad una semilunghezza d’onda 
\. Negli esperimenti di Hertz \ era uguale a 60 cm e l’altezza degli specchi 
parabolici era di 2 m. 

11. Nei cristalli anisotropi si deve osservare una birifrangenza delle onde 
elettromagnetiche analoga a quella dei raggi luminosi. Questo risultato era 
stato previsto da Maxwell. Il fenomeno della birifrangenza sarà studiato in 
modo particolareggiato nel volume IV. C'è da notare qui che le conclusioni 
di Maxwell furono confermate in modo sperimentale da P.N. Lebedev 
(1866-1912) nel 1895. Per realizzare questi esperimenti si doveva disporre di 
onde elettromagnetiche molto corte poiché le dimensioni dei cristalli di soli- 
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to non superano qualche centimetro. Con l’aiuto di un vibratore a scintille 
miniaturizzato Lebedev produsse delle onde di lunghezza d’onda di 6 mm 
circa (cento volte più corte delle onde di Hertz). Egli riuscì a riprodurre con 
un cristallo di zolfo tutti gli effetti di birifrangenza che si osservano di solito 
con i raggi luminosi. In particolare, egli realizzò un dispositivo formato da 
due cristalli di zolfo separati da una lamina di ebanite, del tutto analogo 
al prisma di Nicol, utilizzato in ottica per ottenere /uce polarizzata. 

Gli esperimenti di Hertz giocarono un ruolo decisivo per la conferma 
e la rapida accettazione dell’elettrodinamica di Maxwell e della teoria elet- 
tromagnetica della luce. Sette anni più tardi (1895) le onde elettromagneti- 
che trovarono la loro applicazione pratica nella telefonia e nella telegrafia 
senza filo (radio). Il fisico russo A.S. Popov fu pioniere in questo campo. 


$ 143. Onde nei fili di Lecher 


1. Consideriamo due fili conduttori identici paralleli, nei quali si posso- 
no eccitare, per mezzo di un generatore, correnti alternate di alta frequenza. 
Questi fili costituiscono ciò che è chiamato un sistema di fili di Lecher. L’ac- 
coppiamento dei fili di Lecher con il generatore può essere capacitivo oppu- 
re induttivo (fig. 368). Poniamo che /a condizione di stato quasi-stazionario 
sia realizzata rispetto alle dimensioni trasversali del sistema, ciò implica che 
la distanza tra i fili sia piccola rispetto alla lunghezza d’onda. Dato che i 
fili devono avere lunghezza sufficiente per contenere parecchie lunghezze 
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Fig. 368. 


d’onda, le correnti elettriche che percorrono i fili non sono quasi- 
stazionarie; di conseguenza l’intensità di corrente. (x) così come la densità 
lineare delle cariche elettriche g(x) variano notevolmente lungo i fili (l’asse 
X è parallelo ai fili). Per ragioni di simmetria, la corrente /(x) che passa 
lungo uno dei fili è uguale e di senso contrario alla corrente che passa lungo 
l’altro. La stessa cosa vale per le intensità ed i segni delle cariche portate dai 
fili. La tensione elettrica, misurata lungo la perpendicolare ai fili sarà indi- 
cata con V(x). È necessario indicare il « cammino » lungo il quale si misura 
la tensione, ossia l’integrale |Edil, perché in un campo elettromagnetico al- 


ternato il suo valore dipende dalla forma del « cammino ». 
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Per esporre la teoria della propagazione delle onde lungo i fili, invece 
di utilizzare le equazioni di Maxwell che implicano delle correnti di sposta- 
mento, utilizzeremo un metodo più semplice che utilizzò già Kirchhoff pri- 
ma dell’apparizione della teoria di Maxwell. Il nostro ragionamento si può 
applicare anche al problema della propagazione delle onde lungo un cavo 
composto di due cilindri coassiali: un cilindro pieno che corre all’interno 
di un cilindro cavo esterno, mentre lo spazio tra i due è riempito con un die- 
lettrico omogeneo. Il conduttore esterno gioca il ruolo di uno dei fili ed il 
conduttore interno quello del secondo filo del sistema di Lecher. Ma tale 
esame è assolutamente inapplicabile a una linea composta da un solo filo. 

2. Consideriamo in un sistema di fili di Lecher un segmento infinita- 
mentè corto dx (fig. 369). Una carica elettrica 7 (x)df penetra in questo seg- 
mento nel tempo d' attraverso l’estremità A, e una carica 7 (x + dx)dt ne 


esce per l’estremità D. La differenza tra queste cariche è [I (x) — 


-— I/(x + dx)}dt = — dl dxdt. Dato che la stessa quantità può essere 
scritta q dx dt, si ha 
dL 143.1 
qQq= — dx’ ( . ) 


equazione che esprime la legge di conservazione delle cariche elettriche. 


Applichiamo al circuito ADCB l’equazione DEdI = — È bdx, dove 
®(x)dx indica il flusso magnetico che penetra in questo circuito. Si ha 
{ Edl = V(x + dx), { Edil = -V(x), 
DC 


BA 
dV 
DE+ RA Ed! = RIS dx, 
AD+ CB 


dove Rdx è la resistenza totale degli elementi AD e CB dei fili. Di 


conseguenza 


LIA +RI= - È è. (143.2) 


Le grandezze q, ® e R sono la carica, il flusso magnetico e la resistenza del- 
l’unità di lunghezza della linea bifilare. In tutto ciò che segue supporremo 
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che la resistenza R sia nulla. Utilizziamo ora la condizione di stato quasi- 
stazionario rispetto alle dimensioni trasversali della linea. Se questa condi- 
zione è verificata, si può introdurre le nozioni di capacità C e di induttanza 
L dell’unità di lunghezza della linea e definirle con le relazioni 


q= CV, D= LI (143.3) 
Eliminando q e ® tra le equazioni (143.1) e (143.2) (con R = 0) si ottiene 
0 _ ov oV L dI 


ad TETI (143,4) 
Queste equazioni sono identiche nella forma alle equazioni (139.3). Per que- 
sto tutte le conclusioni che abbiamo tratto dalle equazioni (139.3) si applica- 
no ai fili di Lecher, a condizione di effettuare le seguenti sostituzioni: H > 
+ AE + Ve cC, u + L/c. Se ne conclude che la tensione e la corrente 
si propagano lungo i fili sotto forma di un’onda con velocità 





c 
v= . (143.5) 
VL 
In un’onda progressiva la tensione e la corrente sono legate dalla relazione 
V= +WI (143.6) 
dove 
_1 |L 
W = cla: (143.7) 


La grandezza W è chiamata impedenza d'onda della linea. Il segno «+» si 
riferisce all’onda che si propaga nel senso positivo dell’asse X ed il segno 
«—» a quella che si propaga nel senso negativo. L’analogia della formula 
(143.6) con la legge di Ohm è puramente apparente perché V è la tensione 
tra i fili, ossia la tensione lungo una retta perpendicolare alla corrente, men- 
tre nella legge di Ohm si tratta della tensione misurata /ungo il filo percorso 
dalla corrente. 
Per fili cilindrici sottili di raggio a 


_ d _ E 
L = 2u In a , C = 3lnd” (143.8) 
a 


dove d è la distanza tra i fili. Per via di questo fatto la formula (143.5) 


diventa 
Cc 


Ven 


ossia v coincide con la velocità di propagazione delle onde nello spazio 
libero. 

3. La possibilità di propagazione delle onde, che abbiamo scoperto in 
base alle equazioni (143.1) e (143.2), può apparire sorprendente. Infatti non 


Vv = (143.9) 
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abbiamo introdotto la corrente di spostamento, grazie alla quale sorge la 
propagazione del campo elettromagnetico nello spazio, con velocità finita. 
Le equazioni che abbiamo utilizzato non differiscono dalle equazioni dell’e- 
lettrodinamica premaxwelliana, che postulava la propagazione istantanea 
delle interazioni tra le correnti e le cariche. La risposta a questa domanda 
sta in quanto segue. Sappiamo che l’equazione di Maxwell (82.1) o (82.la), 
che fa intervenire la corrente di spostamento, conduce all’equazione di con- 
tinuità che esprime la conservazione delle cariche elettriche (cfr. $ 82). Que- 
st’ultima equazione può essere utilizzata al posto di (82.1) in alcuni casi par- 
ticolari, specie nello studio del sistema bifilare di Lecher. L'equazione di 
continuità non è propria della teoria di Maxwell soltanto, essa è valida an- 
che nella teoria dell’azione a distanza. Ecco perché quest’ultima, applicata 
al sistema di Lecher, ci ha condotti ad una soluzione corretta, ossia all’esi- 
stenza di un’onda che si propaga con velocità finita. Ciò nonostante si deve 
notare che in questa teoria si tratta non della propagazione del campo elet- 
tromagnetico, bensì della propagazione delle cariche elettriche o più esatta- 
mente della propagazione dello stato d'elettrizzazione lungo i fili. Questo 
effetto è perfettamente compatibile con la concezione di una azione a di- 
stanza, come indicano le considerazioni svolte. Le onde elettromagnetiche 
che si propagano con velocità finita ne/ vuoto o in un mezzo dielettrico, 
rappresentano un risultato specifico della teoria di Maxwell. È evidente che 
non è sempre possibile sostituire l'equazione di Maxwell fondata sulla no- 
zione di corrente di spostamento con l’equazione di continuità. Persino il 
problema dei fili di Lecher, che abbiamo analizzato, deve fondarsi sulle equa- 
zioni di Maxwell per arrivare a una soluzione rigorosa e completa. 

4. Finora non abbiamo avanzato nessuna ipotesi concernente la forma 
delle oscillazioni e delle onde create nel sistema di Lecher. Supponiamo ora 
che le oscillazioni e le onde siano sinusoidali. Se si tratta di un’onda progres- 
siva, la corrente./ e la tensione V oscillano in fase. Questa conclusione ri- 
sulta direttamente dalla relazione (143.6) poiché l’impedenza d’onda W è 
una grandezza reale. In una onda progressiva 1 vettori elettrico e magnetico 
sono ortogonali ai fili, mentre il vettore di Poynting è parallelo ad essi. Ed: 
è per questo motivo che i/ flusso d'energia che appare si propaga parallela- 
mente ai fili, come deve essere in una onda progressiva. 

Un’onda progressiva dovrebbe apparire sempre nel caso di una linea in- 
finita eccitata ad un capo. Ma se questa linea ora è limitata, avremo delle 
condizioni ai limiti ben definite, che dovranno essere verificate alle sue 
estremità in ogni istante. Se le estremità dei due fili sono libere, la corrente 
elettrica 7 deve annullarvisi. Ma se la linea è messa in corto circuito (ossia, 
le sue estremità sono collegate da un filo con una resistenza AR; trascurabil- 
mente piccola) la tensione V deve annullarsi all’estremità della linea. In ef- 
fetti, secondo la legge di Ohm, la corrente nel filo di connessione è uguale 
a /= W/R.. Se la tensione V all’estremità della linea rimanesse finita, con 
Ri. > O otterremmo una corrente 7 infinitamente grande, cosa fisicamente 
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impossibile. L’onda progressiva non soddisfa nessuna di queste condizioni 
ai limiti. La Natura suggerisce qui, come in tutti gli altri casi, una soluzione 
semplice: l’onda si riflette sull’estremità della linea e si propaga in senso in- 
verso. La sovrapposizione dell’onda incidente e dell’onda riflessa fa apparire 
un’onda stazionaria. Non è necessario ripetere per una tale onda i ragiona- 
menti del $ 140, a proposito delle onde stazionarie nello spazio libero. È 
sufficiente riportare i risultati finali. Le oscillazioni della corrente e della 
tensione che hanno luogo nell’onda stazionaria sono sfasate di 7/2. Nel ca- 
so di una linea non chiusa si trova alla sua estremità un nodo di corrente 
ed un ventre di tensione, e nel caso di una linea messa in corto circuito vi 
si trovano un ventre di corrente ed un nodo di tensione. I nodi di corrente 
sono dei ventri di tensione ed i ventri di corrente sono dei nodi di tensione. 
In mezzo a due ventri di corrente si trova il ventre ci tensione ed in mezzo 
a due nodi di corrente un nodo di tensione ecc. Nei nodi il vettore £ o il 
vettore # si annulla e quindi vi si annulla il vettore di Poynting 


S = +1- [EH]. L’energia elettromagnetica oscilla tra un ventre (un nodo) 


di corrente ed il nodo (ventre) vicino di tensione, ma essa non può attraver- 
sare un nodo o un ventre. Lungo la linea non avviene nessun trasporto d°e- 
nergia, situazione normale per un’onda stazionaria. Le oscillazioni forzate 
più forti della corrente e della tensione si manifestano nelle stesse condizio- 
ni valide per tutte le altre onde stazionarie. Per esempio se si trovano alle 
due estremità della linea dei ventri di corrente (o di tensione) ciò significa 
che la lunghezza della linea è uguale ad un multiplo intero di semilunghezze 
d’onda. 

5. Per realizzare un esperimento di dimostrazione delle onde stazionarie 
in un sistema di Lecher, si prendono due grossi fili nudi di grande lunghezza 
che vengono tesi attraverso la sala di lezioni. I fili sono disposti in un piano 
orizzontale a una distanza di 10 cm l’uno dall’altro. Si alimenta la linea ad 
un’estremità con un generatore a tubi termoionici che funziona su una lun- 
ghezza d’onda di 3 m. Il circuito oscillante del generatore contiene un con- 
densatore variabile che permette di sintonizzare la linea alla risonanza. L’al- 
tra estremità può essere lasciata libera o messa in corto circuito. Per lo stu- 
dio delle onde stazionarie si possono utilizzare sia delle /ampade al neon 
collegate ai due fili della linea sia delle piccole spire di filo ai capi delle quali 
si inseriscono delle lampadine da fanalino. Si dispongono queste spire in 
posizione orizzontale tra i fili della linea (fig. 370). Tali indicatori deforma- 
no il campo dell’onda stazionaria solo in misura irrilevante. La lampada al 
neon si accende là dove esiste un campo elettrico sufficiente per eccitare una 
tensione superiore alla tensione d’accensione. La sua luminosità è grande 
nei ventri di tensione e scompare ai nodi. Le lampadine elettriche, al contra- 
rio, si accendono e brillano con il più grande splendore quando le spire che 
le alimentano si trovano nei ventri e si spegnono nei nodi di corrente. In ef- 
fetti quando una spira è messa in un ventre di corrente, essa viene attraver- 


669 


sata da un flusso magnetico massimo. Dato che è un flusso alternato, esso 
induce una corrente che alimenta la lampadina. Se invece la spira si trova 
in un nodo di corrente, il flusso magnetico è nullo, e nessuna corrente può 
essere indotta. Con l’aiuto di questi indicatori si effettua più facilmente un 
esame della ripartizione dei ventri e dei nodi di corrente e di tensione. 





Fig. 370. 


6. Si può anche far una dimostrazione delle onde stazionarie con l’aiuto 
di bobine di 2-3 m di lunghezza e composte di un solo strato di spire di filo 
sottile (la lunghezza totale del filo è di qualche chilometro). Uno dei capi 
della bobina viene connesso a un generatore a tubi termoionici (lunghezza 
d’onda \ = 300 m) e l’altro viene messo in corto circuito. Delle onde stazio- 
narie appaiono nel filo ed un campo elettromagnetico alternato appare nel- 
lo spazio circostante. Si possono osservare i ventri del campo elettrico con 
l’aiuto di un lungo tubo a gas in vetro disposto parallelamente alla bobina. 
La luminescenza del gas nel tubo è irregolare, poiché le distanze tra i massi- 
mi di luminescenza sono di solito 20-30 cm. Si può anche utilizzare un tubo 
in vetro a forma di anello riempito di neon che si infila sulla bobina. Spo- 
standolo lungo la bobina il gas si accende periodicamente. Si può far variare 
la forma dei tubi al neon ed osservare le variazioni della loro luminescenza 
spostandoli intorno alla bobina. È difficile fare calcoli quantitativi in questi 
casi. 


Problema 


I fili di Lecher sono collegati da un ponte costituito da una bobina d’induzione, una resi- 
stenza ohmica e un condensatore (fig. 371). L’impedenza del ponte è Z. I fili ed i mezzi omoge- 
nei, nei quali essi si trovano, possono essere differenti dai due lati del ponte in modo tale che 
l’impedenza d’onda prima del ponte sia uguale a W, mentre dopo il ponte sia W'’. Un’onda. 
che arriva sul ponte è parzialmente riflessa e la parte restante si propaga al di là del ponte, 
Calcolare queste due parti dell’onda di corrente (.4 parte riflessa e./ parte trasmessa) nonché 
la corrente 7 che passa per il ponte sapendo che la corrente dell’onda incidente è 4. 

Soluzione. Vicino al ponte la tensione delle onde incidente, riflessa e trasmessa è 


Ve= WA, V\= -WA, Va= WA 
(il segno meno prima del secondo membro della seconda formula serve a indicare che l’onda 
riflessa si propaga indietro). Secondo la prima regola di Kirchhoff 
A+FIAhSh=I+A 
La tensione alle estremità del ponte può essere espressa da una delle tre espressioni seguenti: 


ZA, Ve + V., Va. Identificandole ed esprimendo le tensioni tramite correnti, si ottengono due 
equazioni 


ZI= WMA - A) ZI = WA. 
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La risoluzione simultanea di queste equazioni e dell’equazione precedente dà 
A WW'° +(W- W')Z 














VA A 
I 2WZ SI 2WW 
IT A I A 


dove 

A=WW'+(W+W)Z 
Se il ponte si trova all’estremità della linea, nessuna onda potrà essere trasmessa al di là del 
ponte (7W'’ = co) esi ha allora 


W- Z 2W 
isqixz® FS wrzf 


Se ne deducono facilmente le ampiezze e le fasi delle correnti 4 ed / per la linea messa in 
corto circuito (Z = 0) e per la linea ad estremità libere (Z = co). In ambedue i casi la riflessione 


27) Hg 


ar 


Fig. 371. 


| 
| 


è totale ma con fasi differenti. Se la resistenza del ponte è puramente reattiva (Z = iX), si ha 
L4| = |A]: anche in questo caso la riflessione è totale e la reattanza si riflette solo sulle posizio- 
ni dei nodi e dei ventri. Se Z = W, 4 = 0, il che significa che l’onda non si riflette affatto. 
La corrente, che arriva al ponte attraverso uno dei fili, lo attraversa e ritorna all’inizio della 
linea per il secondo filo. 


$ 144. Proprietà delle correnti rapidamente variabili. 
Effetto pelle ° 


1. In seguito alla grande conducibilità dei metalli la corrente di sposta- 
mento vi è trascurabile rispetto alla corrente di conduzione. La penetrazione 
del campo magnetico nel metallo, matematicamente parlando, è analoga al 
processo di diffusione. 

Ricordiamo prima le più semplici equazioni che caratterizzano la diffu- 
sione delle particelle materiali. Consideriamo delle particelle contenute in 
un lungo tubo rettilineo disposto parallelamente all’asse X (fig. 372). Ponia- 
mo per semplificare che l’area della sezione trasversale del tubo sia uguale 
all’unità. La concentrazione n delle particelle dipende dalla coordinata x e 
dal tempo t. Se j(x) è la densità della corrente di diffusione, l’incremento 
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per unità di tempo del numero di particelle nello strato tratteggiato nella 


figura 372 è dato dalla differenza j(x) — j(x + dx) = — -&L dx. Dato che 
questo incremento è dato anche da Lu dx si ha 

dj _ ‘+ _n n 

dx 7 _ nh, J = DIE (144.1) 


dove D è il coefficiente di diffusione. Consideriamo ora nel tubo una colon- 
na di materia di lunghezza /. Poniamo che nell’istante iniziale la concentra- 
zione all’estremità sinistra della colonna sia diversa da zero e nulla alla sua 
estremità destra. Poniamo ancora che la concentrazione n sia nulla in tutti 


j(Z) —> 7, ——» j(x+dx) 


LT 2+dX 
Fig. 372. 


i punti che si trovano al di là dell’estremità destra della colonna in conside- 
razione. La densità della corrente di diffusione / sarà allora uguale a 
j — Dn/l. La stessa densità può essere espressa come j = nu, dove uv è la 
velocità di propagazione (per diffusione) della sostanza lungo il tubo. Se ne 
trae v — D/I. Il tempo 7 nel corso del quale la sostanza si sposta di / è 
Tr = l/v = ?/De quindi 


I — VDr. (144.2) 


2. Passiamo ora al problema della penetrazione del campo elettroma- 
gnetico nel metallo. Trascurando la corrente di spostamento questo proces- 
so è descritto dalle equazioni 


Con l’aiuto delle relazioni j = \E e B = uH, eliminiamo i vettori E e H 
tra queste due equazioni 


._ (€ -_ _À ; 
J = dr 10 8. rot j = cb. 


Supponiamo che tutte le grandezze dipendano dalla sola coordinata x e ri- 
scriviamo per questo caso le equazioni ottenute in forma scalare. Proceden- 
do come nel caso delle formule (139.2), si constata che le equazioni ottenute 
formano due gruppi; il primo gruppo di equazioni contiene |, e 8, e l’altro 
J: e By. Dato che questi due gruppi di equazioni sono indipendenti, è suffi- 
ciente considerarne uno solo. Quindi fin dall’inizio si può porre che la cor- 
rente j sia parallela all’asse Y e che il campo 8 sia diretto lungo l’asse Z. 
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In questo caso 


dj __; . el 0 /\ 
Queste equazioni si riconducono alla (144.1) sostituendovi n con AB e 


ponendo ) 


D= x: (144.4) 


In tal modo la propagazione del campo elettromagnetico in un metallo può 
essere descritta dalle equazioni di diffusione, avendo attribuito il ruolo di 
coefficiente di diffusione alla grandezza (144.4). 

Consideriamo ora il caso in cui una corrente alternata di periodo7 cir- 
cola sulla superficie piana di un metallo. Nel corso di un semiperiodo 7/2 
il senso della corrente si inverte. Come mostra la formula (144.2) durante 
questo intervallo di tempo il campo magnetico e la corrente elettrica pene- 
trano nel metallo a una profondità 


T T Cc 
| - ID = = C -_ ———, (144.5) 
2 8ruÀ V8ru\v 


dove v = 1/7 è la frequenza della corrente alternata. 

Quindi la densità di corrente nel metallo diminuisce con la profondità 
di penetrazione. La corrente circola praticamente solo alla superficie del 
metallo in uno strato di spessore / circa. Questo effetto porta il nome di ef- 
fetto pelle (o skin effect), mentre la grandezza / è chiamata profondità di 
penetrazione della corrente (0 del campo magnetico) nel metallo. La pro- 
fondità di penetrazione diminuisce con la frequenza proporzionalmente a 
1/Vy. Nel caso del rame \ = 5,4-10!” s7! (ponendo u = 1). Alla frequenza 
della rete « urbana » v = 50 Hz, la formula (144.5) dà / = 0,7cm — 1cm. 
Se v = 5000Hz,/-— 0,1 cmese v = 5-10° Hz, / — 0,01 cm. Quindi le cor- 
renti ad alta frequenza circolano solo in un sottile strato superficiale del me- 
tallo. Per semplificare i calcoli abbiamo considerato un metallo di dimen- 
sioni infinite delimitato da una superficie piana, ma è evidente che l’effetto 
pelle si manifesta anche quando la corrente è trasportata da fili. Solo che 
in questo caso l’espressione della profondità di penetrazione si differenzia 
da (144.5) per un fattore il cui valore dipende dal raggio del filo. Dato che 
questo fattore è dell’ordine dell’unità, esso non gioca nessun ruolo sostan- 
ziale per l’interpretazione del fenomeno. 

3. Vogliamo dare ora una spiegazione qualitativa dell’effetto pelle. Con- 
sideriamo un filo cilindrico percorso da una corrente alternata ./ (fig. 373). 
Tracciamo nella sezione meridiana del filo un circuito rettangolare 
MM' N' N il cui lato MM' coincide con l’asse del filo. Se poniamo che nel- 
l’istante considerato la corrente. sia diretta dal basso verso l’alto, le linee 
di forza elettromagnetiche avvolgeranno il filo come indicato nella fig. 373. 


673 


Se l’intensità di corrente / ed il flusso magnetico ® che attraversano il cir- 
cuito NMM'N' aumentano, vi appare un campo elettrico indotto Zina 
orientato lungo la verticale ascendente su NN” e lungo la verticale discen- 
dente su MM”. Questo campo rafforza la corrente alla periferia NN’ del 
filo e la indebolirà sull’asse MM". Se la corrente .7 diminuisce, il senso del 
campo Éina si inverte e la corrente diviene più forte sull’asse MM' e più de- 
bole alla periferia NN’ del filo. Quindi, qualunque sia la variazione della 
corrente. la corrente indotta rafforza la variazione di corrente alla perife- 
ria e si oppone alla sua variazione sull’asse del filo. Di conseguenza in regi- 
me stazionario l’ampiezza delle oscillazioni di corrente su NN’ è più grande 
che su MM". A misura che ci si allontana dall’asse del filo, l'ampiezza delle 
oscillazioni di corrente diventa più grande poiché il flusso magnetico È at- 
traverso il circuito MM'’N'’N aumenta con la distanza MN. Tale ridistribu- 
zione della corrente sulla sezione del filo costituisce l’effetto pelle. 





Fig. 373. Fig. 374. 


La concentrazione della corrente sulla superficie fa sì che ogni filo pieno 
si comporta come se fosse vuoto con uno spessore delle pareti approssimati- 
vamente uguale alla profondità di penetrazione /. Per questo la resistenza 
del filo aumenta e la sua induttanza diminuisce. Ne consegue che, per cor- 
renti rapidamente variabili, conviene utilizzare dei conduttori tubolari, poi- 
ché se si utilizzano fili pieni, la regione interna intorno all’asse resterebbe 
inutilizzata. Per fissare le idee sull’influenza che esercita l’effetto skin sulla 
resistenza elettrica dei fili, abbiamo che, per una corrente alternata di fre- 
quenza v = 50 Hz, la resistenza di un filo di rame di 2 cm di diametro cresce 
in rapporto alla resistenza in corrente continua del 3 %, e quella di un filo 
di 2 mm dello 0,0003 % solamente. Nel caso in cui quest’ultimo filo sia per- 
corso da una corrente alternata di frequenza v = 10° Hz, la sua resistenza 
aumenterà quasi di 7 volte. Se il filo non è rettilineo, ma avvolto su una car- 
cassa cilindrica, la ripartizione della corrente sulla sezione del filo non è più 
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simmetrica: la densità della corrente è più forte nella parte del filo che si 
trova più vicina alla carcassa. 

4. Quando la corrente elettrica varia rapidamente, è altrettanto rapida 
la variazione del campo magnetico che essa genera. Quindi gli effetti di in- 
duzione delle correnti rapidamente variabili possono essere molto forti. An- 
zi, possono essere rafforzati con l’aiuto dell’effetto di risonanza. Questo è 
il principio di funzionamento del trasformatore a risonanza ad alta frequen- 
za di Tesla (1856-1943). È un trasformatore ad aria, in cui l’avvolgimento 
primario Li è costituito da un piccolo numero di spire di filo a grande sezio- 
ne e fa parte di un circuito oscillante contenente un condensatore (bottiglia 
di Leida) C e un generatore di scintille F. Il circuito oscillante è accoppiato 
per mezzo di bobine di reattanza D all’induttore / (fig. 374). L’avvolgimento 
secondario, piazzato all’interno di quello primario, è una spirale costituita 
di un grande numero di spire di filo so tile avvolto in un solo strato su un 
cilindro isolante. Gli avvolgimenti come le spire del secondario devono esse- 
re ben isolati gli uni dagli altri. Per questo si riveste l’avvolgimento seconda- 
rio di uno strato di paraffina e lo si immerge in olio isolante. Quando scocca 
una scintilla in F, nell’avvolgimento primario sorgono delle oscillazioni 
elettriche di alta frequenza, e nel secondario delle correnti indotte della stes- 
sa frequenza. Dato che la bobina L. possiede frequenze proprie, le oscilla- 
zioni delle correnti indotte sono particolarmente forti quando una di queste 
frequenze (quasi sempre la frequenza fondamentale) coincide con la fre- 
quenza propria del circuito oscillante. Quando le oscillazioni corrispondo- 
no alla frequenza propria, un ventre di corrente si stabilisce in mezzo alla 
bobina ed il campo elettrico è massimo alle sue estremità. L'ampiezza delle 
oscillazioni di tensione ai capi del secondario è allora molto più grande del- 
l'ampiezza delle oscillazioni di tensione ai capi del condensatore del prima- 
rio. Lo si dimostra con l’aiuto della formula per l’energia elettrica del con- 
1 
2 
dal primario al secondario e supponendo che non ci siano perdite. In effetti, 
dato che la capacità del secondario è molto più piccola di quella del con- 
densatore del circuito primario, la tensione ai capi del secondario deve esse- 
re più grande. Si dimostra nella stessa maniera che l’ampiezza della corrente 
nel secondario è notevolmente più piccola che nel primario ”. 

L’esistenza di un campo elettrico intenso vicino ai poli XK e X- del secon- 
dario si rivela in modo spettacolare nell’oscurità sotto forma di scariche lu- 


densatore W. = — CV? tenendo conto che l’energia elettromagnetica passa 


1) Questo tipo di ragionamento, benché largamente utilizzato, manca di nettezza. L’avvol- 
gimento secondario presenta una capacità ed un’induttanza determinate. Queste nozioni valgo- 
no per campi continui e quasi-stazionari, mentre nel trasformatore di Tesla abbiamo a che fare 
con campi ad alta frequenza che non sono quasi-stazionari. Non è chiaro neanche il significato 
di tensione perché nei campi alternati l'integrale | Edi dipende dal cammino d’integrazione. 
Una dimostrazione rigorosa (e chiara) deve essere fondata sul sistema di equazioni di Maxwell, 
ma una tale dimostrazione non esiste. 
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minescenti ben visibili. Quando si avvicina ai poli Ki e X> dei conduttori 
messi a terra, si formano delle lunghe scintille elettriche. Tesla arrivò a pro- 
durre delle scintille di due metri di lunghezza, il che corrisponde ad una ten- 
sione superiore a un milione di volt. Si possono ottenere scintilie da altre 
parti dell’avvolgimento secondario, ma più deboli di quelle che si osservano 
alle estremità. Vicino al centro del secondario, dove si trova il nodo di ten- 
sione, le scintille non scoccano. I tubi luminescenti si mettono a risplendere 
persino a grande distanza da un trasformatore di Tesla. 

Malgrado la loro alta tensione, le correnti rapidamente variabili, genera- 
te dal trasformatore Tesla, non sono pericolose per l’uomo, anzi si utilizza- 
no per fini curativi. L’uomo può sopportare senza dolore una corrente alter- 
nata di 50 Hz di intensità fino a 0,1 A, mentre ad una frequenza di 10° Hz, 
si può aumentare la forza della corrente fino 0,8 A senza che si riveli una 
contrazione notevole dei muscoli. (Questi valori limite sono differenti per 
differenti persone.) Si può realizzare il seguente esperimento. Si avvolge due 
o tre volte un filo di rame nudo sullo zoccolo di una lampadina ad incande- 
scenza. Lo sperimentatore sale su una pedana isolante tenendo l’altro capo 
del filo in mano. Egli avvicina l’estremità del secondo filo di connessione 
al polo superiore del secondario del trasformatore di Tesla il cui polo infe- 
riore è messo a terra. Benché il circuito della lampadina non sia chiuso (lo 
sperimentatore sta sulla pedana isolante), la lampada dà una luce viva. Ciò 
avviene perché durante un semiperiodo sia la lampada che il corpo dello 
sperimentatore si caricano di elettricità di un dato segno, e durante l’altro 
semiperiodo cssì si caricano della stessa quantità d’elettricità di segno con- 
trario. Dato che la frequenza delle oscillazioni è grande (10° Hz e più) queste 
alternanze di carica e scarica sono sufficienti per portare ad incandescenza 
il filamento della lampadina. Il corpo dello sperimentatore è allora attraver- 
sato da una corrente di parecchi ampere. Tali correnti, se fossero continue, 
avrebbero provocato dei forti effetti fisiologici, pericolosi per la vita stessa. 
Ma dato che in questo esperimento si tratta di correnti ad alta frequenza, 
lo sperimentatore non le percepisce, poiché queste correnti circolano solo 
alla periferia dell'epidermide e quindi non possono portar danno al sistema 
nervoso ed agli organi vitali dell’uomo. Si può persino avvicinare un dito 
al polo del secondario e far scoccare una scintilla senza provare nessuna 
sensazione dolorosa. 


Problema 


Abbiamo menzionato nel $ 47 che si utilizza una tensione alternata per la misura dei cam- 
pi elettrostatici nei modelli posti in un bagno elettrolitico. Precisare i limiti d'applicazione di 
un tale procedimento. 

Soluzione. È importante soprattutto che sia rispettata la condizione degli stati quasi- 
stazionari. Se il liquido è conduttore, ciò implica che le dimensioni L del bagno devono essere 
piccole non soltanto rispetto alla lunghezza dell’onda elettromagnetica nell’elettrolita ma an- 
che rispetto alla profondità di penetrazione / del campo elettromagnetico nell’elettrolita per via 
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dell’effetto skin. (La lunghezza d’onda viene indicata con A, mentre \ viene utilizzato per indi- 
care la conduttività specifica dell’elettrolita). Inoltre è necessario che sia verificata la condizio- 
ne di validità del metodo delle sezioni. Si giustifica questo metodo imponendo che la compo- 
nente normale del campo elettrico nell’elettrolita sia nulla alla sua superficie; per i campi alter- 
nati questa condizione è verificata solo approssimativamente. Se poniamo che la superficie 


dell’elettrolita sia in contatto con l’aria si deve avere sulla superficie di separazione 
do 


— Dn + Don = 4ro, in = di 
dove D e Do sono i vettori induzione nell’elettrolita e nell’aria, o la densità superficiale delle 
cariche, j la densità di corrente nell’elettrolita (la normale è diretta dall’elettrolita all’aria). In- 
troduciamo i campi elettrici E e E e supponiamo che essi siano della forma — e". Si avrà 











Il 
avora Eon — €E, = 4x0, E, = iwo, 
da cui E E 
Er = 3 D= 
4r\ AT 
E- i I-i- -— 
W WE 


Il salto della componente normale del vettore D è dovuto alla presenza di cariche elettri- 
che alla superficie di separazione dell’elettrolita. La presenza di queste cariche indebolisce il 
campo creato dagli elettrodi all’interno dell’elettrolita e lo rinforzano al di fuori di esso. Se la 
condizione |D,| « Eon è verificata, le cariche superficiali compensano quasi totalmente la com- 
ponente normale del campo degli elettrodi nell’elettrolita alla sua superficie. Perché la compen- 
sazione sia totale sarebbe sufficiente modificare molto poco la densità superficiale o. In que- 
st’ultimo caso si ottiene En = 0 e la condizione di validità del metodo delle sezioni sarebbe 
soddisfatta da questo campo deformato. Ma evidentemente una piccola variazione della densi- 
tà o modificherebbe poco il campo all’interno dell’elettrolita. Quindi si può porre che se 
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la componente normale E, alla superficie dell’elettrolita sarà praticamente nulla. Questa di- 
suguaglianza esprime la condizione di validità del metodo delle sezioni. Utilizzando la formula 
2rc 


wve 


I « A. La condizione di validità del metodo del bagno elettrolitico può quindi essere scritta 
come segue 


(144.5) e l’espressione A_ = la disuguaglianza, di cui sopra, può essere scritta nella forma 





LalaA. (144.6) 
Portandovi le espressioni di / e di A si ottiene 
c 

Vv ——, 144.7 
IE (144.7) 

2 

VE c 
— < ——_-, 144.8 
87 8rvL° ( 


Con L = 1m, € = 81, si ricava da (144.7) v « 3-10” Hz, per qualsiasi conducibilità dell’elettro- 
lita. Alla frequenza limite 3-10” Hz la condizione (144.8) conduce a 


9,710” « \ « 12-10’ s7!. 


Questo risultato mostra che il metodo del bagno elettrolitico (con L — 1 m) non può più essere 
utilizzato a frequenze dell’ordine di 10” Hz. Per le frequenze che si utilizzano generalmente 
(v — 10° Hz) si ha 


3:10? « \ <« 3-10!2 s7! o 107? < \ < 1 ohm7'-cm7!. 
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$ 145. Pressione ed impulso delle onde elettromagnetiche 


1. Secondo le previsioni teoriche di Maxwell le onde elettromagnetiche 
che cadono su un corpo vi subiscono una riflessione e una rifrazione ed 
esercitano su questo corpo una certa pressione. Questa pressione risulta dal- 
l’azione esercitata dal campo magnetico dell’onda sulle correnti elettriche 
eccitate dal campo elettrico della stessa onda elettromagnetica, o talvolta 
dall’azione simultanea del campo elettrico dell’onda sulle cariche elettriche 
indotte nella sostanza dallo stesso campo. Consideriamo per esempio 
un’onda elettromagnetica progressiva piana che si propaga in un mezzo 
omogeneo. Se il mezzo è assorbente e quindi conduttore, il campo elettrico 
dell’onda vi eccita una corrente elettrica di densità j = \£. Di conseguenza 


sull’unità di volume del mezzo agisce la forza f = 2 WB] = A [EB] diretta 


nel senso di propagazione dell’onda. È proprio questa forza che provoca la 
pressione dell’onda elettromagnetica. Se l’ambiente non è assorbente 
(M = 0) f = Oossia la propagazione dell’onda elettromagnetica non genera 
nessuna pressione sull’ambiente. 

2. Per poter calcolare la pressione delle onde elettromagnetiche e per 
mettere in evidenza l’origine di questa pressione consideriamo dapprima un 
caso particolare. Un’onda elettromagnetica piana che si propaga nel vuoto, 
incide su una superficie piana di un metallo perfettamente conduttore (fig. 
375). Dato che la direzione dell’onda cambia quando si riflette sulla superfi- 
cie del metallo, uno dei vettori E o #7 deve cambiare il suo senso. È facile 
vedere che ciò accadrà al vettore E. In effetti, dato che il secondo mezzo 
è perfettamente conduttore () = 00) il campo elettrico deve essere nullo al 
suo interno, altrimenti, in virtù della legge di Ohm j = \E, sarebbe percorso 
da correnti elettriche di densità infinitamente grande, cosa che è fisicamente 
impossibile. Dato che le componenti tangenziali del campo elettrico sono 
continue, sulla superficie di separazione il vettore elettrico deve annullarsi 
anche nel primo mezzo. Ma nel primo mezzo il campo si compone del cam- 
po E dell’onda incidente e del campo £, dell’onda riflessa. Si deve quindi 
avere su questa superficie E + E, = 0, ossia £, = — E, come si voleva pro- 
vare. Al contrario sulla stessa superficie il vettore magnetico dell’onda ri- 
flessa sarà H, = Hedil campo magnetico risultante nel primo mezzo sarà 
uguale a H + H, = 2H. Quindi al passaggio della superficie di separazione 
il vettore magnetico cambia bruscamente di 2/7. Ciò significa che la superfi- 
cie di separazione è percorsa da una corrente superficiale di densità lineare 
i diretta lungo la direzione del vettore £ (fig. 376). Si trova la densità lineare 
di questa corrente applicando il teorema della circuitazione al contorno 


‘aK:. _ 4rni .._  cH 
MNN'M';2H = —-,daculi = —. 


Nel calcolare la forza che agisce su una superficie elementare dS di un 
corpo percorso dalla corrente idS si deve agire con circospezione. In effetti, 
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questa forza è determinata dal campo magnetico H.s:, esterno alla corrente 
Î dS stessa. È evidente che sulla superficie elementare dS questo campo 
esterno è lo stesso da ambedue le sue parti, ossia è continuo. Quanto al 
campo magnetico proprio della corrente idS, esso subisce una discontinuità 
sulla linea di separazione. Se dalla parte del vuoto lo si indica con MHprop, 
dalla parte del metallo questo campo sarà uguale a — Hprop. Applicando il 


teorema della circuitazione al contorno MNN'M' si trova Hprop = dari = H. 


Sottraendo questo valore dal campo totale 2/7 che regna nel vuoto si trova 
Hes: = H. (Si arriva allo stesso risultato imponendo che all’interno del me- 
tallo il campo esterno debba compensare esattamente il campo proprio.) La 


44 Hp 


Onda incidente Onda riflessa 


Fig. 375. Fig. 376. 





forza che il campo esterno esercita sulla corrente idS è diretta verso l’interno 
del metallo, quindi è una forza di pressione. La pressione esercitata sull’uni- 
tà di superficie del metallo è 

= 2 iHesi =, FP, (145.1) 
dove il tratto indica la media sul tempo. Tenendo conto dell’uguaglianza 
E = Hsi può scrivere anche 


p = x EH = 4 E + H>) = 2, (145.2) 


dove w è la densità media dell’energia elettromagnetica dell’onda incidente. 
Quindi un’onda elettromagnetica che cade con incidenza normale su una 
superficie metallica perfettamente riflettente esercita su di essa una pressio- 
ne uguale al doppio della densità media d'energia dell’onda incidente. 

3. Si può analizzare nello stesso modo il caso di una incidenza obliqua 
dell'onda elettromagnetica, ma il calcolo sarà un po’ più complicato perché 
in questo caso sono discontinue le componenti tangenziali del campo ma- 
gnetico e le componenti normali del campo elettrico. La discontinuità delle 
componenti normali significa che delle cariche elettriche appariranno sulla 
superficie del metallo; quindi si dovrà tener conto delle forze che il campo 
elettrico esercita su queste cariche. In questo caso la pressione dell’onda 
elettromagnetica risulta da due cause differenti: si compone di una « forza 
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magnetica » che è la forza che il campo magnetico esercita sulle correnti 
superficiali circolanti sul metallo e di una « forza elettrica » che è la forza 
che il campo elettrico esercita sulle cariche superficiali dello stesso metallo. 
Non faremo questi calcoli perché si può utilizzare un approccio più generale 
nello studio della pressione delle onde elettromagnetiche. 

4. Supponiamo di nuovo che l’onda cada con incidenza normale sulla 
superficie di un metallo perfettamente conduttore. Supponiamo ancora che 
il campo dell’onda sia contenuto in un cilindro di altezza c e di base unita- 
ria. L'asse del cilindro coincide con la direzione di propagazione dell’onda. 
Una tale onda irradia il metallo per un secondo. Dato che questa onda eser- 
cita una pressione .# sulla superficie del metallo quest’ultimo acquisirà du- 


ranie questo tempo un impulso Ios = P = s- EH e sotto forma 
vettoriale Zost = 3 [EH]. In un sistema chiuso, costituito dal metallo e 
dal campo elettromagnetico, /a /egge di conservazione dell’impulso sarebbe 
in difetto se solo la sostanza possedesse un impulso. L’impulso del sistema 
può conservarsi solo a condizione che l'onda elettromagnetica possieda an- 
ch’essa un impulso: il metallo acquisisce un impulso a spese dell’impulso 
che gli viene trasmesso dall’onda elettromagnetica. Per calcolare l’impulso 
dell’onda elettromagnetica incidente /. si noterà che alla riflessione i/ mo- 
dulo dell’impulso dell'onda resta invariato, ma il suo senso si inverte; in al- 
tre parole, la variazione che subisce l’impulso elettromagnetico alla rifles- 
sione è uguale a Ala = — Za — (+Za) = — 2a, mentre la variazione del- 
l'impulso della sostanza è Alsost = sost. La legge della conservazione del- 
l’impulso impone che Ale + Afsost = 0, da cui Za = 5 Loos = +- [EH]. 
Dividendo questo risultato per la lunghezza c del cilindro si trova l’impulso 
elettromagnetico medio per unità di volume, ossia la densità media di im- 
pulso elettromagnetico 


- lia. li 
fel = rc [EH] = a (145.3) 


dove $ è il vettore di Poynting. Abbiamo supposto che l’onda cadesse nor- 
malmente alla superficie metallica, ma questa circostanza non può alterare 
il carattere generale del risultato (145.3) perché la densità dell’impulso gel è 
una caratteristica dell’onda elettromagnetica e non può dipendere dai corpi, 
con i quali l’onda entra in interazione. Questi risultati sono conformi alle 
nostre considerazioni sulla quantità di moto elettromagnetico, esposte nel 
$ 84. 

5. Un esempio illustrerà l’applicazione della formula (145.3) al calcolo 
delle forze che la radiazione esercita sul corpo. Sia data un’onda elettroma- 
gnetica incidente che si propaga lungo la normale unitaria N al fronte d’on- 
da e che si riflette parzialmente nella direzione della normale N” e penetra 
in parte nel secondo mezzo dove essa è assorbita (fig. 377). Se l’onda cade 
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su una superficie AB di area unitaria con un angolo di incidenza g, le sezio- 
ni trasversali dei fasci incidente e riflesso saranno uguali entrambe a cos g. 
Consideriamo dei fasci di lunghezza c. L’impulso che la radiazione trasmet- 
te in un secondo al corpo è uguale a Z = cos g (WN-W'N') = 
= w cosg (N — oN') dove W e w' sono le densità medie di energia delle 
onde incidente e riflessa e o è il coefficiente di riflessione. La radiazione 
esercita sull’unità d’area AB della superficie del corpo una forza f = I. La 
sua proiezione sulla normale n alla superficie è la pressione di radiazione 


P= wceos'g(1 + 0) (145.4) 

e la sua proiezione sull’asse X è la forza tangenziale media applicata alla 
superficie AB: 

Tr = wsing cosg(1 — 0). (145.5) 

Quando q = 1 si ritrova per un ‘incidenza normale il risultato P= 2w. Nel 


caso in cui il mezzo assorba totalmente la radiazione incidente (o = 0) si 
ha = »w, ossia la pressione di radiazione è due volte più piccola. 





Fig. 377. 


6. Per farsi un’idea dell’ordine di grandezza della pressione di radiazione 
calcoliamo il valore della pressione che esercita la radiazione solare sulla su- 
perficie terrestre. Secondo le misurazioni effettuate, la densità media del 
flusso d’energia è S = 2 cal/(cm°-min) = 1,4-103 W/m?. Per una superficie 
perfettamente assorbente e normale alla radiazione, la pressione è uguale a 
P= S/c = 4,7:1079 N/m° e nel caso di una superficie perfettamente riflet- 
tente la pressione di radiazione vale 9,4-107° N/m?. Malgrado i valori del 
tutto trascurabili della pressione di radiazione, la prova sperimentale della 
pressione delle onde elettromagnetiche fu ottenuta per la prima volta da 
P.N. Lebedev per le onde luminose. Lebedev dimostrò nel 1900 l’esistenza 
di una pressione delle radiazioni luminose sui corpi solidi e nel 1910 sui gas. 
I risultati sperimentali ottenuti erano in buon accordo con la teoria elettro- 
magnetica della luce. Tuttavia, la pressione di radiazione non è sempre così 
piccola. Se si focalizza un fascio laser con l’aiuto di una lente, la pressione 
luminosa è sufficiente a perforare una moneta, producendo un piccolo buco 
(del diametro di qualche decimo di millimetro). La pressione di radiazione 
è enorme in seno alle stelle calde e gioca un ruolo sostanziale nelle loro 
esplosioni. Quando la temperatura all’interno di una stella raggiunge — 10° 
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keV (l’esplosione delle bombe atomiche e di quelle all’idrogeno produce del- 
le temperature del genere), la pressione di radiazione diventa comparabile 
alla pressione del plasma che costituisce la stella. 


$ 146. Princìpi di trasmissioni radioelettriche 


1. Ogni filo conduttore percorso da una corrente alternata irradia delle 
onde elettromagnetiche, ma se la corrente è chiusa e quasi-stazionaria, non 
ci sarà praticamente nessun irraggiamento. In effetti, per capire questo fat- 
to, è sufficiente decomporre il filo in elementi di corrente .? dI. Ciascuna 
di queste correnti elementari irradia come un dipolo puntiforme per il quale 
la derivata del momento dipolare rispetto al tempo è definita dall’espressio- 
ne dp = ./dl. Se la condizione di regime quasi-stazionario è verificata, tutti 
i momenti dipolari oscillano con fasi quasi identiche, in modo tale che, se 
si studia il campo nella zona d’onda (questo è l’unico campo che importa 
per le comunicazioni radioelettriche), si può ammettere che tutti questi di- 
poli sì trovino in un solo punto. Se ne conclude che la spira percorsa da una 
corrente irradierà come un dipolo puntiforme per il quale p = ddp = 
= d./dl. Se le correnti sono quasi-stazionarie, 7 è la stessa in tutti i punti 
della spira e di conseguenza p = /ddl = 0 perché ddl = 0 per ogni linea 
chiusa. In uno studio più elaborato si può dividere una spira chiusa percor- 
sa da una corrente in due metà ed assimilare ciascuna di esse a un dipolo 
puntiforme. Si otterrà allora un sistema di due dipoli puntiformi di momen- 
ti dipolari uguali ma di segni contrari, spostati l’uno rispetto all’altro di una 
distanza piccola rispetto alla lunghezza d’onda. In teoria un tale sistema de- 


ve irradiare, ma praticamente non c’è irraggiamento: nella zona d’onda il 
l 


‘ate . | d 1 | 
campo di radiazione varia con la distanza come dr\r)7 Pa vale a dire 
decresce troppo rapidamente per poter rivelare un irraggiamento osservabi- 
le. Queste considerazioni si applicano anche ad un circuito oscillante, non- 
ché ad ogni sistema « chiuso », cioè ogni sistema percorso da correnti chiu- 
se o quasi chiuse. Per ottenere un forte irraggiamento si deve passare ai siste- 
mi « aperti » , in cui circolano delle correnti non chiuse. Teoricamente il 
miglior sistema è un filo rettilineo dove si eccitano delle correnti alternate 
(non chiuse). Un sistema di questo tipo fu già utilizzato negli esperimenti 
di Hertz. In radiotecnica sì utilizzano a questo fine delle antenne, ossia un 
filo non chiuso o un sistema di fili sospesi a grande altezza sopra la terra 
percorsi da correnti alternate. 

Le correnti di bassa frequenza utilizzate in elettrotecnica non sono adat- 
te alle trasmissioni radioelettriche per due ragioni. In primo luogo, perché 
esse irradiano molto debolmente. (La potenza dell’irraggiamento è propor- 
zionale alla quarta potenza della frequenza, cfr. $ 141). In secondo luogo, 
perché si utilizza l’effetto di risonanza per eccitare delle oscillazioni intense 


682 


nell’antenna e necessitano quindi di antenne di dimensioni molto grandi. Se 
si utilizza per esempio in qualità di antenna irradiante un filo rettilineo, 
questi deve avere una lunghezza / = \/2 per potervi eccitare l’oscillazione 
fondamentale. Per una frequenza v = 1000 Hz questa lunghezza è / = 
= 150 km. Per questo motivo si alimentano le antenne radio con delle cor- 
renti di alta frequenza. Si utilizzano per la radiodiffusione frequenze com- 
prese tra 10° e 10° Hz, a cui corrispondono lunghezze d’onda comprese tra 
3 km e 3 m. Nelle applicazioni speciali dove l’irraggiamento emesso deve 
essere molto direzionale si utilizzano onde decimetriche e centimetriche 
(frequenze superiori a 10° Hz). 

Il principio della trasmissione radio è molto semplice. Si eccitano delle 
intense correnti di alta frequenza in una antenna sintonizzata alla risonanza 
con l’emettitore (fig. 378,4). Le onde elettromagnetiche irradiate da questa 
antenna sono captate dall’antenna ricevitrice (fig. 378,d) sintonizzata alla 
risonanza coll’emettitore e vi eccitano delle correnti della stessa frequenza 
che possono essere amplificate ed utilizzate. Per sintonizzare l’antenna si 
può inserire il condensatore sia in parallelo (fig. 378) che in serie con l’in- 
duttanza (fig. 379). Nell’inserimento a parallelo la capacità del sistema au- 
menta e quindi diminuisce la sua frequenza. Nel caso del montaggio in serie 
la capacità diminuisce e la frequenza del sistema aumenta. 


nd 
a) b) I 


Fig. 378. Fig. 379. 


2. Le onde sinusoidali di alta frequenza irradiate da una antenna non 
portano nessuna informazione utile e non sono percepibili all'orecchio del- 
l’uomo dopo che esse saranno trasformate in onde sonore della stessa fre- 
quenza. Per poter trasmettere per esempio la voce umana o la musica, si de- 
ve disporre di segnali di bassa frequenza per esempio tra 100 ed alcune mi- 
gliaia di hertz. Per la trasmissione di messaggi telegrafici le frequenze sono 
ancora più basse. La trasmissione diretta dei segnali di bassa frequenza con 
onde radio delle stesse frequenze è impossibile, come abbiamo indicato so- 
pra, per via dell’impossibilità della loro generazione. In radiotecnica si rie- 
sce a superare questa difficoltà assicurando l'emissione di onde sinusoidali 
di alta frequenza, modulate da segnali di bassa frequenza. Questa modifica 


683 


delle onde HF è chiamata modulazione, mentre le onde stesse sono dette 
modulate (cfr. $ 128). La modulazione consiste nel far variare nel tempo 
l'ampiezza, la frequenza o la fase dell’oscillazione. In tutto ciò che segue 
si intende la modulazione più semplice, ossia quella di ampiezza. 

Se nella stazione radio non si effettua la trasmissione, l'antenna d’emis- 
sione è percorsa da correnti sinusoidali: 


S= A sinwi (146.1) 

(fig. 380,0). Quando comincia la trasmissione (il parlato, o della musica) 
queste oscillazioni si trasformano in 

AS = All + f(i)]sinwt, (146.2) 


dove la funzione f() dipende dalla forma del segnale trasmesso, che modula 
l’onda sinusoidale [|f(t)] < 1]. Questa è la funzione detta di modulazione. 





Fig. 380. Fig. 381. 


La più semplice funzione di modulazione corrisponde all’emissione di un 
tono musicale semplice, per esempio quello prodotto da un diapason. In 
questo caso f(#) = a sin Lf (fig. 380,5). La costante £2 è la frequenza di mo- 
dulazione e la costante a è la profondità di modulazione. (Abbiamo posto 
per semplificare che la fase iniziale sia nulla.) Portando f(f) nella formula 
(146.2) le oscillazioni modulate saranno rappresentate da 


S= All + a sin Kjsin wi (146.3) 
(fig. 380,c). Trasformiamo questa espressione 
| A ah 
SL = A sin wt + —z_ cos (w -- Dt — —3_ cos (w + QD. (146.4) 


Se la funzione di modulazione f(f) non è sinusoidale, ma periodica, si 
potrà svilupparla in serie di Fourier ed applicare a ciascuno dei termini di 
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questo sviluppo i ragionamenti riportati sopra. Solo che al posto delle due 
frequenze w — 2 ew + 2, a sinistra e a destra di w appariranno alcune fre- 
quenze, che formano delle bande laterali, costituite da un insieme discreto 
di frequenze. Se la funzione di modulazione non è periodica, si può decom- 
porla in integrale di Fourier. In questo caso le bande laterali centrate su w 
contengono un numero non solo infinito bensì continuo di frequenze. A ti- 
tolo d’esempio si può citare la funzione di modulazione e le oscillazioni mo- 
dulate di segni telegrafici emessi in Morse (fig. 381). È importante che tutte 
le frequenze laterali siano molto vicine alla frequenza « portante » w. Tutte 
queste oscillazioni sono di a/ta frequenza e quindi sono adatte ad emettere 
delle onde radio. Il ricevitore deve captare non solo le oscillazioni della fre- 
quenza portante, ma anche le oscillazioni delle bande di frequenze laterali, 
altrimenti tutta l’informazione contenuta nel segnale emesso sarà persa. Ne 
consegue che la sintonizzazione del ricevitore non deve essere troppo acuta. 

3. Per realizzare la modulazione si utilizzano dei circuiti che assicurano 
la moltiplicazione e non l’addizione delle tensioni a cui sono applicati. Que- 
sti circuiti non sono lineari. La figura 382 rappresenta il più semplice sche- 
ma di montaggio di un generatore di onde radiotelefoniche a modulazione 


Và 


= Trasformatore 





Fig. 382. 


di griglia. Il circuito oscillante è inserito nel circuito d’anodo. La tensione 
di modulazione prodotta nel circuito del microfono M viene elevata con 
l’aiuto di un trasformatore. L’impedenza del condensatore G; del circuito di 
griglia è piccola per le correnti di alta frequenza dell’emettitore, mentre la 
resistenza dell’avvolgimento secondario del trasformatore è grande per via 
della sua grande induttanza. Quindi le correnti di alta frequenza non pene- 
trano nel circuito modulatore del microfono, tanto che l’emettitore funziona 
come se il circuito non esistesse affatto. Le correnti generate nel microfono 
e prelevate ai capi dell’avvolgimento secondario sono correnti di bassa fre- 
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quenza. Dato che l’impedenza del condensatore C; è molto grande per que- 
ste correnti, tutta la tensione prelevata sull’avvolgimento secondario è appli- 
cata tra la griglia ed il catodo del triodo. È proprio questa tensione che mo- 
dula la tensione d’uscita dell’emettitore. La corrente anodica 7 è funzione 
della tensione anodica Vi; e della tensione di griglia Va: 7= (Vi, V.). De- 
componiamo questa funzione in serie di Taylor in rapporto alle due tensioni 
e conserviamo solo i termini del primo e del secondo grado. Si ottiene così 


S = ao + ali + ala + ann Vi + a. V3 + anliVa. 


L’ultimo termine è proporzionale al prodotto delle tensioni applicate ed è 
questo che determina la modulazione della tensione anodica e di conse- 
guenza quella della tensione applicata ai capi del condensatore o della bobi- 
na del circuito oscillante. Supponiamo per esempio che Vi = A; sin ws, 
V, = Azsin Lr. SI ha allora 


a . . 
I = aiAi (1 + 7 A. sin 0) sin wl + 


+ (0 + aAz sin I + a Aî sin’wt + a, Af sin? 91). 


La prima quantità tra parentesi rappresenta l’oscillazione modulata che si 
cercava di ottenere. Si può isolarla con l’aiuto di un circuito oscillante sinto- 
nizzato sulla frequenza w (la sintonizzazione non deve essere troppo acuta). 
Dall’analisi riportata risulta che, per assicurare la modulazione delle oscilla- 
zioni, il tubo elettronico deve lavorare in un regime in cui la sua caratteristi- 
ca volt-ampere non sia lineare. Le oscillazioni modulate sono dirette verso 
il circuito d’antenna che è accoppiato per induzione con la bobina L del cir- 
cuito oscillante. 

4. Consideriamo ora la ricezione delle oscillazioni modulate. Sotto l’a- 
zione dell’onda modulata emessa dall’antenna d’emissione, nell’antenna di 
ricezione sorgono le stesse oscillazioni modulate, ma enormemente più de- 
boli. Persino dopo la preamplificazione, queste oscillazioni sono ancora 
troppo deboli per assicurare "na riproduzione diretta dei segnali emessi. In 
effetti, se si decompongono que»ic oscillazioni modulate in componenti si- 
nusoidali, queste conterranno so/o alte frequenze, che non possono vibrare 
con una ampiezza sufficiente ncita membrana del telefono (a causa della 
propria inerzia). Persino fabbricando una membrana di debole inerzia (il 
che è possibile in linea di principio), le vibrazioni sonore (di frequenza di 
10°-10* Hz) non sarebbero udibili. Per questa ragione le oscillazioni modu- 
late sono sottoposte ad una demodulazione (o rivelazione) nel ricevitore, e 
quindi sono trasformate nelle oscillazioni di bassa frequenza corrispondenti 
alle frequenze dei segnali trasmessi. 

La demodulazione consiste nel raddrizzamento delle oscillazioni di alta 
frequenza (con l’aiuto di rivelatori a cristallo o di tubi elettronici), seguito 
da un livellamento con l’aiuto di un circuito che presenta una costante di 
tempo conveniente. La figura 383 rappresenta uno dei montaggi utilizzati 
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per la rivelazione. Il raddrizzamento è effettuato dal rivelatore a cristallo D 
ed il livellamento da un circuito costituito da un condensatore Ce da una resi- 
stenza R montati in parallelo. Supponiamo per esempio che il segnale mo- 
dulatore di un emettitore radio sia composto di impulsi rettangolari equidi- 
stanti, ciascuno di una durata 71, che si succedono a intervalli di tempo f, 
(fig. 384,a). Il segnale modulato è applicato all’entrata del ricevitore (fig. 
384,b). Il rivelatore D « taglia » la parte superiore di questo segnale. Se non 
ci fosse il condensatore C, una tensione alternata Vr rappresentata sulla fi- 
gura 384,c, sarebbe stata applicata ai capi della resistenza R. Durante il tem- 
po ti questa tensione sarebbe stata composta di piccoli impulsi equidistanti, 


ntr V, USC 


Fig. 383. 


ciascuno di una durata 7/2 dove 7 indica il periodo delle oscillazioni di alta 
frequenza. Durante il tempo # questa tensione sarebbe stata nulla. In pre- 
senza del condensatore C la maggior parte della corrente del primo impulso 
è utilizzata per caricare il condensatore e portare la sua tensione a un valore 


V 
LI ne U 


d) Fig. 384. d) 


che è piccolo rispetto all’altezza dei piccoli impulsi. La stessa tensione appa- 
rirà ai capi della resistenza R. Tra i microimpulsi successivi la carica e la 
tensione del condensatore decrescono secondo una legge esponenziale 
e‘, dove 7 = RC è la costante di tempo del circuito RC. Se 7 è grande 
rispetto all’intervallo di tempo At, che separa gli impulsi successivi, la carica 
e la tensione del condensatore cambieranno poco durante il tempo di scari- 
ca At. Il secondo impulso del segnale aumenterà leggermente la tensione ai 
capi del condensatore C, e successivamente il condensatore si scaricherà co- 
me dopo il primo impulso e questo processo proseguirà fino a che l’eleva- 
mento della tensione alla carica non diventerà uguale al suo abbassamento 
durante la scarica. A partire da questo istante la tensione ai capi della resi- 
stenza KR diventerà costante. Quando il sistema sarà attraversato dall’ultimo 
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impulso, la tensione d’uscita comincerà a tendere esponenzialmente verso 
zero. Questa tensione sarà ristabilita quando il rivelatore sarà attraversato 
dal secondo impulso di modulazione, e così via. Se il tempo di stabilizzazio- 
ne della tensione è piccolo rispetto a {1 e #2, la tensione d’uscita sarà della 
forma rappresentata nella fig. 384,4. Con una scelta conveniente dei para- 
metri del ricevitore la forma dell’impulso d’uscita sarà praticamente uguale 
a quella del segnale di bassa frequenza trasmesso dall’emettitore. La situa- 
zione è la stessa se si trasmettono dei segnali di bassa frequenza di forma 
qualunque. 

Per il raddrizzamento delle oscillazioni alla rivelazione con il montaggio 
schematizzato nella fig. 383, il rivelatore a cristallo può essere sostituito da 
un tubo elettronico a due elettrodi (diodo). Ma al posto del diodo si utilizza 
preferibilmente un tubo a tre elettrodi (riodo), che non solo raddrizza, ma 
amplifica anche le oscillazioni. Si utilizza in questo caso il montaggio a de- 
modulazione di griglia, rappresentato nella fig. 385. È evidente che per otte- 
nere un effetto di raddrizzamento si deve far funzionare il triodo sulla parte 
non lineare della sua caratteristica. 





5. Ora si può capire facilmente il funzionamento del ricevitore. Le oscil- 
lazioni di alta frequenza eccitate nell’antenna del ricevitore arrivano prima 
nell’ amplificatore di alta frequenza. Il circuito oscillante d’entrata di questo 
amplificatore deve essere sintonizzabile al fine di poter selezionare l’onda 
di una stazione radio determinata. Ciò nonostante la sintonizzazione non 
deve essere troppo acuta, al fine di amplificare ugualmente le oscillazioni 
della frequenza portante e le oscillazioni delle bande laterali (cfr. punto 2). 
Dopo l’amplificazione le oscillazioni di alta frequenza arrivano nel demo- 
dulatore, che lie trasforma nelle oscillazioni di bassa frequenza contenute 
nel segnale trasmesso. Queste oscillazioni di bassa frequenza vengono nuo- 
vamente amplificate e inviate in un a/toparlante o in un qualsiasi indicatore. 
Un ricevitore che funziona secondo tale principio, è chiamato « ricevitore 
ad amplificazione diretta ». Lo schema di principio è riportato nella fig. 
386. C’è da notare però che, in radiodiffusione, si utilizzano generalmente 
i cosiddetti ricevitori a supereterodina, che funzionano in base ad uno sche- 
ma leggermente modificato (cfr. punto 7). 

6. Esaminiamo dapprima i ricevitori a eterodina per la radiotelegrafia. 
Attualmente i segnali telegrafici in codice Morse sono ricevuti quasi esclusi- 
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vamente al telefono. A questo fine gli impulsi di alta frequenza non sono 
demodulati, ma trasformati in oscillazioni di frequenza sonora. A questo 
scopo si applicano a uno dei tubi elettronici del ricevitore due tensioni alter- 
nate di alta frequenza: la tensione del segnale V = a sin wt e la tensione 


Circuito 


d’ingresso 





Fig. 386. 


Vi = a: sin wif fornita da un generatore locale di debole potenza (etferodi- 
na) che fa parte del ricevitore. Se il tubo elettronico funziona in regime non 
lineare, queste due tensioni sono combinate per produrre delle oscillazioni 
di frequenze w — wi e w + wi (cfr. punto 3). La frequenza wi viene scelta 
in modo tale che la frequenza w — «i si trovi nella gamma delle frequenze 
audio. Se la stazione radio funziona senza trasmettere segnali utili, il ricevi- 
tore produce un fischio continuo (tono musicale di frequenza w — wi). Se 
invece si trasmette un messaggio in codice Morse, si sente una successione 
di suoni /unghi e corti. Il telegrafista all’ascolto fa corrispondere ai suoni 
lunghi dei tratti ed ai suoni corti dei punti. Tra gli altri vantaggi il ricevitore 
a eterodina ne possiede uno, che viene spiegato con il seguente esempio. 
Supponiamo che il ricevitore possa captare simultaneamente le onde emesse 
da parecchie stazioni radio, le cui ampiezze sono praticamente identiche e 
le cui frequenze sono talmente vicine che è impossibile selezionarle per riso- 
nanza. Il ricevitore a eterodina può funzionare persino in queste condizioni. 
Poniamo che ci siano tre onde di frequenze uguali a 99000, 100000 e 
101 000 Hz, e che la frequenza dell’eterodina sia uguale a 101 000 Hz. Allora 
non sentiremo per nulla l’ultima onda, perché dopo il cambiamento di fre- 
quenza la sua frequenza sarà nulla. Le altre due onde avranno, dopo il 
cambiamento di frequenza, frequenze uguali a 2000 ed a 1000 Hz, quindi si trat- 
ta di una differenza di un’ottava intera. Una tale differenza di altezza dei 
suoni è facilmente distinguibile, e questo permette di ricevere il segnale di 
una stazione radio trascurando quello delle altre. 

7. Il principale inconveniente del ricevitore ad amplificazione diretta ri- 
siede nel fatto che, a frequenze molto alte, non permette di ottenere una am- 
plificazione sufficiente dei segnali. Ciò è dovuto alle capacità parassite (ca- 
pacità dei tubi elettronici, dei fili di connessione, ecc.) le quali a frequenze 
molto alte presentano impedenze trascurabili per le correnti e perciò corto- 
circuitano i tubi elettronici. Esistono anche altre cause legate ai processi nei 
tubi elettronici. Ma non si può procedere alla rivelazione dei segnali captati 
dall’antenna senza averli amplificati, perché l’amplificazione di bassa fre- 
quenza amplificherebbe in questo caso non solo il segnale utile ma anche 
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diversi disturbi di ricezione, che sono particolarmente grandi a basse fre- 
quenze. Il ricevitore supereterodina è in larga misura esente da questo difet- 
to; e perciò ha trovato largo impiego. Il principio di base di questo ricevitore 
è la trasformazione della frequenza portante w in una frequenza più bassa. 
Lo schema di principio del ricevitore supereterodina è rappresentato nella 
fig. 387. La tensione modulata di alta frequenza V = a[l + f(Y)] sin wt vie- 
ne applicata a uno degli elettrodi di un tubo elettronico speciale C' e ad un 





Fig. 387. 


altro elettrodo dello stesso tubo si applica la tensione Vi = @: sinwit gene- 
rata dall’eterodina del ricevitore. Se il tubo C funziona in regime non linea- 
re avviene una combinazione delle tensioni V e V, con la produzione dei 
due tipi di oscillazioni 

[1 +/(@)] cos (w—- wi1)f (146.5) 


[1 +/(0)] cos (w + w1)t, (146.6) 


che sono modulate dalla stessa funzione f(t), che modula le oscillazioni 
emesse dall’antenna dell’emettitore. Ma la frequenza portante w delle oscil- 
lazioni trasmesse sarà sostituita dalla frequenza w — wi e w + wi. Questo 
processo di trasformazione della frequenza è chiamato in radiotecnica mi- 
scelazione delle frequenze ed il tubo che realizza tale miscela è chiamato mi- 
scelatore. Nel ricevitore supereterodina ci interessa l’oscillazione (146.5) di 
frequenza w — wi che è chiamata frequenza intermedia. A differenza del ri- 
cevitore eterodina semplice, la frequenza intermedia deve essere superiore 
alle frequenze sonore. L’oscillazione (146.5) viene isolata con un metodo di 
risonanza e la si sottopone allo stesso trattamento usato nel caso di un rice- 
vitore ad amplificazione diretta, cioè si realizza una amplificazione nello 
stadio di amplificazione intermedia; poi il segnale viene demodulato, quindi 
amplificato nell’amplificatore finale di bassa frequenza: il segnale d’uscita 
è applicato al telefono, ad un altoparlante, ecc. Notiamo ancora che, duran- 
te la sintonizzazione delle diverse stazioni radio, variando la capacità del 
condensatore del circuito d’entrata, varia anche la capacità del condensato- 
re del circuito oscillante a eterodina in modo tale che la frequenza interme- 
dia w — wi resti costante. A questo fine le piastre mobili di entrambi i con- 
densatori vengono montate sullo stesso asse. 
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APPENDICI 


Principali formule d’elettrodinamica nel sistema SI 


Per comodità del lettore, le principali formule, precedentemente scritte 
nel sistema CGS, vengono qui riportate ed indicate con lo stesso numero 
loro assegnato nel testo. 





F = qeE. (2.2) 

_ 1 9 
F Arto RP, (3.2) 

1 
E= Ge 5 r. (3.4) 
E = na . (3.7) 
1 |3@)._ Pp 

= | r Z| . (4.3) 
M = [pE]. (4.4) 
F = (pV)E. (4.7) 

_ __1 
d = $ (£45) =" (5.5) 

L ox nella piastra 
E = N (6.2) 

4, 20 al di fuori della 
piastra. 
- tua 1 
E = Ire ai 360 or. (6.5) 
__x_ 1 
E -_ Ir r O (6.6) 
1 | 

E — eo or (6.7) 
En _ Ein = 3: (6.9) 
f= 3 (E - Eî)n. (6.15) 
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Opoi = (Pn) = Pu. 


D = &E+ P. 
QD, ds = a 
Qpo = — div P 
_ 1 qQ 
D = 47T po 
D = on. 
P = &0a0E 
D = €06E 
e=l+a. 
A _ l 


div grad L= — 606 € 


p = 4re0a' E. 


C = 4rnecea. 

RR. 

n — 
€£06S 

C = —d°' 

2re0eÌ 

— In (b/a) 


C = 4r€0€ . 
1 


(6.16) 


(7.3) 
(12.2) 
(12.3) 
(13.3) 


(13.4) 
(13.6) 
(13.10) 


(14.3) 
(15.1) 
(15.2) 
(15.3) 


(16.1) 
(16.7) 


(18.5) 
(19.1) 


(22.2) 


(23.5) 
(26.2) 


(26.5) 
(26.6) 


(26.7) 


(26.8) 


(28.3) 


_len_ e6E _ D° 
w=3ED= = xe 
w= (Edp. 

U = 1 iQ 

4r£0 12 ° 
dU = TdS + EdD. 
dt = -SdT + EaD. 
d® = -SdT —- DdE. 
dI = TdS - DdE. 
_ €06E° _ D° 
Ya +0 = xe 190 
_ T de \ E06E° 
U = (: + 137) + Uo(7T, T). 
D? €06E° 


(29.7) 


(29.8) 
(30.1) 


(31.6) 
(31.7) 
(31.8) 
(31.9) 


(31.12) 
(31.14) 
(32.8) 
(32.9) 


(33.4) 


(33.5) 


(33.8) 


(33.9) 


E0E° E0 d0E 2 
S = —grad P+ eE- —— grad e + Gamd(r$ 2°). (34.5) 


p = eoBE. 
B = 4ra 
e-1l_1 
E+2 3 nb 

2 

_ _NPo 
P= ar È 

a = npò 
—  3RT 60° 


(35.1) 
(35.2) 
(35.15) 
(36.5) 
(36.6) 
(36.7) 


693 


694 





j = neu. 
J= XE. 

\ = ne° — 
= m T. 


Q=GE)= NE =1}. 








EE 
R O, . 
T= RC = ni 
F = q(E+ [vB]). 
dF = [jB] dV. 
dF = A{dl B]. 
B = = vr]. 


Fi. = pon [v2[01712]]. 
l12 





B = no AI {dlr] 
7 4x3 0 
B 


_ poS 
= rr: 
__ Mo 
B = S 
2 
_ Ho. 
B= 0 
B = wi. 
M = [98B] 
VD = ISS. 
B ds = poi 
Ba NI 
LI 
rot B = paj 


(40.1) 
(41.1) 
(42.12) 


(42.22) 
(44.5) 
(46.1) 


(48.8) 


(49.3) 
(49.4) 
(49.6) 
(50.2) 


(50.4) 


(50.10) 


(50.11) 
(51.1) 
(51.2) 
(51.5) 
(51.7) 


(51.8) 
(52.1) 
(52.2) 


(55.4) 
(55.10) 


(56.1) 


ma= /n. (57.2) 





F = (MV). (57.3) 
_ e 
= - © B. (57.4) 
__ vv _ mv 
r= TT TB: (57.5) 
in = I. (58.6) 
im = rot I. (59.4) 
_ B_ 
= 21 (59.5) 
$Hdl = 1. (59.6) 
rot H = |. (59.7) 
(nH;] — (nH] = i. (60.3) 
1 = xH. (61.1) 
B = uouH. (61.2) 
u=l+x (61.3) 
A = 48, — i). (62.2) 
ind _ __ d® 
gu (64.1) 
E' = E+ [VB]. (66.6) 
B' = B- eouo[VE]. (66.7) 
® = LS (68.1) 
L= bobr Ss. (68.2) 
r= = (68.10) 
W, = 3 I I®;. (69.5) 
I out? = 1 HB = B 70.3 
7 Pont = > HB = cn” (70.3) 
(1 _ 1) = 19 (HB - wB.  (12.5) 
H° Bî B} 
F= (i) 02 
2 2 
= pod — HB _ _B_ (72.8) 


$0 = dU — HdB. (73.1) 
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dU = TdS + HaB. 


dy = 
d® = 


— SdT + HaB. 
— SdT — BdH. 


dI = TdS —- BdH. 


_ HO pr _  B° 
= -_H + Yo = uno + Yo. 





M = 2ra B 
Ho 
Jsp = D. 
Jsp = e0È + P 


(73.2) 
(73.3) 
(73.4) 


(73.5) 
(73.7) 


(73.8) 


(73.10) 
(73.11) 
(75.1) 


(75.2) 


(76.3) 
(76.4) 
(76.5) 
(77.5) 


(80.2) 


(80.3) 


(80.6) 


(80.8) 


(80.9) 


(81.6) 
(81.9) 


(82.1) 


Dan — Din = 0. 
[nH.) - InH\} = È. 
D = e&0€E. 

B = nouH. 
j= E. 

__|®_ 
Vecenon 
= - (vB), H= [DÌ]. 
€0€E° = poutf”. 
S = [EH]. 
w= {(EdD + HaB). 


ÙU = 


w= 7 (ED + HB). 
mv = e(E + [vB]). 








eBR 


V= vh+ > [EB] + sr (1 + a vi) 


(82.2) 


(82.3) 
(82.4) 
(82.la) 


(82.2a) 
(82.3a) 
(82.4a) 
(82.5) 
(82.8) 
(82.10) 
(82.11) 
(82.12) 
(83.2) 


(83.3) 
(83.4) 
(84.3) 
(84.7) 


(84.9) 
(86.2) 
(86.3) 


(86.4) 


(87.2) 
(87.3) 


(87.4) 
(87.5) 
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2 

VR = — SE h. (88.2) 
2.,,2 

® — mi (88.3) 

g = LEM] i (91.1) 
e? 

Me = "6rE00C? * (91.4) 
R= L. (98.4) 
R= ELI (98.5) 

C = ne de. (101.17) 

D = ee (121.1) 

2 3/2 
\ = SE (121.3) 
Tx 
D = So , (121.8) 
ne 
vo = lar (123.9) 
B 
v= (138.6) 
Vuoo 








vr vr 
se . 141.10 
i[G)._ è (41.10) 
4r | vr vr |1-l 
VU 
. 1 Le 
3 [pr] rt 2 [pr] r 





Gr) ._ _D ___1 . 
ur? ” vr |i-L 4xvr3 HPrrl eo 
Vv 
I. (141.11) 
H= Ln ,. 
4rvrÈ U Ir 
2 
sind 2 
<= 322, 323 r N. 141.13 
$ 16r°e0evÌr? p rl . ( ) 
dé 1 2 
C dEÙ Gas ro 141.14 
l 6rE0E0° p r- ( ) 
dé wi 2 
C GET Dassi E° 141.16 
t 127060) po ( ) 
dé e? ‘3 
n <= Z_ 3 141.17 
dt © 6resevì i ( ) 
D = i . (144.4) 
pt (144.5) 
V2uopdv 
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Valori di alcune costanti fisiche 


Velocità della luce 
Carica dell’elettrone 
Costante di Planck 
Numero d’Avogadro 
Costante di Boltzmann 


Costante dei gas 


Costante di gravitazione universale 


Numero di Faraday 


Massa a riposo dell’elettrone 
Massa a riposo del protone 
Massa a riposo del neutrone 
Raggio medio della Terra 

Massa della Terra 

Densità media della Terra 
Momento cinetico della Terra do- 
vuto alla sua rotazione assiale 
Velocità media dello spostamento 
della Terra sull’orbita 

Raggio del Sole 

Massa del Sole 

Densità media del Sole 

Distanza media Terra-Sole 
Distanza media Luna-Terra 
Raggio medio della Luna 

Massa della Luna 
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2,997924562-103 m/s = 
= 2,997924562-:10!° cm/s 
1,602-107!° C = 4,80-107!° un. 
CGSE 

6,626-107?4 J-s = 6,626-1072? 
erg-S 

6,022-10!° kmol =! = 6,022-10?3 
mol! 

1,38-10723 J/K = 1,38-10719 
erg/K 

8,31-10° J/(kmol-K) = 8,31-107 
erg/(mol-K) 


6,67-107!! N-m?/kg? = 6,67-1078 


din-cm°/g? 

9,648-10” C/kmol = 9,648-10? un. 
CGSM/mol 

9,11-1073! kg 11-107?8g 


= 9, 
1,6727-107?” kg = 
1,6750-107?? kg = 
6371 km 

5,98-1024 kg 

5,52 g/cm' 


1 
1,6727-10724 g 
1 


5,91-103 kg-m?/s 


29,77 km/s 
6,96-10° km 
1,99-10°° kg 
1,41 g/cm 
1,496-10° km 
3,84-10° km 
1738 km 
7,34-10°°kg 


,6750-107? g 
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— di prova 16 

— puntuali 19 

— specifica 419 

Catodo composto 482, 491 

— a ossidi 482 


Centimetro (unità di capacità) 109 

— (unità di autoinduzione) 302 

Centro conduttore 405 

Cinture radiative 418 

Circuitazione 78 

Circuiti di differenziazione e d’integrazione 568 

Circuito oscillante 563 

Coefficiente(i) di capacità 117 

— — simmetrico 122 

— di conversione 394 

— di induzione 117 

— di potenziale 116 

Coerer 661 

Concentrazione equivalente 440 

Condizioni al contorno 68, 273, 274, 373, 684 

Conducibilità elettrica equivalente 440 

— di impurezze 475 

— intrinseca 475 

Conduzione da elettroni 474 

— da buchi 474 

Confinamento di un plasma in campo magnetico 
416 

Cono di perdite 417 

Cooper, coppie di 363 

Coordinate normali 637 

Coppia elettrone-positrone 18, 431 

Coriolis, forza di 296 

Corona 550 

— negativa 550 

— positiva 550 

Corpo di prova 16 

Corrente(i) anodica 486 

— di conduzione 268 

— efficace 601 

— elettrica 189 

—, legge di conservazione di 190 

— di induzione 283 

— di griglia 486 

— molecolari 268 

— di polarizzazione 370 

—, portatore di 474 

— di saturazione 478, 526 

— di spostamento 366 

— superficiali 241 

— termoelettrica 499 

— totale 367 

Costante balistica 577 

— elettrica 392 

— elettrodinamica 234 

— magnetica 392 

Coulomb, legge di 19 

Coulomb (unità di carica) 20, 239 

Cunningham, correzione di 425 

Curie, legge di 338 

—, punto di 180, 329 

—, punto antiferromagnetico di 188, 351 

—, punto magnetico di 329 

—, temperatura dielettrica di 177 

— e Weiss, legge di 180, 348 

— —, temperatura di 180 


Curva ampiezza-frequenza 587 

— fase-frequenza 587 

— di risonanza 584 

—, larghezza (semilarghezza) di 584 


Debye, ‘lunghezza (raggio) di 555, 561 

—; potenziale di 562 

Decremento 574 

Degenerazione 638 

Demodulazione (detezione) 686 

— a griglia 688 

Densità di corrente 190 

— — lineare 241 

— superficiale di carica elettrica 24 

Deriva 195, 404 

— centrifuga 411 

— elettrica 402, 406 

— magnetica 407-412 

—, teoria di 405 

Deuterio 559 

Diagramma vettoriale 577 

Diamagnetismo 332 

Dielettrico (isolante) 469, 474 

Differenza di potenziale nei contatti esterni 497 

— — — interni 496 

— — —, misure col metodo di compensazione di 
498 

Diffusione ambipolare 555 

Diodo a vuoto 478 

Dipolo elettrico 25 

— puntuale 25 

Dissociazione, coefficiente (grado) di 435 

— elettrolitica 434 

Divergenza 43, 47 

Dominio(i) dielettrico 182 

— magnetici 350 

— polare 177 

Doppio strato elettrico 446, 477 

Dorfman, esperimento di 349 

Drude, formula di 202 


Earenshaw, teorema di 48 
Effetto(i) dynatron 489 

— fotoelettrico 492 

— giromagnetico 342 

— magnetocalorico 323 

— magnetomeccanici 342 

— pelle 674 

— piezoelettrico diretto 165-170 

— — inverso 169 

— — longitudinale 167, 170 

— — trasversale 167, 170 

— piroelettrico inverso 175 

— — primario (diretto) 175 

— — secondario (indiretto) 175 

— — terziario (pseudo-effetto) 175 
— di sovratensione 451 

Einstein e de Haas, esperimento di 343, 606 
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Elemento di corrente lineare 231 
— — di volume 231 

— galvanico 208 

Elettreti 70 

Elettrodo a idrogeno normale 447 
Elettrolisi 432 

—, prodotti primari di 438 

—, prodotti secondari di 438 

—, reazioni primarie di 432 

—, reazioni secondarie di 432 
Elettroliti 432 

— deboli 435 

— forti 436 

— solidi 469 

Elettrometro a filo $22 

— a quadranti 522 

Elettroni liberi 469 

— secondari 490 

— di valenza 469 
Elettrostrizione 144 

Emettitori 491 

Emissioni secondaria e autoemissione 490 
— termoionica 477 

Energia elettrica 121 

— elettromagnetica 382 

— e forze 316 

— libera 122, 309 

— — e forze 134, 137 

— — e forze ponderomotrici 134 
— magnetica 307 

— mutua 127 

— di polarizzazione dei dielettrici 132 
— delle sostanze magnetiche 322 
Equazione(i) del circuito oscillante 563, 569 
— di continuità 191 

— materiali 374 

— d'onda 641 

Equivalente chimico 439 

— elettrochimico 444 
Extracorrente di chiusura 303 

— di apertura 305 

Etere universale 12 

Eterodina 688 


Farad 109 

Faraday, cilindro di 60 

—, leggi di elettrolisi di 438 
—, numero di 439 

—, teorema di 58 

Fase delle oscillazioni 570 
— non polare 177 

— — iniziale 570 

— polare 177 

Fattore di qualità 574, 584 
— smagnetizzante 278 
Fermi, livello di 463 
Ferroelettricità 176-187 
Ferromagnetismo 324-329 
Figure di polvere, metodo di 350 
Filtro elettrico 552 
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Flusso d’energia 383 
— d’impulso 386 
— magnetico 300 


— —, teorema della conservazione di 315 


— del vettore 29 
Flussometro 294 

Foglio magnetico 260 
Forza(e) d'Ampère 232 

— coercitiva 327 

— elettrodinamiche 11 

— elettromagnetiche 11 

— elettromotrice 210 

— elettrostrittive 144 

— di immagine elettrica 477 
— di Lorentz 231 

— estranee 206 

— ponderomotrici 133, 150 
— di scambio 349 
Foucault, correnti di 289 
Fourier, coefficienti di 588 
—, integrale di 592 

—, teorema di 592 


Frenkel-Heisenberg, teoria del ferromagnetismo 


di 349 
Frequenza dei battimenti 604 
— circolare 570 
— di ciclotrone 262, 401 
— fondamentale 588 
— di modulazione 590, 684 
— delle oscillazioni 570 
— di un plasma $72 
— portante 590, 604 
Funzione di modulazione 684 
— periodica 588 
Fuochi di Sant'Elmo 551 


Galvanometro balistico 576 
Gamma 240 

Gas degenere 463 

— fortemente degenere 464 
— quasi neutro $27 

— totalmente degenere 464 


Gauss (unità d’intensità del campo magnetico) 


240 


Gauss, forma differenziale di 41, 66 


— Ostrogradskij, formule di 48 


—, procedimento di 282 
—, teorema di 33, 66 


—, teorema per i campi magnetici di 246, 268 


Generatore a tubo elettronico 615 
Ginsburg, teoria di 184 
Gradiente 80 
Grammoequivalente 439 

Griglia di comando 485 


— di protezione o antidynatron 490 


— schermo 489 
Grotthuss, ipotesi di 432 


Hale, legge di 545 
Hall, coefficiente di 459 


—, costante di 459 

—, effetto di 456 

Hamilton, operatore nabla di 27 
Henry (unità di induzione) 302 
Hertz, dipolo di 650-659 

—, radiazione del dipolo di 650, 657 
—, risonatore di 660 

—, vibratore di 659 


Immagini elettriche 96 

— — rispetto al piano 96 

— — rispetto alla sfera 97 

Impedenza 593 

— del circuito 596 

— d’onda 667 

Impulso del campo elettromagnetico 386 
Induttanza, coefficienti di 306 

— di un filo 300 

— mutua, coefficienti di 306 

— di un solenoide 301 

—, teorema di reciprocità di 306 

— dell’unità di lunghezza di una linea 667 
Induzione elettrica 54 

— —, vettore di 67 

— elettromagnetica 283 

— —, analogia meccanica di 296 

— —, concezione di Faraday di 283 
— —, concezione maxwelliana di 290 
— —, forza elettromotrice di 284 

— —, forma differenziale della legge di 292 
— —,, legge fondamentale di 285 

— magnetica 272 

Intensità di corrente 210 

Interazione delle correnti alternate 602 
Invariante adiabatico 412 

Ionizzazione 516 

—, energia di 519 

—, metodo dell’urto elettronico di 520 
—, potenziale di 520 

— di superficie 517 

— per urto 536 

— volumetrica 517 

Ionosfera 556 

Isteresi, ciclo di 183, 326 

—, cicli doppi di 188 

— dielettrica 183 

— magnetica 275, 326 

— —, calore di 328 


Joule-Lenz, legge di 201, 213 


Kattering e Scott, esperimento di 455 
Kirchhoff, leggi per correnti alternate di 598 
—, legge di 214, 215 

Kohlraush, legge di 443 


Lampo 548 

Langevin, funzione di 338 

Langmuir-Boguslavskij, legge di (o della potenza 
7/2) 484 


Larmor, frequenza di 332, 335 

—, raggio di 262, 401 

—, teorema del magnetismo di 335 

Lavoro d’estrazione 477 

Lebedev, esperimenti di 681 

Le Chatelier-Braun, principio di 287 

Lecher, sistema di fili di 665 

Leggi elementari 11 

Lenz, regola di 287 

Linee di corrente 23 

— di forza elettriche 21 

— — magnetiche 23 

— — quasi chiuse 78 

— —, rifrazione di 72 

— vettoriali 23 

Livelli d’energia 461 

— —, accettori di 476 

— —, donatori di 476 

— — eccitati 471 

— — fondamentali (non eccitati) 470 

— — semplici (non degeneri) 470 

Logaritmo coulombiano 557 

London Fritz e Hans, teoria della supercondut- 
tività di 356 

Luminescenza anodica 545 

— negativa 544 

— positiva 544 

— di ricombinazione 544 

Lunghezza d’onda 646 

— — di Compton 431 


Macchia catodica 554 

Magnete 268 

Magnetizzazione spontanea 325, 347 

Magnetoidrodinamica 556 

Mandelstam e Papalexi, esperimento di 454, 606 

— —, macchina parametrica di 627 

Martello di Maklakov 615 

Massa elettromagnetica 429 

— ed energia sulla teoria della relatività 386, 427 

Maxwell, equazioni di 371 

—, equazioni nella forma razionalizzata (SI) di 
390 

Maxwell, unità di flusso magnetico 301 

Meissner-Ochsenfeld, effetto di 355 

Metalli 473 

Metodo della deviazione costante 524 

— di flusso 523 

— delle gocce d’olio di Millikan 223 

— delle parabole 422 

— vettoriale 578 

Miscelatore 690 

Miscelazione delle frequenze 690 

Mobilità degli ioni 531 

— — secondo Kohlrausch 440 

— — del campo alternato 531 

— —, metodo di Zeleny di 532 

— delle particelle 198 

Modello planetario dell’atomo 50 

Modi (oscillazioni normali) 637 
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Modulo piezoelettrico 168 

Molecole polari 64 

Moltiplicatore d’elettroni fotoelettrici 491 
— fotoelettrico (effetto) 492 
Moltiplicazione delle tensioni applicate 685 
Momento di dipolo 25 

— magnetico della corrente 244 
Monopoli 372 

Montaggio dei condensatori (misto) 112 
— — in parallelo 112 

— — in serie 112 

Mossotti-Clausius, formula di 158 
Mulinello di Franklin 57 


Néel, legge di 351 
Nernst, metodo di 444 
Nodi 647 

Notazioni complesse 577 
Numero(i) d’onda 646 
— di trasporto 442 


Oersted, esperimento di 233 

Ohm, legge di 191, 211, 212 

—, legge in corrente alternata di 592 
—, unità di resistenza 212 

Onde d’Alfven 642 

— elettromagnetiche (perturbazioni) 375, 645 
— —, fronte di 378 

— —, impulso di 678 

— —, piane, 378 

— —, polarizzazione di 379 

— —, pressione di 678 

— — progressive 378 

— —, velocità di 378 

— sferiche 656 

— sinusoidali (monocromatiche) 645 
— stazionarie 647, 650, 669 
Operatore di Hamilton (nabla) 27 
Oscillatore armonico 569 
Oscillazioni 563 

— armoniche 570, 590 

— autoeccitate 617 

— a due gradi di libertà 634 

— fondamentali 648 

— forzate 580 

— legate 612 

— libere 569 

— modulate 590, 604 

— normali 648 

— parametriche 623 

— di un plasma 572 

—, processi di stabilizzazione di 603 
— proprie 648 

— di rilassamento 621 

— smorzate 572 

Ostwald, legge della diluizione di 435 


Paramagnetismo 335 
Paschen, legge di 542 
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Pauli, principio di 462 

Peltier, calore di 505 

—, coefficienti di 505 

—, croce di 505 

—, effetto di 505 

Pendoli accoppiati 636 

Pentodo 490 

Periodo fondamentale 588 
Permeabilità magnetica 393 

— — assoluta 393 

— — relativa 393 

Permettività dielettrica 393 

— — assoluta 393 

— — relativa 393 

Piezoelettricità 164-170 

Pila di concentrazione 206 

— di Daniell 448 

— di depolarizzazione 449 

— di Leclanché 450 

— a secco 450 

— di Volta 448 

Piroelettricità 174-176 

Plasma 554 

— completamente ionizzato 556 

—, conduttività di 558 

— debolmente ionizzato 556 

— a due temperature 558 

— moderatamente (mediamente) ionizzato 556 
— non isotermo 558 

—, oscillazioni collettive di 556 

—, tempo di rilassamento di 558 
Platino platinato 447 

Poggendorff, metodo di 216 
Polarizzabilità 69, 153, 393 
Polarizzazione dei dielettrici 62 

— elettrolitica 449 

— del vuoto 431 

Portatori di corrente 189 

— maggioritari 476 

— minoritari 476 

Potenza della corrente alternata 602 
Potenziale d’accensione 621 

— di una carica puntuale 83 

— di un cilindro di lunghezza infinita 86 
— di un dipolo puntuale 85 

— elettrico 79 

— di elettrodo 447 

— — normale 447 

— di estinzione 621 

— di un filo rettilineo 85 

— di un piano uniformemente carico 84 
— di una piastra piano-parallela 85 
— di una sfera uniformemente carica 85 
—, vettore di 313, 314 

Potere emissivo 478 

Poynting, vettore di 383 

Principio(i) di sovrapposizione 581 
— delle trasmissioni radioelettriche 682-690 
Problema a molti corpi 471 

— a un solo corpo 471 


Processo aperiodico 575 
Profondità di modulazione 590, 684 


Quasi-neutralità 527 
Quasi-stazionarietà 226, 572 


Raddrizzatore a diodo 484 

Radiazione di una carica in moto accelerato 658 
— di un ciclotrone (di betatrone) 559 
— di frenamento 559 

— di ricombinazione 522 
Radioricevitore ad amplificazione diretta 688 
— a supereterodina 688 

Raggio(i) catodico 546 

— classico dell’elettrone 430 

— di ciclotrone 401 

— positivi (raggi canale) 548 

— X 547 

Rapporto giromagnetico 330 

Reattanza capacitiva 594 

— del circuito 5% 

— induttiva 592 

Reazioni termonucleari controllate 559 
Regime quasi-stazionario 226, 572 
Regione oscura di Aston 544 

— — di Crookes 544 

— — di Hittorf 544 

— catodica 544 

Relazione di indeterminazione 430 
Resistenza attiva 596 

— della terra 222 

— interna (differenziale) di un tubo 486 
— ohmica 592 

— specifica 192 

Ricombinazione 517 

—, Coefficiente di 518 

—, misura dei coefficienti di 528 

— — — col metodo di commutazione 529 
— — — col metodo di McClung 529 
— — — col metodo di Rutherford 529 
Richardson-Dushman, formula di 480 
Riecket, esperimento di 453 

Riflessione delle onde 664, 669 

— delle particelle cariche 415 
Rifrazione delle onde 664 

Risonanza 585 

— parametrica 625 

Rivelatore a cristallo 660, 686 
Rogovskij, fascia di 294 

Rotore di un vettore 257, 259 

Rottura del vuoto 431 


Sale di Seignette 176 

Scambio carica 548 

Scarica ad arco 549, 552 

— complessa 545 

— a corona 550 

— a scintilla 548 

— —, teoria degli streamers di 550 
— estrinseca 524, 540 


— nel gas (accensione) 541 

— intrinseca 527, 541 

— luminosa 543 

— — anomala 546 

— di Townsend 538 

Schermo elettrostatico 59 

— magnetico 276 

Scintilla condensata 549 

Secondo (unità elettrostatica) 192 

— inverso (unità di conduttività) 192 

Seebeck, effetto di 499 

Semiconduttori 469, 473 

— a conducibilità mista 476 

—, raddrizzamento della corrente 512 

— di tipo n 476 

— di tipo p 476 

Sistema aperto 682 

— d’unità di misura assoluto 390 

— — — elettromagnetico (CGSM) 20 

— — — elettrostatico (CGSE) 20 

— — — gaussiano 20, 230 

— — — di Heaviside-Lorentz 391 

— — — internazionale (SI) 390 

Separatore di massa 263 

Serie termoelettrica 500 

Skin-effetto (vedi effetto pelle) 

Solenoide 242 

Soluzione normale 447 

Sonda elettrica 88 

— a fiamma 89 

— a gocce 89 

— radioattiva 89 

Spazio oscuro di Crookes 544 

— — di Hittorf 544 

— delle fasi 462 

Specchi magnetici 417 

Spettografia di massa 422 

Spettrometria di massa 422 

Spin dell’elettrone 267, 331 

Spira di prova 246 

Spostamenti reali 134 

— virtuali 134 

Stati quantici 461 

— transitori 600 

Stokes, teorema di 258 

Streamer, teoria di 550 

Superconduttività 352 

Superconduttore(i) 352 

—, anello 352 

—, campo critico di 358 

—, corrente critica di 359 

—, domini 361 

—, modello a due liquidi di 353 

— di prima specie 355, 361 

—, profondità di penetrazione del campo magne- 
tico in 356 

— di seconda specie 355, 361 

—, stato intermedio di 361 

—, — misto di 361 

—, — normale di 352 
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—, temperatura critica di 352 
—, — di transizione di 353 
Superfici equipotenziali 81 
Suscettività magnetica 274, 394 


Temperatura di degenerazione del gas elettronico 
464 

Tempo di smorzamento 574, 582 

— d'inerzia 195 

— di cammino libero 196 

— di rilassamento 226 

— di stabilizzazione 582 

Tensione(i) di comando 487 

— di decomposizione dell’elettrolita 451 

— efficace 601 

— elettrica 211 

— magnetica 294 

— e pressione maxwelliana 141, 144, 320 

Teorema della circuitazione del campo magnetico 
252, 271 

— — — —, forma differenziale di 256, 272 

Teoria delle bande 471 

— elettronica della polarizzazione 152, 159 

— — — dei dielettrici non polari 159 

— — — — polari 159, 161 

Termodinamica dei dielettrici 129-132 

— delle sostanze magnetiche 322-324 

Termoelettricità 499 

—, calore di Thomson di 509 

—, coefficiente della forza elettromotrice termo- 
elettrica 500 

—, coefficiente di Thomson 510 

—, punto d’inversione 501 

—, teoria di Clausius di 509 

—, — di Clausius-Thomson di 511 

Tetrodo 489 

Thomson Elihu, esperimento di, 288 

Thomson William, effetto di 499, 508 

— —, formula di 570 

Titaniato di bario 176 

Tino elettrolitico 223-225 

— —, metodo di selezionamento 224 
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Tolman e Stewart, esperimento di 455 

Townsend, coefficienti a, 8, e y di 535-538 

—, esperimento di 535 

—, teoria di 535 

Transistor (semiconduttore) 619 

Trappole magnetiche 417 

Trasformatore, teoria di 627 

—, corrente a vuoto 629 

— di Tesla 675 

—, trasporto dell’energia elettrica a grande di- 
stanza 632 

Triodo 485 

Tritio 559 

Tubo(i) (lampada) a mercurio 554 

— di miscela 690 

— a raggi X 546, 547 


Umov-Poynting, teorema di 383 
—, vettore di 383 


Valanghe elettroniche 544 

Van de Graaff, generatore di 61 

Vettore magnetizzazione 269 

— d’onda 646 

— polarizzazione 64 

Ventri 648 

Velocità di deriva (di un moto ordinato) 189 
Volt (unità di tensione) 212 

Volta, arco di 552 

—, legge dei contatti consecutivi di 494 
—, serie di 494 


Weber (unità di flusso magnetico) 302 
Weiss, costante di 345 

Wheatstone, ponte di 216 
Wiedemann-Franz, legge di 203, 466 
Wilson, camera di 145 


Zona d’onda 655 
— oscura di Faraday 544 


ANNOTAZIONI 


